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Aufgabe 1. (Christoffel-Darboux-Identitét)

Gegeben seien eine Gewichtsfunktion w auf dem Intervall I und die zugehdrigen Ortho-
gonalpolynome {uy, }5°, in L2 (I). Diese geniigen bekanntlich einer Dreitermrekursion

Un1Un+1(2) = (2 = byp)up(x) — apun—1(x).

Fiir festes £ € R definieren wir das Kernpolynom vom Grad n durch
Kn(&x) = ui©ui(z).
=0

Zeigen Sie, dass fiir x # £ die Christoffel-Darboux-Identitit gilt

Up 41 (2)Un (§) — Un (T)Un 1 (§) ‘

=&

Kn(g’x) = Gp+1
Folgern Sie damit, dass fiir z € R gilt
Konl,) = g (141 (2)un (@) — w1 ()1t ()

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Trennungseigenschaft der Nullstellen von Orthogonalpolynomen)

Zeigen Sie, dass sich zwischen je zwei Nullstellen von u,41 genau eine Nullstelle von u,

befindet.
(4 Punkte)

Aufgabe 3. (Eigenwerte von Jacobi-Matrizen)
Vorgelegt sei die Jacobi-Matriz

b(] ai 0
g, = | e R™™,
B an—1
0 (n—1 by,

Zeigen Sie die folgende Aussage: Die Nullstellen von w, stimmen mit den Eigenwerten
von J,, iiberein. Ist A\ ein Eigenwert von J,, und w = [wy,...,w,|T ein zugehoriger
Eigenvektor mit [[w|2 = 1 und w; > 0, dann gilt fiir alle & = 1,...,n, dass wy =

Yug—1(A) mit v = (K,—1(A, )\))71/2 ist.
(4 Punkte)



Aufgabe 4. (Gewichte der Gau-Quadratur)

Die Stiitzstellen z1,...,x, der GauB-Quadratur zu gegebener Gewichtsfunktion w sind
bekanntlich die Nullstellen des zugehorigen Orthogonalpolynoms u, vom Grad n. Be-
zeichnen wir mit L;(x) die Lagrange-Polynome zu den Stiitzstellen, so gilt fiir die Ge-
wichte der Gau3-Quadratur offensichtlich
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Zeigen Sie, dass die Gewichte alle positiv sind und sich zudem durch

w; = (Kp-1(zi, 2;))

berechnen lassen. Folgern Sie daraus, dass im Fall einer normierten Gewichtsfunktion
(dh. [;w(z)dz =1) gilt

2
w, - Ui,l'

Hierbei bezeichnet v;; die erste Komponente des zum Eigenwert x; der Jacobi-Matrix
J,, gehorigen Eigenvektors.

(4 Punkte)



