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Aufgabe 1. (Tensorprodukte von Hilbert-Rdumen)

Gegeben seien zwei reelle Hilbert-Rdume H; und Hs ausgestattet mit den Innenproduk-
ten (-,-)m, bzw. (-,-)m,. Fiir ¢ € Hy und ¢ € Hy definieren wir uns die Bilinearform
¢ : Hi Xx Hy — R durch

(¢®¢)(an) = <¢’U>H1 <¢aw>H2’ (v,w) € Hy X Hs.

Der Tensorproduktraum H; ® Hs ist dann definiert als die Vervollstdndigung solcher
Bilinearformen beziiglich des Skalarproduktes

(1 @Y1, P2 @ Ya) iy oH, = (D1, P2) i, (Y1, Y2) 1, -

Seien {¢;}ien und {1} en jeweils Orthonormalbasen von Hy und Hj. Zeigen Sie, dass
{¢i ® ¥j}ijen eine Orthonormalbasis, also ein vollstdndiges Orthonormalsystem, von
H; ® Hy bilden.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Orthonormalbasen von Hilbert-Réumen)

Wir betrachten zwei separable Massrdume (21, %1, P1) und (g, X2, P») mit ; C R”
und Q2 C R™. Wie wir wissen, sind die Raume L%I(Ql) und L%(Qg) separable
Hilbert-Réume. Seien {¢;(x)}ien und {¢;(y)}jen die Orthonormalbasen von L3 (€1)
und L%% (Q2). Zeigen Sie, dass {¢;(x)1;(y)} eine Orthonormalbasis von L%;1®P2 (Q1 xQ9)
bilden.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. (Identifizierung von Tensorproduktriaumen)

Weisen Sie mit Hilfe der vorangegangenen Aufgaben nach, dass die Rdume L%;l op, (§21 X
Q) und L%;l(Ql) ® L%;Q (Q2) isometrisch isomorph sind.

(4 Punkte)



Aufgabe 4. (universelle Eigenschaft von Tensorprodukten)

Das Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen iiber demselben Grundkérper kann bis auf
Isomorphie eindeutig charakterisiert werden durch die universelle Eigenschaft. Im Falle
von reellen Hilbert-Réumen H;, Hs besagt diese, dass es eine schwache Hilbert-Schmidt-
Abbildung p : Hi Xx Hy — H; ® Hs gibt, so dass zu jeder bilinearen, beschrinkten
Abbildung h : H; x Ho — R genau eine lineare, beschrinkte Abbildung ¢ : H; ® Ho — R
existiert mit h = gop. Weisen Sie die universelle Eigenschaft fiir das Tensorprodukt von
zwei Hilbert-Raumen nach.

Hinweis. Eine beschrinkte und bilineare Abbildung p : Hy x Hy — H; ® Hs heisst
schwache Hilbert-Schmidt-Abbildung, falls fiir alle h € H; ® Hs die Abbildung pj, :
H, x Hy — R mit pp(x1,22) := (p(x1,22), h) i, 0m, ein Hilbert-Schmidt-Funktional ist,
das ist eine bilineare, beschrinkte Abbildung, so dass fiir Orthonormalbasen {¢; };cr von
Hi und {9;}jes von Hy gilt

SN pu(¢i,5)? < oo

icl jeJ

(4 Punkte)



