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Beilage zur Serie 1

LR-Zerlegung

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems
Ax = b, AeR"™ beR"
kann der Gauss-Algorithmus benutzt werden. Dazu

1. wird die LR-Zerlegung A = LR der Matrix A berechnet. Dabei ist L eine
untere linke Dreiecksmatrix mit 1 auf der Hauptdiagonalen und R eine obere
rechte Dreiecksmatrix.

2. wird das Gleichungssystem Ly = b nach y gelost (Vorwéartssubstitution).

3. wird das Gleichungssystem Rx =y nach x gelost (Riickwértssubstitution).
Der Aufwand fiir den Gauss-Algorithmus ist etwa n3/3 Multiplikationen.

Fiir Bandmatrizen kann der Algorithmus effizient implementiert werden. Fiir p, q €
N ist eine Matrix A eine Bandmatrix mit oberer Bandbreite p und unterer Bandbreite
q, falls gilt:

a;; =0fiiri+p<joderj+qg<i

Neben der Haupptdiagonale sind also nur die p oberen und die ¢ unteren Nebendia-
gonalen besetzt. Die restlichen Eintriage sind allesamt 0. Solche Matrizen entstehen
haufig bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen.

Der Algorithmus fiir die LR-Zerlegung einer Bandmatrix ist in Pseudocode angege-
ben als:

L=E
R=A
for k=1ton—1do
for i = k4 1 to min(n,k + ¢) do
Lo = 2t
? Tk,k
for j = k to min(n, k + p) do
Tig = Tij — likTh;
end for
end for

end for

Nachdem nun die LR-Zerlegung bestimmt wurde, 160st man in der Vorwartssubsti-
tution das Gleichungssystem
Ly =b.



Ausgeschrieben hat es die Form

by = b (1)
bayr + by = by (2)
iy + oy + l3sys = b (3)
ln,lyl + ln,2y2 + ln,3y3 + ... + lmnyn = bn (n)
Die Gleichungen (1) bis (n) konnen nacheinander jeweils nach v, ..., y, aufgelost

werden und das ergibt

Y1 = 11’17
1
Y2 = o (by — l2,1yl) )
2,2
1
Yys = l_(b3 — (3191 + 13,23/2))7
3,3

n—1
1
= — | b, — l, .
, l( > y>

Zusammenfassend, lautet der Pseudocode dazu also:

ylzbl/ng
for:=2,3,...,ndo

1 i1
Vi= - (bi - gi,kyk)
i =1

end for
Analog ergibt sich fiir die Riickwértssubstitution, in der das Gleichungssystem

gelost wird,

wobei zuerst x,, berechnet wird, dann z,,_;, und so weiter bis x; ausgerechnet ist.
Indem die Bandstruktur der Matrix A beriicksichtigt wird, ldsst sich sowohl die
Vorwirts- als auch die Riickwartssubstitution effizienter implementieren, so dass wir
fiir den Gauss-Algorithmus fiir Bandmatrizen einen Aufwand von ungefahr n(pq +
p + q) Multiplikationen erhalten.



Permutationsmatrizen

Eine Permutation m ist eine bijektive Abbildung 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Das
heisst, sie permutiert ("mischt") die Zahlen {1,...,n}. Eine hdufig benutzte Dar-
stellung einer Permutation ist die Zweizeilenform:

(1 - n
) e wm)
In der oberen Zeile stehen die Zahlen von 1 bis n und fiir jede Zahl j € {1,...,n}
steht darunter der Funktionswert 7 (7).
Die einer Permutation zugehdrigen Permutationsmatriz P, ist nun die (n X n) —

Matrix, welche jeweils eine 1 in der j-ten Spalte und der 7(j)-ten Zeile besitzt und
Nullen iiberall sonst (d.h. Pre; = e,(;)). Diese Matrizen haben die Eigenschaften:

1. PP, = P,., , fiir zwei Permutationen 7 und o;
2. P =P, = Pl also P, Pl = E (Orthogonalitit);

3. det(P,) =signm = £1.

Beispiel. P, = (1 0 0] ist die zur Permutation 7 = ( > zugehorige
0 1 0 231

Permutationsmatrix.

Eine weitere gingige Darstellung von Permutationen ist die Zyklenschreibweise. Da-
bei wird genutzt, dass jede Permutation sich eindeutig (bis auf Reihenfolge) als
Produkt disjunkter Zyklen darstellen ldsst. Der Zyklus einer Zahl a € {1,...,n} ist
(a w(a) 7*(a) ... 7w (a) ) und hat Linge [, € N, wobei [, die kleinste natiir-
liche Zahl ist, die 7' (a) = a erfiillt. Beachte dabei: Es gilt auch Pke, = e, fiir
ke{l,....l.}.

Das Signum einer Permutation (und damit die Determinante der zugehorigen Per-
mutationsmatrix, siche Punkt 3 oben) ist bestimmt durch die Anzahl der Zyklen
mit gerader Lénge: Hat eine Permutation k Zyklen mit gerader Lange, so ist das
Signum der Permutation (—1)*.

g ?, g lautet die Zyklenschreib-

s Signum dieser Permutation ist in

Beispiel. Fiir die Permutation 7 =

weise m = (1)(246)(35) = (24 6)(
diesem Fall —1.

12 3
145
35). Da

Allgemeine Informationen zum Praktikum befinden sich auf der Webseite
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