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In diesem Projekt werden wir uns mit drei Anwendungen von Differentialgleichungen in
biologischen Settings befassen.

Exponentielles Wachstum

Ein einfaches biologisches Beispiel für eine Differentialgleichung ist exponentielles Wachstum
(oder exponentieller Zerfall, wenn k < 0 gewählt wird). Diese kann verwendet werden, um
z.B. das Wachstum von Bakterienkulturen (oder der Zerfall von radioaktivem Material) zu
berechnen. Da die analytische Lösung für diese Differentialgleichung bekannt ist, werden wir
sie in Aufgabe 4 verwenden, um die Fehlerrate der numerischen Verfahren zu bestimmen.

Wachstum vom Bakterienkulturen

Die Grösse y(t) einer Bakterienkultur mit exponentiellem Wachstum ist für t ∈ [t0, T ]

gegeben durch

y
′
= ky, y(t0) = y0

mit k > 0. Diese Differentialgleichung hat die analytische Lösung

y(t) = y0e
k(t−t0).

Räuber-Beute-Modell von Lotka-Volterra

Ein etwas interessanteres Problem besteht darin, die Populationsgrössen von Beutetieren und
Raubtieren zu simulieren. Hierbei gehen wir davon aus, dass sich die Raubtiere (z.B. Wölfe)
ausschliesslich von den jeweiligen Beutetieren (z.B. Hasen) ernähren.

Räuber-Beute-Modell

Seien y1(t) bzw. y2(t) die Population von Beutetieren bzw. Raubtieren zum Zeitpunkt
t ∈ [t0, T ] und � die Reproduktionsrate der Beutetiere. Dann erhalten wir die Differential-
gleichung

y
′
=
[

y′
1

y′
2]

=
[

�y1(1 − y2)

y2(y1 − 1) ]
, � > 0,

y(t0) = y0.

Epidemiologisches Infektionsmodell

In der mathematischen Epidemiologie können die Übertragungen von Krankheiten durch
sogenannte Kompartments-Modelle simuliert werden. Wir betrachten hier das “SEIRS”-
Modell, wofür die Bevölkerung in vier Gruppen geteilt wird: Susceptibles (S), Exposed (E),
Infected (I ) und Recovered (R). Die Gesamtbevölkerung hat somit die GrösseN = S+E+I +R.
Die Beziehungen zwischen den Gruppen sind durch das nachfolgende Schema gegeben:
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Hier bezeichnet � die Geburtenrate und � die Todesrate der Bevölkerung. Gehen wir von
einer stabilen Bevölkerungzahl aus, so gilt � = �. Weiter bezeichnet � die Kontaktrate, �
die Latenz der Infektion, 
 die Regenerationsrate, ! die Rate zu welcher die Immunisierung
wieder abklingt, und � die Todesrate aufgrund der Infektion. Es gilt N0 = S0 + E0 + I0 + R0.

SEIRS-Modell

Für das SEIRS-Modell, welches durch die obengenannten Parameter gegeben ist, erhalten wir
für t ∈ [t0, T ] die Differentialgleichungen

S
′
= �N0 − �IS/N + !R − �S, S(t0) = S0,

E
′
= �IS/N − �E − �E, E(t0) = E0,

I
′
= �E − 
I − (� + �)I , I (t0) = I0,

R
′
= 
I − !R − �R, R(t0) = R0.

Dabei können wir wie vorher y′ = [S′, E′, I ′, R′]T und entsprechend y(t0) = y0 setzen.

Bemerkung:Weitere Informationen zum SEIRS-Modell können im Artikel The SEIRS model
for infectious disease dynamics von Bjørnstad et al. (2020) nachgelesen werden.

Numerische Verfahren

Numerische Verfahren zur Lösung von Differentialgleichungen berechnen iterativ die Lösung
y(i+1) zum Zeitpunkt t(i+1) anhand der vorherigen Lösung y(i) zum Zeitpunkt t(i). Das wohl
einfachste Verfahren für die numerische Lösung von Differentialgleichungen ist das explizite
Euler-Verfahren. Dieses hat Konsistenzordnung 1, der Fehler verhält sich also wie O(�t).

Explizites Euler-Verfahren

Für das Euler-Verfahren wird die Zeitableitung formuliert gemäss

lim
�t→0

y(t + �t) − y(t)

�t
= y

′
(t) = f (y(t)).

Das explizite Euler-Verfahren entsteht nun, wenn die Zeitschrittweite �t > 0 als konstante,
kleine Zahl fixiert wird und alle bekannten Einträge auf die rechte Seite gebracht werden:

y
(i+1)

= y
(i)
+ �t y

′
(t

(i)
),

t
(i+1)

= t
(i)
+ �t.

(1)

Dabei setzen wir

y
(0)

= y0,

t
(0)

= t0.
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Eine andere Methode, Lösungen für Differentialgleichungen zu approximieren, bieten die
Runge-Kutta-Verfahren. Generell kann man Runge-Kutta-Verfahren als eine Familie von
Methoden beschreiben, welche mit einer Schrittweite �t, Stufenzahl m, den Inkrementen kl
und den Gewichten 
l, l = 1, … ,m, die Differentialgleichung mittels einer Quadraturregel
der folgenden Form approximieren:

y
(i+1)

= y
(i)
+ �t

m

∑

l=1


lkl.

Das Verfahren hat dann im allgemeinen die Konsistenzordnung m, der Fehler verhält sich
also wie O((�t)

m
). Wir betrachten erst ein Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung (also

m = 2), welches Verfahren von Heun genannt wird.

Heun-Verfahren

Für das Verfahren von Heun setzen wir konsequent y′(t(i)) = f (y(i)). Wir definieren nun
k1 = y′ (i) und k2 als die Steigung nach einem Schritt des expliziten Euler-Verfahrens. Wir
wählen 
1 = 
2 = 0.5 und erhalten somit die Approximation von y(i+1) mit den Formeln

k1 = y
′
(t

(i)
) = f (y

(i)
),

k2 = f (y
(i)
+ �t ⋅ k1),

y
(i+1)

= y
(i)
+ 0.5 �t ⋅ (k1 + k2),

t
(i+1)

= t
(i)
+ �t.

(2)

Das Verfahren von Heun kann man durch eine Anpassung des Zeitschrittes während der
Simulation verbessern. Ein grösserer Zeitschritt kann zwar eine geringere Genauigkeit be-
deuten, aber insgesamt reduziert sich der Rechenaufwand. Wir werden hier ein adaptives
Zeitschrittverfahren für das Verfahren von Heun implementieren. Hierfür setzen wir wieder
konsequent y′(t(i)) = f (y(i)).

Adaptives Runge-Kutta-Verfahren: RKF2(3)

Wir betrachten ein adaptives RKF2(3)-Verfahren mit folgenden Zwischenschritten:

k1 = f (y
(i)
),

k2 = f (y
(i)
+ �t ⋅ k1),

k3 = f (y
(i)
+ �t/4 ⋅ k1 + �t/4 ⋅ k2).

Wir verwenden folgende Gewichte 
l für das Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung:

(
1, 
2, 
3) = (0.5, 0.5, 0) (Gewichte des Verfahrens zur Lösungsapproximation).

Mit dieser Wahl der Gewichte erhalten wir wieder das Verfahren von Heun. Die Simpson-
Regel, welche als Kontrollverfahren benutzt wird, verwendet dieselben Zwischenschritte kl
wie oben angegeben, aber folgende Gewichte:

(
̂1, 
̂2, 
̂3) = (1/6, 1/6, 4/6) (Gewichte für das Kontrollverfahren).

In unserem Fall ergibt sich demnach die folgende Iterationsvorschrift:

y
(i+1)

= y
(i)
+ 0.5 �t ⋅ (k1 + k2),

ŷ
(i+1)

= y
(i)
+
1

6
�t ⋅ k1 +

1

6
�t ⋅ k2 +

4

6
�t ⋅ k3.

(3)

Wenn der Unterschied zwischen den Werten y(i+1) und ŷ(i+1) in (3) zu gross ist, muss der
Zeitschritt �t verkleinert werden.
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Das adaptive RKF2(3)-Verfahren mit Schrittweitensteuerung führt auf folgenden Algorith-
mus:

Algorithmus RKF2(3)
Input: function handle f , Anfangszeit t0, Endzeit T , Startwert y0, Anfangsschrittweite �t,

gewünschte Genauigkeit �
Output: Approximationen {yi}, ausgewertete Zeitpunkte {ti}

setze � ∶= 0.8 und � ∶= �

for i = 0, 1, 2, … do
repeat

setze �t ∶= � (
�
�)

1/3
�t

berechne k1, k2 und k3
setze � ∶= �t‖(
1 − 
̂1) ⋅ k1 + (
2 − 
̂2) ⋅ k2 + (
3 − 
̂3) ⋅ k3‖

until � ≤ �

berechne y(i+1) aus Gleichung (3)
berechne t i+1 = t i + �t

end for

Die Genauigkeit ist nun nicht mehr durch die Anfangsschrittweite �t gegeben, sondern wird
von dem gewählten � bestimmt.

Aufgaben

Aufgabe 1 (Implementation von Euler).

Vervollständigen Sie die in denVorlagen gegebene Funktion [y,t] = verfEuler(f , t0, T , �t, y0),
um das explizite Euler-Verfahren zu implementieren. Verwenden Sie hierfür die folgenden
Eingaben: f (y) = y′(t) als function handle, der Startzeitpunkt t0, der Endzeitpunkt T , die
Schrittweite �t, sowie der Startwert y0.
Die Funktion soll das explizite Euler-Verfahren vom Zeitpunkt t0 bis zum Zeitpunkt T mit
Zeitschrittweite �t ausführen. Die Ausgabe besteht aus einer Matrix y, welche in jeder Spalte
die Lösung y(i) der Differentialgleichung für t(i) enthält, und dem zugehörigen Vektor t,
welcher alle t(i) auflistet.

Aufgabe 2 (Anwendung auf Räuber-Beute-Modell).

Benutzen Sie Ihre Funktion verfEuler aus Aufgabe 1, um das Räuber-Beute-Modell mit dem
Matlab-Skript mainA2 approximativ zu lösen. Wählen Sie hierfür � = 10, t0 = 0, T = 5,
y0 = [3, 1]T und �t = 0.01.
Definieren Sie erst die Funktion y′(t(i)) = f (y(t(i)) als function handle mit dem gegebenen �,
und wenden Sie dann das explizite Euler-Verfahren darauf an. Plotten Sie jeweils y1 und y2

gegen t und markieren Sie ebenfalls die vom Verfahren benutzten Stellen (t(i), 0).

Aufgabe 3 (Implementation von Heun und Anwendung auf Räuber-Beute-Modell).

Vervollständigen Sie die in denVorlagen gegebene Funktion [y,t] = verfHeun(f , t0, T , �t, y0),
um das Verfahren von Heun zu implementieren. Diese Funktion erhält dieselben Eingabewerte
wie die Funktion verfEuler aus Aufgabe 1.
Die Funktion soll das Verfahren von Heun vom Zeitpunkt t0 bis zum Zeitpunkt T mit Zeit-
schrittweite�t ausführen. Analog zu Aufgabe 1 besteht die Ausgabe aus einer Matrix y, welche
in jeder Spalte die Lösung y(i) der Differentialgleichung für t(i) enthält, und dem zugehörigen
Vektor t, welcher alle t(i) auflistet.
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Verwenden Sie dann das Matlab-Skript mainA3, um das Räuber-Beute-Modell approximativ
zu lösen. Verwenden Sie dieselben Parameter wie für Aufgabe 2, und plotten Sie ebenfalls
jeweils y1 und y2 gegen t, sowie die vom Verfahren benutzten Stellen (t(i), 0).

Aufgabe 4 (Konvergenz der Verfahren).

Wenden Sie die beiden Algorithmen verfEuler aus der Aufgabe 1 und verfHeun aus der
Aufgabe 3 im Matlab-Skript mainA4 auf die Differentialgleichung für das exponentielle
Wachstum von Bakterienkulturen an. Wählen Sie hierbei k = 0.3, t0 = 0, T = 2 und y0 = 20.
Berechnen Sie die numerische Lösung für �t = 20, 2−1, 2−2, … , 2−20. Plotten Sie den Fehler
zwischen der numerischen Lösung und der analytischen Lösung in einem log-log-Plot gegen
die Schrittweite �t, sowie die lineare und quadratische Konvergenzrate in denselben Plot.
Was fällt Ihnen auf ?

Aufgabe 5 (Implementation von RKF2(3) und Anwendung auf Räuber-Beute-Modell).

Implementieren Sie das adaptive RKF2(3)-Verfahren mit Schrittweitensteuerung, indem Sie
die Funktion [y,t] = verfRKF23(f , t0, T , �t, y0, �) vervollständigen. Wie in den Algorith-
men verfEuler und verHeun zuvor bestehen die Eingaben aus f (y) = y′(t) als function handle,
dem Startzeitpunkt t0, dem Endzeitpunkt T , der Schrittweite �t und dem Startwert y0. Diese
werden nun aber durch die gewünschte Genauigkeit � ergänzt.
Die Funktion soll das RKF2(3)-Verfahren mit Schrittweitensteuerung vom Zeitpunkt t0 bis
zum Zeitpunkt T und Genauigkeit � ausführen. Wie zuvor besteht die Ausgabe aus einer
Matrix y, welche in jeder Spalte die Lösung y(i) der Differentialgleichung für t(i) enthält, und
dem zugehörigen Vektor t, welcher alle t(i) auflistet.
Vervollständigen Sie ausserdem das Matlab-Skript mainA5, um den Algorithmus verfRKF23
auf das Räuber-Beute-Modell anzuwenden. Wählen Sie hierfür dieselben Parameter wie zuvor
in Aufgaben 2 und 3, sowie � = 10−3. Plotten Sie das Ergebnis analog zu den Aufgaben 2 und
3, um es mit diesen zu vergleichen. Was fällt Ihnen auf ?

Aufgabe 6 (Fehlerverhalten von RKF2(3)).

Wenden Sie nun RKF2(3) auf die Differentialgleichung für das exponentielle Wachstum von
Bakterienkulturen an, indem Sie das Matlab-Skript mainA6 vervollständigen. Verwenden Sie
hierfür wie in Aufgabe 4 t0 = 0, T = 2 und y0 = 20. Wählen Sie ausserdem einmal �t = 1

und einmal �t = 0.01, sowie � = 10−1, 10−2, … , 10−9. Plotten Sie den Fehler zwischen der
numerischen und der analytischen Lösung, und führen Sie das numerische Experiment mit
verschiedenen Anfangs-Schrittweiten �t durch. Was fällt Ihnen auf ?

Aufgabe 7 (Anwendung von RKF2(3) auf SEIRS).

Wir möchten nun das RKF2(3)-Verfahren auf das SEIRS-Modell anwenden. Vervollständigen
Sie hierfür erst die Funktion y = systSEIRS(y, N0, �, �, �, �, �, 
 , !), welche das System der
Differentialgleichungen aufstellt und somit die Ableitung y′(t) = [S′(t), E′(t), I ′(t), R′(t)]T

für ein fixes t berechnet. Die Eingaben bestehen hier aus y = [S, E, I , R]T als 4×1-Vektor,
der initialen Populationsgrösse N0, sowie den skalarwertigen Parametern des SEIRS-Modells:
der Geburtenrate � , der Todesrate �, der Kontaktrate �, der Latenz der Infektion �, der
infektionsbezogenen Todesrate �, der Regenerationsrate 
 und der Rate !, mit welcher die
Immunisierung abklingt. Die Ausgabe ist wiederum ein 4×1-Vektor y′ = [S′, E′, I ′, R′]T.
Verwenden Sie dann die Funktion systSEIRS im Matlab-Skript mainA7, um das RKF2(3)-
Verfahren auf das epidemiologische SEIRS-Modell anzuwenden. Definieren Sie hierfür eine
Funktion f (y) als function handle, welche die Matlab-Funktion systSEIRS zu den gegebenen
ParameternN0, � , �, �,�,�, 
 und! auswertet und nur noch von der Eingabe y = [S, E, I , R]T
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abhängt. Übergeben Sie dieses f (y) dann der Matlab-Funktion verfRKF23 zusammen mit
den restlichen Eingaben.
Lösen Sie das SEIRS-Modell vomZeitpunkt t0 = 0 bis zumZeitpunkt T = 120.Wir betrachen
die Population von 1Mio, von welcher eine Person infiziert ist, sprich y0 = [999999, 0, 1, 0]T.
Die epidemiologischen Parameter können Sie der untenstehenden Tabelle entnehmen. Weiter
setzen wir die Start-Schrittweite �t = 1 und die Genauigkeit � = 10−6.

Parameter � � � � � 
 !

Wert 0.001 0.001 6 4 0 2 0.08

Plotten Sie jeweils S,E, I undR gegen t mit der inMatlab integrierten Funktion area(t.',y.')

und interpretieren Sie die Resultate. Berechnen Sie die numerische Lösung nochmals, wobei
Sie diesmal � = 0.005 wählen. Was fällt Ihnen auf ? Setzen Sie nun in beiden Varianten
T = 12 000 und beschreiben Sie Ihre Erkenntnisse. Was passiert, wenn Sie ! = 0 setzen?
Hinweis: Die Einheit der Variable t beträgt hier Monate. Sie berechnen somit den Verlauf der
epidemiologischen Infektion über den Zeitraum von 10 bzw. 1 000 Jahren. Zur übersichtliche-
ren Darstellung können Sie den Vektor t entsprechend skalieren. Wir empfehlen ausserdem,
den resultierenden Plot mit dem Befehl axis([xmin, xmax, ymin, ymax]) einzuschränken.

Aufgabe 8 (SEIRS-Modell mit Saisonalität).

Viele Infektionskrankheiten folgen einem saisonalen Verlauf. Wir wollen nun entsprechend
Saisonalität in das SEIRS-Modell einbauen. Wir tun dies, indem neu der Parameter � im
SEIRS-Modell von t abhängt. Somit muss das f , welches wir als function handle dem SEIRS-
System eingeben, neu ein variables � erlauben.
Nehmen Sie dasMatlab-Template verfRKF23_adapt und kopieren Sie Ihre Funktion verfRKF23

hinein. Adaptieren Sie nun verfRKF23_adapt, sodass Sie jedem f nicht nur ein y(i) sondern
auch ein t(i) eingeben. Verwenden Sie diese Funktion nun im Matlab-Skript mainA8, um
das SEIRS-Modell mit Saisonalität zu lösen. Definieren Sie hierfür den Parameter � neu als
function handle und setzen Sie

�(t) = 3 sin
(

�

6
t
)
+ 3,

um eine den Jahreszeiten folgende Saisonalität zu simulieren. Auf dieses greifen Sie neu im
function handle f (y, t) zu. Setzen Sie weiter t0 = 0, T = 240, � = 10−6, und wählen Sie y0
sowie die weiteren epidemiologischen Parameter gleich wie in Aufgabe 7. Plotten Sie das
Ergebnis analog zu Aufgabe 7 und ziehen Sie den Plot zur schöneren Darstellung etwas in
die Breite. Was fällt Ihnen auf ? Setzen Sie nun ! = 0.01 und T = 1′200. Plotten Sie dieses
Ergebnis und beschreiben Sie Ihre Erkenntnisse.

Abgabe. Als Abgabe soll ein Bericht in Form eines einzigen PDF-Dokumentes erstellt werden.
In dieser PDF-Datei sollen enthalten sein:

• Plots aus den Aufgaben 2, 3, 4, 5, 6, 7 und 8,

• Antworten auf die Fragen zu den Aufgaben 4, 5, 6, 7 und 8, und

• den zur Lösung der Aufgaben erstellten Matlab-Code, d.h. die Funktionen verfEuler,
verfHeun, verfRKF23, systSEIRS und verfRKF23_adapt, sowie die Skripte mainA2, mainA3,
mainA4, mainA5, mainA6, mainA7 und mainA8.

Es wurde eine mit LATEXverfasste Musterabgabe für den Bericht in den Zusatzmaterialien
bereitgestellt. In der tex-Datei wird unter anderem vorgeführt, wie Sie die Plots und Ihren
Matlab-Code in eine mit LATEX erstellte PDF-Datei einfügen können.
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