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Aufgabe 1 (Quadratische Spline-Interpolation).

Auf dem Intervall [0, 4] sei durch

s(x) =

5

∑

j=−1

cjB2(x − j)

ein 4-periodischer (also c−1 = c3, c0 = c4, c1 = c5), quadratischer Spline gegeben zum Gitter
� = {1/2, 3/2, 5/2, 7/2}. Stellen Sie das Gleichungssystem für die Koeffizienten dieses Splines
auf, damit er gegebene Daten yk, k ∈ {0, 1, 2, 3},

(a) in den Stützstellen (k + 1/2, yk) interpoliert bzw.

(b) in den Stützstellen (k, yk) interpoliert.

Zeigen Sie, dass im ersten Fall die resultierende Systemmatrix singulär wird.

Aufgabe 2 (Fehler numerischer Integration).

Betrachten Sie das Integral

∫

2

1

1

3 − x
dx.

(a) Bestimmen Sie eine Approximation an das Integral mittels der Trapezregel und der
Simpson-Regel. Berechnen Sie den exakten Wert des Integrals.

(b) Auf dem Intervall (a, b) sei die zusammengesetzte Trapezregel gegeben als

TN [f ] =
ℎ

2
f (x0) + ℎ

N−1

∑

k=1

f (xk) +
ℎ

2
f (xN ),

mit ℎ = b−a
N

und xk = a + kℎ für k = 0, 1, … , N . Bestimmen Sie eine Approximation
an das Integral mittels der zusammengesetzten Trapezregel über N = 4 Teilintervalle.
Schätzen Sie den Fehler mithilfe von Satz 6.1 ab.

Aufgabe⋆ 3 (Korrigierte Trapezregel). Für eine Funktion f ∈ C1([a, b]) ist die korrigierte
Trapezregel gegeben durch

Q[f ] ∶=
b − a

2
(f (a) + f (b)) +

(b − a)2

12
(f

′
(a) − f

′
(b)).

Welchen Exaktheitsgrad besitzt die korrigierte Trapezregel? Wie sieht die zugehörige korri-
gierte Trapezsumme aus?

Aufgabe⋆ 4 (Hierarchische Basis).



Basis VL Basis HL

Sei f ∈ C2([0, 1]) eine Funktion mit f (0) = f (1) = 0. Zu � ∈ N und zugehörigem Index
i ∈ {1, 2, … , 2� − 1} sei ℎ� ∶= 2−�, x�,i ∶= iℎ� ∈ (0, 1), �� ∶= {x�,i∶ i = 1, … , 2� − 1} und

��,i(x) ∶=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

x−x�,i−1
ℎ�

, x ∈ (x�,i−1, x�,i],
x�,i+1−x

ℎ�
, x ∈ (x�,i, x�,i+1],

0, sonst.

Dann ist VL ∶= {�L,i∶ i = 1, … , 2L − 1} eine Basis von S1(�L).

(a) Zeigen Sie:

HL ∶= {��,i∶ � = 1,… , L, i = 1, … , 2
�
− 1, i ungerade}

ist ebenfalls eine Basis von S1(�L).

(b) Rechnen Sie mittels vollständiger Induktion nach, dass jeder Koeffizient ��,i der Interpo-
lierenden in der Basis HL

s(x) =

L

∑

�=1

2�−1

∑

i=1
i unger.

��,i ��,i(x) ∈ S1(�L),

dargestellt werden kann als

��,i = f (x�,i) −
f (x�−1,(i−1)/2) + f (x�−1,(i+1)/2)

2
.

(c) Rechnen Sie nach, dass für die Koeffizienten ��,i folgende Abschätzung gilt:

|��+1,2i+1| ≤
ℎ2�

2
max

�∈[x�,i,x�,i+1]
|f

′′
(�)| ≤

ℎ2�

2
max
�∈[0,1]

|f
′′
(�)|.

Programmieraufgabe 5 (Quadratur).

Das MATLAB-Livescript mit der Aufgabenstellung finden Sie auf der Webseite der Vorlesung.
Bitte reichen Sie Ihre Lösung der Programmieraufgabe als komplettiertes MATLAB-Livescript
via ADAM ein, wobei Sie dem Dateinamen Ihren Namen hinzufügen. Zusätzlich heften Sie
bitte der Theorieabgabe einen Ausdruck der exportierten pdf-Datei an.


