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Aufgabe 1 (Fixpunktiteration).

Gesucht sei eine Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems

2x + y = 1 + x
2
,

x + 2y = 1 + y
2
.

(a) Zeigen Sie, dass das jeder Fixpunkt der Abbildung

�
([

x

y])
∶=

[

1 +
√
y

1 +
√
x]

auch eine Lösung des Gleichungssystems ist.

(b) Betrachten Sie den Startwert (x0, y0)ᵀ = (3, 2)ᵀ. Nähern Sie eine Lösung des Glei-
chungssystems mit der Fixpunktiteration1

[

xk+1
yk+1]

∶= �
([

xk
yk])

auf zwei Nachkommastellen genau an. Sie sollten
[

2.618

2.617]
als Lösung erhalten.

Aufgabe 2 (Normalengleichung).

Seien die Messwerte

i 0 1 2 3 4
xi 0 �/2 � 3�/2 2�

yi 4 2 1 3 1/2

gegeben. Zeigen Sie für die Funktionen

(a) p1(x) = ax + b ,

(b) p2(x) = c cos(x) + d sin(x),

dass die Koeffizienten a = − 6
5�
, b = 33

10
, c = 7

6
, d = −1

2
die jeweilige Summe der Fehlerqua-

drate
4

∑

i=0

(pj(xi) − yi)
2
, j = 1, 2,

minimieren. Lösen Sie dazu in beiden Fällen die Normalengleichung.

1Sie dürfen annehmen, dass � eine kontrahierende Selbstabbildung auf [2, 4]2 ist.



Aufgabe⋆ 3 (Konvergenz und Exaktheitsgrad).

Auf dem Intervall I = [0, 1] sei eine Quadraturformel

Q[f ] ∶=

m

∑

j=1

wjf (tj)

mit Knoten (tj) und Gewichten (wj) sowie mit Exaktheitsgrad q gegeben. Wir definieren
dann für ℎ = 1

N
und xk = kℎ die zusammengesetzte Quadraturformel

QN [f ] ∶= ℎ

N−1

∑

k=0

m

∑

j=1

wjf (xk + ℎtj).

(a) Zeigen Sie, dass

I [f ] = ∫

1

0

f (x) dx = ℎ

N−1

∑

k=0

∫

1

0

f (xk + tℎ) dt.

(b) Sei nun f ∈ Cq+1([0, 1]). Mit dem Satz von Taylor gilt dann

f (xk + �) = pk(�) + �
q+1

rk(�),

wobei pk(�) ein Polynom vom Grad q und rk(�) beschränkt ist. Schliessen Sie, dass
QN [f ] mit der Ordnung s = q + 1 gegen I [f ] konvergiert.

Aufgabe⋆ 4 (Tschebyscheff-Polynome).

(a) Berechnen Sie aus T0(x) ∶= 1 und T1(x) ∶= x mit Hilfe der Drei-Term-Rekursion

Tk(x) ∶= 2xTk−1(x) − Tk−2(x) für k ≥ 2

die sogenannten Tschebyscheff-Polynome Tk für k = 0,… , 5.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Additionstheoreme für Sinus und Cosinus, dass sich die
Tschebyscheff-Polynome explizit als

Tk(x) = cos (k arccos(x))

angeben lassen.

(c) Zeigen Sie mittels der Darstellung Tk(x) = cos (k arccos(x)):

∫

1

−1

1
√
1 − x2

Tk(x) T�(x) dx =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0 für k ≠ �
�
2

für k = � ≠ 0

� für k = � = 0.

Programmieraufgabe 5 (Lineares Ausgleichsproblem).

Das MATLAB-Livescript mit der Aufgabenstellung finden Sie auf der Webseite der Vorlesung.
Bitte reichen Sie Ihre Lösung der Programmieraufgabe als komplettiertes MATLAB-Livescript
via ADAM ein, wobei Sie dem Dateinamen Ihren Namen hinzufügen. Zusätzlich heften Sie
bitte der Theorieabgabe einen Ausdruck der exportierten pdf-Datei an.


