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Aufgabe 1 (Landau-Symbole).

Seien f und g Funktionen. Man sagt, dass f für x → a gegenüber g asymptotisch vernachläs-
sigbar ist, f = o(g), falls

lim
x→a

f (x)
g(x)

= 0.

Ausserdem heisst f für x → a asymptotisch durch g beschränkt, f = O(g), falls

lim sup
x→a

|||
f (x)
g(x)

||| < ∞.

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:

(a) f (x) konvergiert genau dann gegen Null für x → a, wenn f (x) = o(1) für x → a gilt;

(b) ln(x) = o(x�) für x → ∞ und alle � > 0;

(c) x� − xe = O(x3) für x → 0;

(d) ex + x
ex + x2

= O(1) für x → ∞.

Aufgabe 2 (Fehlerfortpflanzung).

Wir wollen nun die Fortpflanzung von Fehlern bei der Durchführung der vier arithmetischen
Grundoperationen {+, −, ⋅, /} betrachten. Die Zahlen x und y seien mit Rundungsfehlern
�x und �y aus vorherigen Rechnungen behaftet, wobei ||

�x
x
||, ||

�y
y
|| ≪ 1 gelte. Zeigen Sie, dass

bei exakter Rechung (also ohne Rundungsfehler) für die relativen Fehler der Ergebnisse die
folgenden Aussagen gelten:

(a) ((x + �x) + (y + �y)) − (x + y)
x + y

=
x

x + y
�x
x

+
y

x + y
�y
y

(Addition)

(b) ((x + �x) − (y + �y)) − (x − y)
x − y

=
x

x − y
�x
x

−
y

x − y
�y
y

(Subtraktion)

(c) ((x + �x) ⋅ (y + �y)) − (x ⋅ y)
x ⋅ y

≈
�x
x

+
�y
y

(Multiplikation)

(d) ((x + �x)/(y + �y)) − (x/y)
x/y

≈
�x
x

−
�y
y

(Division)

Falls der relative Fehler des Ergebnisses sehr viel grösser ist, als der relative Fehler der Einga-
bedaten, so spricht man von Auslöschung. In welchen der obigen Fällen kann Auslöschung
auftreten?

Hinweis. Produkte von Rundungsfehlern, d.h. �x ⋅ �x, �x ⋅ �y und �y ⋅ �y, können Sie vernach-
lässigen.



Aufgabe⋆ 3 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Das Gram-Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren ist ein Algorithmus, der für eine endliche Menge linear un-
abhängiger Vektoren v1, … , vk ∈ Rn, mit k ≤ n, orthonormale Vektoren u1, … , uk erzeugt,
welche denselben k-dimensionalen Unterraum von Rn aufspannen wie v1, … , vk. Der Algo-
rithmus funktioniert wie folgt:
Ausgehend von u1, … , ui−1 für i ≥ 2 berechnen wir

ũi = vi −
i−1
∑
j=1

(uTj vi)uj , ui =
ũi

‖ũi‖2
.

Der erste Vektor berechnet sich aus
u1 =

v1
‖v1‖2

.

(a) Zeigen Sie, dass die erzeugten Vektoren u1, … , uk tatsächlich orthonormal sind.

(b) Gegeben seien die Vektoren

v1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
�
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, v2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
�
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, v3 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0
�

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,

wobei � > 0 so klein sei, dass 1 + �2 = 1 auf einem Computer gelte. Berechnen Sie
die orthonormalen Vektoren u1, … , u3 mithilfe des Gram-Schmidt-Algorithmus und
erklären Sie, warum dieser Algorithmus für dieses Beispiel instabil ist.

Aufgabe⋆ 4 (Binärsystem).

Das Zahlsystem zur Basis 2 wird Binärsystem genannt.

(a) Bestimmen Sie zu den folgenden Dezimalzahlen die Koeffizienten cj und dj gemäss
(1.3) im Skript:

7, 1.25, 0.703125, 666.

(b) Zeigen Sie, dass die Dezimalzahl 1
3 im Binärsystem die periodische Darstellung

0.01 = 0.010101010101010101...

besitzt.
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