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Vorwort

Diese Mitschrift kann und soll nicht ganz den Wortlaut der Vorlesung wiedergeben. Sie soll
das Nacharbeiten des Inhalts der Vorlesung erleichtern. Kapitel, die mit einem Stern mar-
kiert sind, beinhalten ergänzendes Material. Die Vorlesung orientiert sich hauptsächlich
an dem unten genannten Buch von Dietrich Braess.

Hilfreich, aber nicht notwendig, zum Verstehen der Vorlesung sind Kenntnisse aus der
Numerischen Mathematik, wie man sie beispielsweise in folgenden Büchern findet:

— M. Hanke-Bourgeois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissen-
schaftlichen Rechnens, Teubner-Verlag

— R. Schaback und H. Wendland: Numerische Mathematik, Springer-Verlag

— J. Stoer und R. Bulirsch: Numerische Mathematik I+II, Springer-Verlag

Literatur zur Vorlesung:

— D. Braess: Finite Elemente: Theorie, schnelle Löser und Anwendungen in der Elas-
tizitätstheorie, Springer-Verlag

— W. Hackbusch: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen, Teubner-
Verlag
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1. Partielle Differentialgleichungen⋆

1.1 Beispiele⋆

Potentialgleichung: Es sei Ω ⊂ R2 ein Gebiet, das ist eine offene, zusammenhängende
Menge, und Γ := ∂Ω der Rand. Der Graph der Funktion g : Γ → R beschreibe eine
Drahtschlinge, die eine Seifenhaut aufspannt. Diese Seifenhaut lässt sich als Funktion
u : Ω → R beschreiben, deren Form minimale Oberfläche besitzt:

∫

Ω

√
1 + u2x + u2y dx dy → min .

Wegen
√
1 + z = 1 + z

2
+O(z2) kann man den Integranden für kleine Werte von ux und

uy ersetzen durch

F (u) :=
1

2

∫

Ω

u2x + u2y dx dy → min .

Ist u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit u|Γ = g Lösung dieser Minimierungsaufgabe, dann folgt für
beliebiges v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) mit v|Γ = 0, dass

0 = lim
ε→0

F (u+ εv)− F (u)

ε
=

∫

Ω

uxvx + uyvy dx dy =

∫

Ω

〈∇u,∇v〉 dx. (1.1)

Für f := ∇uv liefert der Gaußsche Integralsatz die Identität

∫

Ω

∆uv dx+

∫

Ω

〈∇u,∇v〉 dx =

∫

Ω

div f dx =

∫

Γ

〈f ,n〉 dσ =

∫

Γ

v︸︷︷︸
=0

∂u

∂n
dσ = 0,

wobei ∆u = uxx + uyy den Laplace-Operator bezeichnet. Dies eingesetzt in (1.1) ergibt
für u die Bedingung

0 =

∫

Ω

∆uv dx

für alle v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) mit v|Γ = 0. Daher muss die Funktion u der Potential- oder
Laplace-Gleichung

∆u(x) = 0, x ∈ Ω (1.2)

genügen. Die Lösung zum Dirichletschen Problem der Laplace-Gleichung sieht wie folgt
aus:
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Eine einfache Lösungsformel für die Laplace-Gleichung gibt es im Fall des Kreises Ω =
{x ∈ R

2 : ‖x‖2 < 1}. Bei Einführung von Polarkoordinaten x = r cosφ, y = r sinφ
erkennt man, dass die Funktionen

rk cos(kφ), rk sin(kφ), k = 0, 1, . . .

der Potentialgleichung genügen. Entwickelt man die Randwerte in eine Fourier-Reihe

u(cosφ, sinφ) = a0 +
∞∑

k=0

{
ak cos(kφ) + bk sin(kφ)

}
,

so lässt sich die Lösung im Innern gemäß

u(x, y) = a0 +

∞∑

k=0

rk
{
ak cos(kφ) + bk sin(kφ)

}

darstellen.

Wärmeleitungsgleichung: In einem offenen, beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rd beschreibe
die Funktion u : R≥0 × Ω → R die Temperaturverteilung. Zum Zeitpunkt t = 0 liege
die Anfangsverteilung u(0,x) = u0(x) ∈ C(Ω) vor. Zusätzlich seien im Gebiet Ω die
Wärmequelle f ∈ C(R>0 × Ω) und an dessen Rand Γ = ∂Ω die Temperaturverteilung
g ∈ C

(
R>0 × Γ

)
vorgegeben.

Aus dem Erhaltungssatz folgt nun für jedes Kontrollvolumen V ⊂ Ω

∫

V

∂

∂t
u(t,x) dx

︸ ︷︷ ︸
Wärmegehalt in V

= −
∫

∂V

〈q(t,x),n(x)〉 dσ
︸ ︷︷ ︸

Wärmefluss von außen

+

∫

V

f(t,x) dx

︸ ︷︷ ︸
Wärmequelle

.

Dem Materialgesetz gemäß genügt der Wärmefluss der Beziehung

q(t,x) = −c(x)∇u(t,x)
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mit der materialabhängigen Wärmeleitkonstante c ≥ c0 > 0. Eingesetzt in den Gaußschen
Integralsatz folgt daher

−
∫

∂V

〈q(t,x),n(x)〉 dσ = −
∫

V

div q(t,x) dx =

∫

V

div
(
c(x)∇u(t,x)

)
dx.

Für die Temperaturverteilung folgt somit für alle Kontrollvolumen V die Gleichung

∫

V

{
∂

∂t
u(t,x)− div

(
c(x)∇u(t,x)

)}
dx =

∫

V

f(t,x) dx,

dies bedeutet

∂

∂t
u(t,x)− div

(
c(x)∇u(t,x)

)
= f(t,x), (t,x) ∈ R>0 × Ω.

Ist c konstant, etwa c = 1, so genügt die Temperaturverteilung u ∈ C2(R>0×Ω)∩C(R≥0×
Ω) der Gleichung

∂

∂t
u(t,x)−∆u(t,x) = f(t,x), (t,x) ∈ R≥0 × Ω (1.3)

mit dem d-dimensionalen Laplace-Operator ∆ = ∂2

∂x2
1
+ · · ·+ ∂2

∂x2
d
.

Poisson-Gleichung: Sind die Daten f und g der Wärmeleitungsgleichung nicht zeitab-
hängig, dann stellt sich für t → ∞ ein Gleichgewichtszustand ein. Dies bedeutet, es gilt
∂u/∂t = 0 und (1.3) geht über in die Poisson-Gleichung

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω. (1.4)

Diese Gleichung hat in der Elektrostatik ebenfalls eine immense Bedeutung: ist in Ω die
Ladungsdichte f : Ω → R bekannt, so genügt die Spannung u dort der Poisson-Gleichung.

Wellengleichung: Die Bewegung in einem idealen Gas wird durch drei Gesetze be-
stimmt. Wie üblich wird die Geschwindigkeit mit v, die Dichte mit ρ und der Druck mit
p bezeichnet.

1. Kontinuitätsgleichung:
∂ρ

∂t
= −ρ0 div v.

Wegen der Massenerhaltung ist die Änderung der Masse in einem Kontrollvolumen
V gleich dem Fluss durch die Oberfläche, das ist

∫
∂V
ρ〈v,n〉 dσ. Aus dem Gaußschen

Integralsatz folgt daraus die Gleichung ∂ρ/∂t = − div(ρv). Die Approximation von
ρ durch eine konstante, zeitlich unabhängige Dichte ρ0 ergibt dann die obige Glei-
chung.

2. Newtonsches Gesetz:

ρ0
∂v

∂t
= −∇p.

Der Druckgradient induziert ein Kraftfeld, das die Beschleunigung der Teilchen be-
wirkt.
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3. Zustandsgleichung:
p = c2ρ.

In idealen Gasen ist der Druck bei konstanter Temperatur proportional zur Dichte.

Aus den drei Gesetzen folgt

∂2p

∂t2
= c2

∂2ρ

∂t2
= −c2 ∂

∂t
(ρ0 div v) = −c2 div

(
ρ0
∂v

∂t

)
= c2 div(∇p) = c2∆p.

Andere Beispiele für die Wellengleichung

∂2p

∂t2
(t,x) = c2∆p(t,x), (t,x) ∈ R>0 × Ω (1.5)

ergeben sich in zwei Raumdimensionen für eine schwingende Membran oder in einer Raum-
dimension für eine schwingende Saite.

1.2 Charakterisierung⋆

Sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet und L : C2(Ω) → C(Ω) ein allgemeiner linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) +

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
u(x) + c(x)u(x), (1.6)

wobei A = [ai,j ]
d
i,j=1 ∈ [C(Ω)]d×d, b = [bi]

d
i=1 ∈ [C(Ω)]d und c ∈ C(Ω). Die zugehörige

Differentialgleichung lautet dann

(Lu)(x) = f(x), x ∈ Ω. (1.7)

Da für u ∈ C2(Ω) die zweiten Ableitungen symmetrisch sind, also ∂2u/(∂xi∂xj) =
∂2u/(∂xj∂xi), kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit ai,j = aj,i angenommen werden.
Demnach ist die Matrix A symmetrisch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Der Differen-
tialoperator −

∑d
i,j=1 ai,j∂

2/(∂xi∂xj) ist der Hauptteil von L.

Definition 1.1 Der Differentialoperator (1.6) heißt

• elliptisch in x, falls die Eigenwerte von A(x) alle positiv sind,

• parabolisch in x, falls d−1 Eigenwerte von A(x) alle positiv sind und ein Eigenwert
verschwindet, aber rang

(
[A(x),b(x)]

)
= d ist,

• hyperbolisch in x, falls d − 1 Eigenwerte von A(x) alle positiv sind und ein
Eigenwert negatives Vorzeichen besitzt.

Der Differentialoperator (1.6) heißt elliptisch/parabolisch/hyperbolisch (in Ω), falls
er elliptisch/parabolisch/hyperbolisch ist für alle x ∈ Ω. Entsprechend wird die Diffe-
rentialgleichung (1.7) elliptisch/parabolisch/hyperbolisch genannt, wenn der zugehörige
Differentialoperator diese Eigenschaft besitzt.

Beispiel 1.2 Die Potentialgleichung (1.2) und die Poisson-Gleichung (1.4) sind elliptisch,
die Wärmeleitungsgleichung (1.3) ist parabolisch, während die Wellengleichung (1.5) hy-
perbolisch ist. △
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Zusätzlich zur Differentialgleichung (1.7) müssen noch geeignete Anfangs- oder Randbe-
dingungen gefordert werden, um eine sachgemäße Aufgabenstellung zu ergeben.

Definition 1.3 Ein Problem heißt sachgemäß gestellt, wenn eine Lösung existiert,
diese eindeutig ist und stetig von den vorgegebenen Daten abhängt. Andernfalls heißt das
Problem schlecht gestellt.

Die Unterscheidung partieller Differentialgleichungen in verschiedene Typen ergäbe keinen
Sinn, wenn nicht jeder Typ grundlegend andere Eigenschaften hätte.

1. Elliptische Differentialgleichungen: Bei elliptischen Problemen werden Randbedin-
gungen vorgegeben: für gegebenes f ∈ C(Ω) und g ∈ C(Γ) suche u ∈ C2(Ω)∩C(Ω),
so dass

Lu = f in Ω, u = g auf Γ. (1.8)

Diese Randbedingungen heißen Dirichlet-Randbedingungen. In der Praxis treten oft
auch Neumann-Randbedingungen, ∂u/∂n = g auf Γ, auf. Lösungen elliptischer
Differentialgleichungen erfüllen das Maximumprinzip (siehe nächster Abschnitt).

2. Parabolische Differentialgleichungen: Parabolische Differentialgleichungen beschrei-
ben Diffusionsvorgänge. Die ausgezeichnete Koordinatenrichtung ist in der Regel
die Zeit, so dass man oftmals die Differentialgleichung auf die Form ut + Lu = f
bringen kann, wobei L ein elliptischer Differentialoperator ist. Zusätzlich werden
Anfangsrandwerte vorgegeben: für gegebenes f ∈ C(R>0 ×Ω), g ∈ C(R>0 ×Γ) und
u0 ∈ C(Ω) suche u ∈ C2(R>0 × Ω) ∩ C(R≥0 × Ω), so dass

ut + Lu = f in R>0 × Ω

u = g auf R>0 × Γ (Randbedingung)

u(0, ·) = u0 auf Ω (Anfangsbedingung)

3. Hyperbolische Differentialgleichungen: Hier ist ebenfalls eine Koordinate ausgezeich-
net, die wieder als Zeit interpretiert werden kann. Daher lässt sich die Differential-
gleichung oft schreiben als utt + Lu = f mit einem elliptischen Differentialoperator
L. Hyperbolische Gleichungen beschreiben physikalisch gesehen Schwingungsvor-
gänge. Sinnvolle Probleme erhält man mit Anfangsbedingungen: für gegebenes f ∈
C(R>0×Ω), g ∈ C(R>0×Γ) und u0, u1 ∈ C(Ω) suche u ∈ C2(R>0×Ω)∩C(R≥0×Ω),
so dass

utt + Lu = f in R>0 × Ω

u = g auf R>0 × Γ (Randbedingung)

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1 auf Ω (Anfangsbedingungen)

Wenn der Differentialoperator invariant gegenüber Bewegungen ist (also gegenüber Trans-
lation und Drehung), dann hat der elliptische Anteil L die Form

Lu = −a∆u + cu.

1.3 Maximumprinzip⋆

Bei der Analyse von Differenzenverfahren spielt das diskrete Analogon des Maximumprin-
zips eine wichtige Rolle. Deshalb betrachten wir vorab eine einfache Fassung des Prinzips.
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Dazu seien Ω ⊂ Rd stets ein beschränktes Gebiet und der elliptische Differentialoperator
von der Form

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)uxi,xj
(x). (1.9)

Satz 1.4 (Maximumprinzip) Die Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) genüge der elliptischen
Differentialgleichung Lu = f ≤ 0 in Ω. Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand Γ
an.

Beweis. (i) Wir führen den Beweis zunächst unter der stärkeren Voraussetzung f < 0.
Angenommen, es sei y ∈ Ω mit

u(y) = sup
x∈Ω

u(x) > max
x∈Γ

u(x).

Bei einer linearen Koordinatentransformation x 7→ ξ = Ux lautet der Differentialoperator
in den neuen Koordinaten

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

[
UA(x)UT

]
i,j
uξi,ξj(x),

wobei A(x) = [ai,j(x)]
d
i,j=1 die Koeffizientenmatrix ist. Wegen der Symmetrie von A(x)

können wir eine orthogonale Matrix U wählen, mit der UA(y)UT diagonal wird. Aus
der positiven Definitheit schließen wir, dass die Diagonalelemente positiv sind. Weil y
Extremalpunkt ist, gilt

∇u(y) = 0, uξi,ξi(y) ≤ 0.

Dies bedeutet

(Lu)(y) = −
d∑

i,j=1

[
UA(y)UT

]
i,j
uξi,ξj (y) ≥ 0

im Widerspruch zu (Lu)(y) = f(y) < 0.

(ii) Sei nun f ≤ 0 angenommen und es gebe ein y ∈ Ω mit u(y) > maxx∈Γ u(x). Die
Hilfsfunktion

h(x) := ‖x− y‖22 = (x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 + · · ·+ (xd − yd)
2

ist auf Γ beschränkt. Wenn δ > 0 hinreichend klein gewählt wird, nimmt also auch die
Funktion

w = u+ δh

ihr Maximum in einem Punkt z im Innern an. Wegen hxi,xj
= 2δi,j ist

(Lw)(x) = (Lu)(x) + δ(Lh)(x) = f(x)− 2δ
d∑

i=1

ai,i(x) < 0

für alle x ∈ Ω. Wie im ersten Teil des Beweises ergibt sich daraus ein Widerspruch.
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Folgerungen:

1. Minimumprinzip: Ist Lu = f ≥ 0 in Ω, so nimmt u sein Minimum auf dem Rand Γ
an.

Beweis. Man wende auf v := −u das Maximumprinzip an.

2. Vergleichsprinzip: Wenn für u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) gilt

Lu ≤ Lv in Ω, u ≤ v auf Γ,

so folgt u ≤ v in Ω.

Beweis. Für w := v− u ist nach Voraussetzung Lw = Lv−Lu ≥ 0 und auf Γ auch
w ≥ 0. Nach dem Minimumprinzip folgt infx∈Ω w(x) ≥ 0 und folglich v(x) ≥ u(x)
für alle x ∈ Ω.

3. Eindeutigkeit der Lösung: Die Lösung des Dirichlet-Problems (1.8) ist eindeutig.

Beweis. Seien u1 und u2 zwei Lösungen von (1.8), dann erfüllt v = u1 − u2 die
Gleichung

Lv = 0 in Ω, v = 0 auf Γ.

Minimum- und Maximumprinzip implizieren

0 = inf
z∈Ω

v(z) ≤ v(x) ≤ sup
z∈Ω

v(z) = 0, x ∈ Ω.

4. Stetige Abhängigkeit von den Randdaten: Die Lösung des Dirichlet-Problems (1.8)
hängt stetig von den Randdaten ab. Sind u1 und u2 Lösungen zu verschiedenen-
Randwerten, so ist

max
x∈Ω

|u1(x)− u2(x)| = max
x∈Γ

|u1(x)− u2(x)|.

Beweis. Für v := u1 − u2 ist Lv = 0. Aus dem Maximumprinzip folgt

v(x) ≤ max
z∈Γ

v(z) ≤ max
z∈Γ

|v(z)|, x ∈ Ω.

Ebenso liefert das Minimumprinzip die Aussage

v(x) ≥ min
z∈Γ

v(z) ≥ −max
z∈Γ

|v(z)|, x ∈ Ω.

Definition 1.5 Ein linearer Differentialoperator L zweiter Ordnung heißt gleichmäßig
elliptisch, wenn ein α > 0 existiert, so dass die Koeffizientenmatrix A(x) = [ai,j(x)]

d
i,j=1

der Abschätzung
ξTA(x)ξ ≥ α‖ξ‖22

für alle ξ ∈ Rd und x ∈ Ω genügt. Die Zahl α wird als Elliptizitätskonstante bezeichnet.
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5. Stetige Abhängigkeit von der rechten Seite: Der Operator L der Form (1.9) sei gleich-
mäßig elliptisch in Ω. Dann gibt es eine nur von Ω und der Elliptizitätskonstante α
abhängige Zahl c, so dass für jedes u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) gilt

|u(x)| ≤ max
z∈Γ

|u(z)|+ c sup
z∈Ω

|(Lu)(z)|, x ∈ Ω.

Beweis. Sei Ω ⊂ {x ∈ Rd : ‖x‖2 < R} und setze

w(x) = R2 −
d∑

i=1

x2i .

Im Hinblick auf wxi,xj
= −2δi,j ist offensichtlich

Lw ≥ 2α und 0 ≤ w ≤ R2 in Ω,

wobei α die Elliptizitätskonstante ist. Für

v(x) := max
z∈Γ

|u(z)|+ w(x)
1

2α
sup
z∈Ω

|(Lu)(z)|

ist nach Konstruktion Lv ≥ |Lu| in Ω und v ≥ |u| auf Γ. Das Vergleichsprinzip
liefert −v(x) ≤ u(x) ≤ v(x) für alle x ∈ Ω und wegen w ≤ R2 erhalten wir die
gewünschte Abschätzung mit c = R2/(2α).

6. Elliptische Operatoren mit Term der Ordnung 0: Für den allgemeineren Differen-
tialoperator

(Lu)(x) = c(x)u(x)−
d∑

i,j=1

ai,j(x)uxi,xj
(x) mit c(x) ≥ 0

gilt ein abgeschwächtes Maximumprinzip. Aus Lu ≤ 0 folgt

max
x∈Ω

u(x) ≤ max{0,max
x∈Γ

u(x)}.

Beweis. Ein Beweis ist nur für y ∈ Ω und u(y) = supx∈Ω u(x) > 0 erforderlich.
Dann ist (Lu)(y) − c(y)u(y) ≤ (Lu)(y) ≤ 0. Außerdem ist durch den Hauptteil
Lu− cu ein elliptischer Operator der Form (1.9) definiert. Deshalb kann der Beweis
wie für Satz 1.4 vollzogen werden.
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2. Finite-Differenzen-Verfahren⋆

2.1 Poisson-Gleichung⋆

Im folgenden wollen wir uns auf die Poisson-Gleichung beschränken. Dazu seien Ω ⊂ Rd

ein beschränktes Gebiet, f ∈ C(Ω) und g ∈ C(Γ). Gesucht ist u ∈ C2(Ω)∩C(Ω), so dass

−∆u = f in Ω, u = g auf Γ.

Definition 2.1 Eine Lösung u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) der Poisson-Gleichung ist eine klassische
Lösung. Gilt speziell f = 0, das heißt, ist ∆u = 0 in Ω, so ist u harmonisch.

Wir werden mit Lösung stets die klassische Lösung meinen. Um diese zu berechnen,
benötigen wir finite Differenzen:

Definition 2.2 Für u ∈ C(Rd) und eine Richtung 1 ≤ j ≤ d definieren wir die
Vorwärts- oder rechtsseitige Differenz durch

(∂+h
j u)(x) :=

u(x+ hej)− u(x)

h
,

die Rückwärts- oder linksseitige Differenz durch

(∂−h
j u)(x) :=

u(x)− u(x− hej)

h

und die symmetrische oder zentrale Differenz durch

(∂hj u)(x) :=
u(x+ hej)− u(x− hej)

2h
.

Lemma 2.3 Ist {x+ thej : |t| ≤ 1} ⊂ Ω und u ∈ C4(Ω), dann gilt

∂u

∂ej
(x) = (∂±h

j u)(x) +R±
1 , |R±

1 | ≤
h

2
‖u‖C2(Ω),

∂u

∂ej
(x) = (∂hj u)(x) +R2, |R2| ≤

h2

6
‖u‖C3(Ω),
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und

∂2u

∂e2j
(x) = (∂−h

j ∂+h
j u)(x) +R3

=
u(x+ hej)− 2u(x) + u(x− hej)

h2
+R3, |R3| ≤

h2

12
‖u‖C4(Ω).

Beweis. Es genügt, die Behauptung im Eindimensionalen zu beweisen. Taylor-Entwicklung
von u liefert

u(x± h) = u(x)± hu′(x) +
h2

2
u′′(ξ), ξ ∈ (x, x± h),

woraus sofort die erste Aussage folgt. Subtrahieren wir ferner

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u′′′(ξ1), ξ1 ∈ (x− h, x),

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u′′′(ξ2), ξ2 ∈ (x, x+ h),

so folgt die zweite Aussage

u(x+ h)− u(x− h) = 2hu′(x) +
h3

6

(
u′′′(ξ2) + u′′′(ξ1)

)
.

Schließlich folgt aus Addition der drei Gleichungen

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(ξ1), ξ1 ∈ (x− h, x),

−2u(x) = −2u(x),

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(ξ2), ξ2 ∈ (x, x+ h),

dass
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
= u′′(x) +

h2

24

(
u(4)(ξ1) + u(4)(ξ2)

)
.

Zur Diskretisierung wird über das Gebiet Ω ein Gitter mit Maschenweite h gelegt

Ωh :=
{
x ∈ Ω : x = hk mit k ∈ Z

d
}
,

Γh := {x ∈ Γ : ∃1 ≤ i ≤ d mit xi = hk, k ∈ Z}.

In Anlehnung an Ω = Ω∪Γ setzen wir Ωh := Ωh ∪Γh. Punkte aus Γh werden Randpunkte
genannt. Ein Gitterpunkt x ∈ Ωh, der einen Nachbarn aus Γh besitzt, heißt randnah. Alle
anderen Punkte aus Ωh sind randfern. Ist Ω die Vereinigung von Würfeln der Kantenlänge
h, so sprechen wir von einem Würfelgebiet. In diesem Fall besitzen dann auch alle Rand-
und randnahen Punkte immer den Abstand h zu ihren Nachbarn.

In den Randpunkten x aus Γh ist u(x) durch die Randwerte g(x) vorgegeben. Hingegen
erhält man für jeden Punkt x aus Ωh eine Gleichung für u(x), indem man die Poisson-
Gleichung durch Differenzenquotienten approximiert. In jedem randfernen Gitterpunkt
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x diskretisieren wir den Laplace-Operator durch (∆hu)(x) :=
∑d

i=1(∂
−h
i ∂+h

i u)(x), wobei
sich

(∆u)(x) =
d∑

i=1

(∂−h
i ∂+h

i u)(x) +O(h2)

ergibt. Für d = 2 erhält man den sogenannten 5-Punkte-Differenzenstern


αNW αN αNO

αW αZ αO

αSW αS αSO




⋆

=
1

h2




−1
−1 4 −1

−1



⋆

.

Dieser ist für Würfelgebiete ausreichend.

In beliebigen Gebieten muss der Differenzenquotient für randnahe Punkte entsprechend
modifiziert werden. Für u ∈ C3(Ω) erhält man durch Taylor-Entwicklung in einer Dimen-
sion

uxx =
2

hO(hO + hW )
uO − 2

hOhW
uZ +

2

hW (hO + hW )
uW +O(h)

und in zwei Dimensionen

∆u = ∆hu+O(h) =
2

hO(hO + hW )
uO +

2

hW (hO + hW )
uW +

2

hS(hS + hN)
uS

+
2

hN(hS + hN )
uN −

(
2

hOhW
+

2

hShN

)
uZ +O(h).

Hierbei bezeichnet h die jeweils größte Schrittweite, das heißt, h := max{hW , hO} bezie-
hungsweise h := max{hW , hO, hS, hN}. Diese Diskretisierung des Laplace-Operators wird
auch Shortley-Weller-Approximation genannt.

Beispiel 2.4 Eindimensionaler Fall: Sei

−uxx = f in (a, b), u(a) = α, u(b) = β.

Für h = (b− a)/n und xi = a+ hi, i = 1, . . . , n− 1, setzen wir ui = u(xi) und fi = f(xi).
Dann erhalten wir das lineare Gleichungssystem

1

h2




2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2







u1
u2
...

un−2

un−1



=




f1 + α/h2

f2
...

fn−2

fn−1 + β/h2



.

Zweidimensionales Würfelgebiet: Zur Lösung der Poisson-Gleichung im Einheitsquadrat

−∆u = f in Ω, u = 0 auf Γ

überziehen wir Ω mit einem Gitter der Maschenweite h = 1/n. Das entstehende Glei-
chungssystem wird übersichtlicher bei Benutzung von Doppelindizes ui,j = u(ih, jh),
1 ≤ i, j < n. Es ergibt sich das Gleichungssystem

4ui,j − ui−1,j − ui+1,j − ui,j−1 − ui,j+1 = fi,j, 1 ≤ i, j < n
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mit fi,j = h2f(ih, jh). Die Terme mit Indizes 0 oder n gelten als nicht geschrieben.

Im Fall von Würfelgebieten ist die Systemmatrix immer symmetrisch. Ordnet man die
Indizes schachbrettartig an (zum Beispiel durch abwechselndes rotes und schwarzes Ein-
färben der zugehörigen Gitterpunkte), so erhält man ein Gleichungssystem der Form




4
. . . A

4
4

AT . . .
4



u = f .

Beliebiges zweidimensionales Gebiet: Sei Ω ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck
mit Katheten der Länge 7:

•

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

1 2

3

4 5

6

7

8

9

10

11

Zu lösen sei die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. Für h = 2 enthält Ωh

drei Punkte. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem für u1, u2 und u3:

u1 −
u2
4

− u3
4

=
u4
4

+
u11
4

−u1
6

+ u2 =
u5
6

+
u6
3

+
u7
3

−u1
6

+ u3 =
u8
3

+
u9
3

+
u10
6
.

Man beachte, dass das System unsymmetrisch ist! △
Zusammengefasst erhalten wir demnach ein Differenzenverfahren für die näherungsweise
Lösung des Poisson-Problems: suche eine Gitterfunktion uh : Ωh → R, so dass

−(∆huh)(x) = f(x) für alle x ∈ Ωh,
uh(x) = g(x) für alle x ∈ Γh.

(2.1)

Sammelt man alle Unbekannten im Vektor uh, so führt (2.1) auf ein Gleichungsystem
Ahuh = fh.
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2.2 Beliebige Differentialoperatoren⋆

Der allgemeine elliptische Differentialoperator

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) +

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
u(x) + c(x)u(x)

wird diskretisiert durch

(Lhu)(x) =

[
−

d∑

i=1

ai,i(x)∂
−h
i ∂+h

i −
d∑

i,j=1
i 6=j

ai,j(x)∂
h
i ∂

h
j +

d∑

i=1

bi(x)∂
h
i + c(x)

]
u(x).

Falls u ∈ C4(Ω) ist, dann gilt |(Lu)(x)− (Lhu)(x)| = O(h2).

Beispiel 2.5 Im Zweidimensionalen ergibt sich

(Lhu)(x) =
[
− a1,1(x)∂

−h
1 ∂+h

1 − 2a1,2(x)∂
h
1 ∂

h
2 − a2,2(x)∂

−h
2 ∂+h

2

]
u(x)

+
[
b1(x)∂

h
1 + b2(x)∂

h
2

]
u(x) + c(x)u(x)

=
1

2h2




a1,2(x) −2a2,2(x) −a1,2(x)
−2a1,1(x) 4[a1,1(x) + a2,2(x)] −2a1,1(x)
−a1,2(x) −2a2,2(x) a1,2(x)



⋆

u(x)

+
1

2h




0 b2(x) 0
−b1(x) 0 b1(x)

0 −b2(x) 0



⋆

u(x) +



0 0 0
0 c(x) 0
0 0 0



⋆

u(x).

△
So schön dieser Stern auch ist, so lässt sich dennoch im allgemeinen keine Stabilität
nachweisen. Dies liegt an der Diskretisierung der gemischten Ableitung ∂2/(∂x1∂x2), die
wir in Abhängigkeit vom Vorzeichen von a1,2(x) wie folgt modifizieren. Wir wählen

1

2h2




0 −1 1
−1 2 −1
1 −1 0




⋆

falls a1,2(x) ≥ 0 bzw.
1

2h2



−1 1 0
1 −2 1
0 1 −1



⋆

falls a1,2(x) < 0.

Mit a+1,2 := max{a1,2, 0} und a−1,2 := min{a1,2, 0} erhalten wir den Siebenpunktstern

(Lhu)(x)

=
1

h2




a−1,2(x) |a1,2(x)| − a2,2(x) −a+1,2(x)
|a1,2(x)| − a1,1(x) 2[a1,1(x) + a2,2(x)− |a1,2(x)|] |a1,2(x)| − a1,1(x)

−a+1,2(x) |a1,2(x)| − a2,2(x) a−1,2(x)




⋆

u(x)

+
1

2h




0 b2(x) 0
−b1(x) 0 b1(x)

0 −b2(x) 0



⋆

u(x) +



0 0 0
0 c(x) 0
0 0 0



⋆

u(x).

Diese Diskretisierung ist ebenfalls konsistent von zweiter Ordnung, das heißt, es ist |(Lu)(x)−
(Lhu)(x)| = O(h2) falls u ∈ C4(Ω). Unter der Bedingung

|a1,2(x)| ≤ min{a1,1(x), a2,2(x)},
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lässt sich nun für den Hauptteil von L das Sternlemma 2.6 anwenden.

Ist Ω ein Würfelgebiet, so führt das Randwertproblem

(Lu)(x) = f(x) für alle x ∈ Ω,

u(x) = g(x) für alle x ∈ Γ,

unter Verwendung der hier vorgestellten Diskretiserung auf das Differenzenverfahren

(Lhuh)(x) = f(x) für alle x ∈ Ωh,
uh(x) = g(x) für alle x ∈ Γh.

(2.2)

Dies ist gleichbedeutend mit einem linearen Gleichungssystem Ahuh = fh für die unbe-
kannten Gitterwerte uh. Die Systemmatrix Ah ist symmetrisch, falls b = 0 gilt.

2.3 Diskretes Maximumprinzip⋆

Alle verwendeten Differenzensterne entsprechen einer gewichteten Mittelung von Nach-
barwerten. Daher kann offensichtlich kein Wert größer sein als das Maximum über alle
Nachbarwerte. Dies ist der Spezialfall der Theorie der Differenzensterne, deren Koeffizi-
enten ein bestimmtes Vorzeichenverhalten aufweisen.

Lemma 2.6 (Sternlemma) Sei k > 1. Für die Zahlen αℓ und pℓ, 0 ≤ ℓ ≤ k, gelte αℓ < 0
für alle ℓ = 1, 2, . . . , k und

k∑

ℓ=0

αℓ ≥ 0,

k∑

ℓ=0

αℓpℓ ≤ 0.

Ferner sei p0 ≥ 0 oder
∑k

ℓ=0 αℓ = 0. Dann folgt aus p0 ≥ max1≤ℓ≤k{pℓ} die Gleichheit

p0 = p1 = · · · = pk.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt

k∑

ℓ=1

αℓ(pℓ − p0) =

k∑

ℓ=0

αℓ(pℓ − p0) =

k∑

ℓ=0

αℓpℓ − p0

k∑

ℓ=0

αℓ ≤ 0.

In der links stehenden Summe sind alle Summanden wegen αℓ < 0 und pℓ − p0 ≤ 0 nicht
negativ. Also hat jeder Summand den Wert 0. Aus αℓ 6= 0 folgt die Behauptung.

Definition 2.7 Das Gebiet Ωh heißt (diskret) zusammenhängend, wenn zu jedem
Punktepaar x,y ∈ Ωh auch ein Verbindungsweg existiert, der entlang der Gitterlinien
und ganz in Ωh verläuft.

Bemerkung Für genügend kleines h ist das Gebiet Ωh diskret zusammenhängend. △
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Satz 2.8 (Diskretes Maximumprinzip) Sei uh die Lösung der diskreten Differentialglei-
chung

(Lhuh)(x) = f(x) ≤ 0 für alle x ∈ Ωh,

die von der Diskretisierung der elliptischen Differentialgleichung Lu = f ≤ 0 in Ω her-
rührt. Der Differenzenstern zu jedem Gitterpunkt in Ωh genüge folgenden drei Bedingung-
nen:

1. Alle Koeffizienten, abgesehen vom Zentrum, sind nicht positiv.

2. Der Koeffizient in Ostrichtung sei negativ: αO < 0.

3. Die Summe aller Koeffizienten ist nicht negativ.

Dann ist
max
x∈Ωh

uh(x) ≤ max{max
x∈Γh

uh(x), 0}.

Wenn das Maximum im Innern angenommen wird, die Koeffizienten in den Hauptrichtun-
gen (also in zwei Dimensionen αO, αW , αS, αN) negativ sind und Ωh zusammenhängend
ist, dann ist uh konstant.

Beweis. Wenn das Maximum im Punkt z ∈ Ωh, also im Innern, angenommen wird, dann
setze p0 := uh(z) > 0 und identifiziere p1, p2, . . . , pk mit den Werten in allen Nachbar-
punkten, die im Differenzenstern auftreten. Wegen

∑k
ℓ=0 αℓpℓ = f(z) ≤ 0 impliziert das

Sternlemma p0 = p1 = · · · = pk, das heißt, uh(z) stimmt mit allen Nachbarn überein.

Nun marschieren wir zum Rand: wir wiederholen dieses Argument solange im jeweils
östlichen Nachbarn, bis wir am Rand angekommen sind.

Wenn Ωh zusammenhängt, können wir gemäß der Voraussetzung das obige Argument
solange in alle Hauptrichtungen anwenden, bis alle Punkte von Ωh erreicht sind.

Bemerkung Wenn man als dritte Bedingung sogar verlangt, dass die Summe aller Ko-
effizienten des Sterns 0 ergibt, dann folgt das strenge Maximumprinzip maxx∈Ωh

uh(x) ≤
maxx∈Γh

uh(x). △
Aus dem diskreten Maximumprinzip kann man genau dieselben Folgerungen schließen
wie aus dem kontinuierlichen Maximumprinzip. Insbesondere sei auf das Vergleichsprinzip
und die stetige Abhängigkeit von den Daten f und g hingewiesen. Eine weitere wollen wir
explizit benennen:

Proposition 2.9 Wenn das diskrete Maximumprinzip gilt, ist das Gleichungssystem
Ahuh = fh eindeutig lösbar.

2.4 Konvergenz⋆

Auf Ωh und Ωh definieren wir die Maximumnorm durch

‖vh‖Ωh
:= max

x∈Ωh

|vh(x)|, ‖vh‖Ωh
:= max

x∈Ωh

|vh(x)|.
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Definition 2.10 Das Differenzenverfahren (2.2) heißt

• konvergent mit der Ordnung p, wenn

‖u− uh‖Ωh
= O(hp),

• konsistent mit der Ordnung p, wenn

‖Lhu− Lu‖Ωh
= O(hp),

• stabil (bzgl. der rechten Seite), wenn eine Konstante Cs > 0 existiert, so dass für
alle Gitterfunktionen vh mit vh = 0 am Rand gilt

‖vh‖Ωh
≤ Cs‖Lhvh‖Ωh

.

Beispiel 2.11 Auf Würfelgebieten sind wegen ‖Lhu − Lu‖Ωh
= O(h2) die Differen-

zenverfahren (2.1) und (2.2) konsistent mit der Ordnung 2. Da die Shortley-Weller-
Approximation nur von der Ordnung 1 ist, ist hingegen das Verfahren (2.1) für allgemeine
Gebiete nur konsistent mit der Ordnung 1. △

Bemerkung Stabilität bedeutet nichts anderes, als dass ‖A−1
h ‖∞ ≤ Cs unabhängig von

der Maschenweite h ist. Das sieht man wie folgt: Bezeichnen vh und wh die Vektoren der
Werte der Gitterfunktion vh|Ωh

und Lhvh, dann folgt wh = Ahvh. Die Stabilitätsbedin-
gung kann nun übersetzt werden gemäß

‖vh‖Ωh
= ‖vh‖∞ = ‖A−1

h wh‖∞ ≤ Cs‖wh‖∞ = Cs‖Ahvh‖∞ = Cs‖Lhvh‖Ωh
.

Hieraus folgt das Behauptete, da diese Ungleichung für beliebige Vektoren wh gilt. △

Satz 2.12 Ist ein Differenzenverfahren stabil und konsistent mit der Ordnung p, dann
ist es auch konvergent mit der Ordnung p.

Beweis. Es gilt

‖u− uh‖Ωh
≤ Cs‖Lh(u− uh)‖Ωh

= Cs‖Lhu− Lhuh‖Ωh
.

Wegen (Lhuh)(x) = f(x) = (Lu)(x) für alle x ∈ Ωh, folgt

‖u− uh‖Ωh︸ ︷︷ ︸
Diskretisierungsfehler

≤ Cs ‖Lhu−Lu‖Ωh︸ ︷︷ ︸
Konsistenzfehler

= O(hp).
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Lemma 2.13 Sei Ω in der Menge {x ∈ Rd : ‖x‖2 < R} enthalten. Die Gitterfunktion vh
sei Lösung der Gleichung

−(∆hvh)(x) = 1 für alle x ∈ Ωh,

vh(x) = 0 für alle x ∈ Γh.

Dann gilt

0 ≤ vh(x) ≤
1

2d
(R2 − ‖x‖22), x ∈ Ωh.

Beweis. Man betrachte die Funktion w(x) = (R2 − ‖x‖22)/(2d). Da w ein Polynom zwei-
ten Grades ist, verschwinden die bei der Bildung des Differenzensterns vernachlässigten
Ableitungen, das heißt, es gilt −∆hw = −∆w = 1 in Ωh. Außerdem ist w ≥ 0 auf Γh.
Aus dem diskreten Vergleichsprinzip folgt daher vh(x) ≤ w(x) für alle x ∈ Ωh.

Dieses Lemma impliziert die Stabilität: Sei wh mit wh = 0 auf Γh beliebig, dann folgt

−(∆hwh)(x)

‖∆hwh‖Ωh

≤ 1 = −(∆hvh)(x), x ∈ Ωh.

Das diskrete Vergleichsprinzip liefert sofort

wh(x)

‖∆hwh‖Ωh

≤ vh(x) ≤
1

2d
(R2 − ‖x‖22), x ∈ Ωh,

dies bedeutet

‖wh‖Ωh
≤ R2

2d
‖∆hwh‖Ωh

.

Korollar 2.14 Die Lösung der Poisson-Gleichung erfülle u ∈ C4(Ω). Dann konvergiert
das Differenzenverfahren (2.1) und es gilt

‖u− uh‖Ωh
= O(hp)

mit p = 2 im Falle von Würfelgebieten und p = 1 im Falle von allgemeinen Gebieten.

Bemerkung Ist der Differentialoperator

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) + c(x)u(x), c(x) ≥ 0

gleichmäßig elliptisch mit Elliptizitätskonstante α > 0, dann folgt für w(x) = R2 −
‖x‖22, dass (Lhw)(x) = (Lw)(x) ≥ 2α für alle x ∈ Ωh (vergleiche fünfte Folgerung des
kontinuierlichen Maximumprinzips). Erfüllt der zugehörige Differenzenstern das diskrete
Maximumprinzip (und damit das Vergleichsprinzip), so gilt daher Lemma 2.13 mit

0 ≤ vh(x) ≤
1

2α
(R2 − ‖x‖22), x ∈ Ωh.
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Enthält hingegen L zusätzlich Terme erster Ordnung und ist c > 0, dann kann mittels
einem Störargument für genügend kleine Maschenweite h Stabilität nachweisen werden.
Auf Würfelgebieten erhalten wir auf diese Weise ebenfalls eine quadratische Konvergenz-
ordnung für allgemeine Differentialoperatoren. △
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3. Variationsformulierung

3.1 Sobolev-Räume

Sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet mit stückweise glattem Rand. Der Funktionenraum L2(Ω) besteht
aus allen Funktionen, die über Ω quadratisch Lebesgue-integrierbar sind. Dabei werden
zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn u(x) = v(x) für x ∈ Ω abgesehen von
einer Nullmenge gilt. Durch das Skalarprodukt

(u, v)L2(Ω) :=

∫

Ω

u(x)v(x) dx

wird L2(Ω) zu einem Hilbert-Raum mit der Norm

‖u‖L2(Ω) :=
√

(u, u)L2(Ω) =

√∫

Ω

u2(x) dx.

Definition 3.1 Die Funktion u ∈ L2(Ω) besitzt die (schwache) Ableitung v = ∂αu,
falls v ∈ L2(Ω) und

(v, φ)L2(Ω) = (−1)|α|(u, ∂αφ)L2(Ω) für alle φ ∈ C∞
0 (Ω)

gilt.

Hier bezeichnet C∞(Ω) den Raum der auf Ω beliebig oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen und C∞

0 (Ω) den Unterraum der Funktionen, die nur auf einer kompakten Teilmenge
von Ω von 0 verschiedene Werte annehmen.

Bemerkung Ist u ∈ C1(Ω), dann liefert der Gaußsche Integralsatz

(∂xi
u, φ)L2(Ω) + (u, ∂xi

φ)L2(Ω) =

∫

Ω

∂xi
(uφ) dx =

∫

∂Ω

uφnidσ,

wobei n = (n1, n2, . . . , nd) die nach außen gerichtete Normale an das Gebiet Ω bezeichnet.
Folglich ist

(∂xi
u, φ)L2(Ω) = −(u, ∂xi

φ)L2(Ω) für alle φ ∈ C∞
0 (Ω),

das heißt, die schwache Ableitung stimmt mit der üblichen überein. △
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Definition 3.2 Für ganzzahliges m ≥ 0 bezeichne der Sobolev-Raum Hm(Ω) die
Menge aller Funktionen u in L2(Ω), die schwache Ableitungen ∂αu ∈ L2(Ω) für alle
|α| ≤ m besitzen.

Satz 3.3 Der Sobolev-Raum Hm(Ω), ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(u, v)Hm(Ω) :=
∑

|α|≤m

(∂αu, ∂αv)L2(Ω)

und der zugehörigen Norm

‖u‖Hm(Ω) :=
√

(u, u)Hm(Ω) =

√∑

|α|≤m

‖∂αu‖2L2(Ω),

ist ein Hilbert-Raum.

Beweis. Sei {vn} eine Cauchy-Folge in Hm(Ω), dann ist {∂αvn} für alle |α| ≤ m eine
Cauchy-Folge in L2(Ω). Aus der Vollständigkeit des L2(Ω) folgt die Existenz von Funk-
tionen vα ∈ L2(Ω) mit

‖∂αvn − vα‖L2(Ω)
n→∞−→ 0.

Wir müssen nun nur noch die Identität ∂αv = vα nachweisen. Ist {wn} eine Cauchy-Folge
aus L2(Ω) mit dem Grenzwert w ∈ L2(Ω), dann folgt aus

(w − wn, φ)L2(Ω) ≤ ‖w − wn‖L2(Ω)‖φ‖L2(Ω)

sofort (wn, φ)L2(Ω) → (w, φ)L2(Ω) für jede Testfunktion φ ∈ C∞
0 (Ω). Somit ergibt sich

(vα, φ)L2(Ω) = lim
n→∞

(∂αvn, φ)L2(Ω) = lim
n→∞

(−1)|α|(vn, ∂
αφ)L2(Ω) = (−1)|α|(v, ∂αφ)L2(Ω),

dies bedeutet, es gilt tatsächlich ∂αv = vα.

Bemerkung Die Glattheit von Hm-Funktionen im Sinne klassischer Ck-Räume ist di-
mensionsabhängig. Für d = 1 sind alle Funktionen aus H1(Ω) auch stetig, das heißt
H1(Ω) ⊂ C(Ω). Ist d = 2, so enthält der Raum H1(Ω) sogar Funktionen mit Punktsingu-
laritäten. Beispielsweise gilt

u(r, ϕ) = log

(
log

2

r

)
∈ H1

(
{(r cosϕ, r sinϕ) : 0 ≤ r < 1, 0 ≤ ϕ < 2π}

)
.

Allgemein ist für d ≥ 3 jede Funktion

u(x) = r−β, β < (d− 2)/2

eine H1-Funktion mit Punktsingularität im Nullpunkt. △
Oftmals wichtig ist die Eigenschaft, dass C∞(Ω) ∩ Hm(Ω) dicht in Hm(Ω) liegt. Dieses
Resultat wurde von Meyers und Serrin im Jahr 1964 bewiesen.
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Definition 3.4 Die Vervollständigung von C∞
0 (Ω) bezüglich der Sobolev-Norm ‖·‖Hm(Ω)

wird mit Hm
0
(Ω) bezeichnet.

Offensichtlich ist der Hilbert-Raum Hm
0 (Ω) ein abgeschlossener Unterraum von Hm(Ω).

Außerdem ist H0
0 (Ω) = L2(Ω), so dass sich folgendes Schema ergibt:

L2(Ω) = H0(Ω) ⊃ H1(Ω) ⊃ H2(Ω) ⊃ · · ·

= ∪ ∪
H0

0(Ω) ⊃ H1
0 (Ω) ⊃ H2

0 (Ω) ⊃ · · ·

Im Sobolev-Raum Hm(Ω) wird durch

|u|Hm(Ω) :=

√∑

|α|=m

‖∂αu‖2L2(Ω)

die Hm(Ω)-Seminorm definiert. Ist m > 0, erfüllt sie alle Normeigenschaften bis auf
die Definitheit. Denn es gilt beispielsweise |u|Hm(Ω) = 0 für jede konstante Funktion
u ∈ Hm(Ω). Für Funktionen mit homogenen Randbedingungen ist die Hm(Ω)-Seminorm
jedoch äquivalent zur Hm(Ω)-Norm.

Satz 3.5 (Poincaré-Friedrichssche Ungleichung) Sei Ω in einem d-dimensionalen Würfel
der Kantenlänge s enthalten. Dann ist

‖v‖L2(Ω) ≤ s|v|H1(Ω) für alle v ∈ H1
0 (Ω).

Beweis. Da C∞
0 (Ω) dicht in H1

0(Ω) ist, genügt es, die Ungleichung für v ∈ C∞
0 (Ω) zu

beweisen. Wir können Ω ⊂ � := {(x1, x2, . . . , xd) : 0 ≤ xi ≤ s} annehmen und v(x) = 0
für x ∈ � \ Ω setzen. Es folgt

v(x1, x2, . . . , xd) = v(0, x2, . . . , xd)︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ x1

0

∂x1v(t, x2, . . . , xd) dt

und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung weiter

|v(x)|2 ≤
(∫ x1

0

12 dt

)(∫ x1

0

|∂x1v(t, x2, . . . , xd)|2 dt
)

≤ s

∫ s

0

|∂x1v(t, x2, . . . , xd)|2 dt.

Da die rechte Seite unabhängig von x1 ist, ergibt sich
∫ s

0

|v(x)|2 dx1 ≤ s2
∫ s

0

|∂x1v(x)|2 dx1.

Schließlich wird über die anderen Koordinaten integriert:
∫

�

|v(x)|2 dx ≤ s2
∫

�

|∂x1v(x)|2 dx ≤ s2|v|2H1(Ω).
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Bemerkung Die Poincaré-Friedrichssche Ungleichung gilt bereits, wenn homogene Rand-
bedingungen lediglich auf einem Teil des Randes ΓD ⊂ Γ mit positivem (d− 1)-dimensio-
nalem Maß vorgegeben sind. △

Korollar 3.6 Wenn Ω beschränkt ist, sind in Hm
0 (Ω) die Normen ‖ · ‖Hm(Ω) und | · |Hm(Ω)

äquivalent. Ist Ω in einem Würfel der Kantenlänge s enthalten, so ist

|v|Hm(Ω) ≤ ‖v‖Hm(Ω) ≤ (1 + s)m|v|Hm(Ω) für v ∈ Hm
0 (Ω).

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Hilfe von vollständiger Induktion. Für m = 0 ist die
Aussage offensichtlich richtig. Für den Induktionsschritt m−1 7→ m sei ein m > 0 beliebig
vorgegeben. Mit Hilfe der Induktionsannahme folgt

‖v‖2Hm(Ω) = ‖v‖2Hm−1(Ω) + |v|2Hm(Ω)

≤ (1 + s)2(m−1)|v|2Hm−1(Ω) + |v|2Hm(Ω)

= (1 + s)2(m−1)

( ∑

|α|=m−1

‖∂αv‖2L2(Ω)

)
+ |v|2Hm(Ω).

Durch die Anwendung der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung auf Ableitungen erkennt
man, dass ‖∂αv‖L2(Ω) ≤ s‖∂x1∂

αv‖L2(Ω) für alle |α| ≤ m − 1 und v ∈ Hm
0 (Ω) gilt. Dies

eingesetzt ergibt

‖v‖2Hm(Ω) ≤ s2(1 + s)2(m−1)

( ∑

|α|=m−1

‖∂x1∂
αv‖2L2(Ω)

)
+ |v|2Hm(Ω)

≤
(
s2(1 + s)2(m−1) + 1

) ∑

|α|=m

‖∂αv‖2L2(Ω)

≤ (1 + s)2m|v|2Hm(Ω).

Der Rand Γ eines Gebietes Ω ⊂ Rd ist eine Menge vom Maß Null bezüglich des Rd. Daher
besitzen Funktionen u ∈ L2(Ω) keine Randwerte. Allerdings zeigt der nachfolgende Satz,
dass für Funktionen aus H1(Ω) Randwerte vorgegeben werden können.

Satz 3.7 (Spursatz) Das Gebiet Ω sei beschränkt und besitze einen stückweise glatten
Rand Γ. Ferner erfülle Ω eine Kegelbedingung, das heißt, die Innenwinkel an den Ecken
seien positiv, so dass man einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel derart in Ω verschieben
kann, dass er die Ecken berührt. Dann gibt es eine beschränkte, lineare Abbildung

γ : H1(Ω) → L2(Γ), ‖γ(v)‖L2(Γ) ≤ c‖v‖H1(Ω),

so dass γ(v) = v|Γ für alle v ∈ C1(Ω) gilt.
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Beweis. Wir führen den Beweis der Übersichtlichkeit halber nur für Gebiete im R2. Die
Verallgemeinerung auf den Rd ist offensichtlich und verbleibt dem Leser als Übung.

Der Rand ist stückweise glatt und an den (endlich vielen) Punkten, wo der Rand nicht
glatt ist, gilt die Kegelbedingung. Daher können wir den Rand in endlich viele Rand-
stücke Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γn teilen, so dass auf jedem Teilstück Γm nach Drehung des
Koordinatensystems folgendes gilt.

1. Für eine Funktion φ = φm ∈ C1([y1, y2]) gilt

Γm = {(x, y) ∈ R
2 : x = φ(y), y1 ≤ y ≤ y2}.

2. Das Gebiet

Ωm := {(x, y) ∈ R
2 : φ(y) < x < φ(y) + δ, y1 < y < y2}

ist für ein δ > 0 in Ω enthalten.

Für v ∈ C1(Ω) und (x, y) ∈ Γm gilt

v
(
φ(y), y

)
= v
(
φ(y) + t, y

)
−
∫ t

0

∂xv
(
φ(y) + s, y

)
ds, 0 ≤ t ≤ δ.

Die Integration über t von 0 bis δ ergibt

δv
(
φ(y), y

)
=

∫ δ

0

v
(
φ(y) + t, y

)
dt−

∫ δ

0

∫ t

0

∂xv
(
φ(y) + s, y

)
ds dt

=

∫ δ

0

v
(
φ(y) + t, y

)
dt−

∫ δ

0

∫ δ

s

∂xv
(
φ(y) + s, y

)
dt ds

=

∫ δ

0

v
(
φ(y) + t, y

)
dt−

∫ δ

0

∂xv
(
φ(y) + s, y

)
(δ − s) ds.

Wir quadrieren diese Gleichung und nutzen die Youngsche Ungleichung (a+b)2 ≤ 2a2+2b2

aus:

δ2v2
(
φ(y), y

)
≤ 2

(∫ δ

0

v
(
φ(y) + t, y

)
dt

)2

+ 2

(∫ δ

0

∂xv
(
φ(y) + t, y

)
(δ − t) dt

)2

.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert nun

δ2v2
(
φ(y), y

)
≤ 2

(∫ δ

0

1 dt

)(∫ δ

0

v2
(
φ(y) + t, y

)
dt

)

+ 2

(∫ δ

0

(δ − t)2 dt

)(∫ δ

0

∣∣∂xv
(
φ(y) + t, y

)∣∣2 dt
)

= 2δ

(∫ δ

0

v2
(
φ(y) + t, y

)
dt

)
+

2

3
δ3
(∫ δ

0

∣∣∂xv
(
φ(y) + t, y

)∣∣2 dt
)
.

Wir dividieren durch δ2 und integrieren bezüglich y

∫ y2

y1

v2
(
φ(y), y

)
dy ≤ 2

δ

∫

Ωm

v2 d(x, y) +
2

3
δ

∫

Ωm

|∂xv|2 d(x, y).
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Das Kurvenelement auf Γm ist durch do =
√

1 + (φ′(y))2 dy gegeben. Deshalb haben wir
mit cm := max

{√
1 + (φ′(y))2 : y1 ≤ y ≤ y2

}
:

∫

Γm

v2 do ≤ cm

∫ y2

y1

v2
(
φ(y), y

)
dy ≤ cm

{
2

δ

∫

Ωm

v2 d(x, y) +
2

3
δ

∫

Ωm

|∂xv|2 d(x, y)
}
.

Indem wir

c :=

√√√√
(
2

δ
+

2

3
δ

) n∑

m=1

cm

setzen, erhalten wir schließlich

‖γ(v)‖L2(Γ) ≤ c‖v‖H1(Ω).

Die Restriktion γ : H1(Ω) → L2(Γ) ist folglich auf einer dichten Menge eine beschränk-
te Abbildung. Wegen der Vollständigkeit von L2(Γ) kann sie auf ganz H1(Ω) erweitert
werden, ohne die Schranke zu vergrößern. Denn für jedes v ∈ H1(Ω) existiert eine Folge
{vk} ⊂ C1(Ω) mit ‖v − vk‖H1(Ω) → 0 für k → ∞. Aus

‖γ(vk)− γ(vℓ)‖L2(Γ) ≤ c‖vk − vℓ‖H1(Ω)

folgt, dass {γ(vk)} eine Cauchy-Folge in L2(Γ) ist. Für ihren Grenzwert γ(v) := limk→∞ γ(vk)
gilt dann

‖γ(v)‖L2(Γ) = lim
k→∞

‖γ(vk)‖L2(Γ) ≤ c lim
k→∞

‖vk‖H1(Ω) = c‖v‖H1(Ω).

Bemerkung Ohne die Kegelbedingung ist die Aussage des Spursatzes im allgemeinen
falsch. △

3.2 Variationsformulierung von Dirichlet-Problemen

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

−
d∑

i,j=1

∂xi

(
ai,j(x)∂xj

u(x)
)
+ c(x)u(x) = f(x) für x ∈ Ω,

u(x) = 0 für x ∈ Γ

mit c(x) ≥ 0 für alle x ∈ Ω. Mit Hilfe der Differentialoperatoren

div f := ∂x1f1 + ∂x2f2 + · · ·∂xd
fd, ∇g :=




∂x1g
∂x2g

...
∂xd

g




und A := [ai,j]
d
i,j=1 können wir diese auch verkürzt schreiben als

− div(A∇u) + cu = f in Ω, u = 0 auf Γ. (3.1)

Eine Lösung u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) wird klassische Lösung genannt. Wie wir sehen werden, gibt
es aber auch physikalisch sinnvolle schwache Lösungen, die aus der Variationsformulierung
gewonnen werden.
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Satz 3.8 (Charakterisierungssatz) Sei V ein linearer Raum und

a : V × V → R

eine symmetrische, positive Bilinearform, das heißt, es sei a(u, u) > 0 für alle u ∈ V \{0}.
Ferner sei

ℓ : V → R

ein lineares Funktional. Die Größe

J(v) :=
1

2
a(v, v)− ℓ(v)

nimmt in V ihr Minimum genau dann bei u an, wenn

a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ V . (3.2)

Außerdem gibt es höchstens eine Minimallösung.

Beweis. Für u, v ∈ V und t ∈ R berechnen wir

J(u+ tv) =
1

2
a(u+ tv, u+ tv)− ℓ(u+ tv)

= J(u) + t
{
a(u, v)− ℓ(v)

}
+

1

2
t2a(v, v). (3.3)

Wenn u ∈ V die Bedingung (3.2) erfüllt, dann folgt mit t = 1

J(u+ v) = J(u) +
1

2
a(v, v) > J(u), falls v 6= 0 ist.

Damit ist u also ein eindeutiger Minimalpunkt. Besitzt umgekehrt J bei u ein Minimum,
dann muss für jedes v ∈ V die Ableitung der Funktion t 7→ J(u+ tv) bei t = 0 verschwin-
den. Nach (3.3) beträgt die Ableitung dort a(u, v)− ℓ(v), womit sich (3.2) ergibt.

Satz 3.9 Jede klassische Lösung der partiellen Differentialgleichung (3.1) ist Lösung des
Variationsproblems

J(v) =

∫

Ω

{
1

2

(
〈A∇v,∇v〉+ cv2

)
− fv

}
dx → inf

unter allen Funktionen in C2(Ω) ∩ C(Ω) mit Nullrandwerten.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes:
∫

Ω

div
(
(A∇u)v

)
dx =

∫

Ω

{
div(A∇u)v + 〈A∇u,∇v〉

}
dx =

∫

∂Ω

〈A∇u,n〉v dσ.

Besitzt v homogene Randwerte, dann verschwindet der Randterm, und es ergibt sich
∫

Ω

〈A∇u,∇v〉 dx = −
∫

Ω

div(A∇u)v dx.
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Wir setzen nun

a(u, v) :=

∫

Ω

{
〈A∇u,∇v〉+ cuv

}
dx, ℓ(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx.

Dann gilt für jedes v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) mit Nullrandbedingungen

a(u, v)− ℓ(v) =

∫

Ω

{
〈A∇u,∇v〉+ cuv − fv

}
dx =

∫

Ω

{
− div(A∇u) + cu− f

}
v dx.

Dieser Ausdruck wird 0 wenn − div(A∇u)+ cu = f ist, also u eine klassische Lösung von
(3.1) ist. Aus dem Charakterisierungssatz 3.8 folgt nun die Minimaleigenschaft.

Mit der selben Schlussweise erkennt man, dass jede Lösung des Variationsproblems, sofern
sie im Raum C2(Ω)∩C(Ω) liegt, klassische Lösung von (3.1) ist. Um allerdings die Existenz
einer Lösung zu zeigen, darf man sich nicht nur auf klassische Lösungen beschränken,
sondern muss auch schwache Lösungen zulassen.

Definition 3.10 Sei H ein Hilbert-Raum. Eine Bilinearform a : H×H → R heißt stetig,
wenn es ein cS > 0 gibt, so dass

|a(u, v)| ≤ cS‖u‖‖v‖ für alle u, v ∈ H

ist. Eine Bilinearform a heißt H-elliptisch, kurz elliptisch oder koerziv, wenn mit
einem cE > 0 gilt

a(v, v) ≥ cE‖v‖2 für alle v ∈ H.

Mit einer stetigen, H-elliptischen Bilinearform a wird durch

‖v‖a :=
√
a(v, v)

offensichtlich eine Norm induziert, die zur Norm des Hilbert-Raums H äquivalent ist. Dies
bedeutet, es existieren Konstanten c, c > 0 derart, dass gilt

c‖v‖ ≤ ‖v‖a ≤ c‖v‖ für alle v ∈ H.

Die Norm ‖v‖a wird Energienorm genannt.

Wie üblich wird der Raum der stetigen, linearen Funktionale auf einem normierten Raum
V mit V ′ bezeichnet.

Satz 3.11 (Lax-Milgram) Sei V ein abgeschlossener Unterraum in einem Hilbert-Raum
H und a : H ×H → R eine stetige und V -elliptische Bilinearform. Für jedes ℓ ∈ V ′ hat
das Variationsproblem

J(v) :=
1

2
a(v, v)− ℓ(v) → inf

genau eine Lösung in V .
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Beweis. Wegen

J(v) ≥ 1

2
cE‖v‖2 − ‖ℓ‖‖v‖ =

1

2cE
(cE‖v‖ − ‖ℓ‖)2︸ ︷︷ ︸

≥0

−‖ℓ‖2
2cE

≥ −‖ℓ‖2
2cE

ist J nach unten beschränkt. Setze c = inf{J(v) : v ∈ V } und sei {vn} eine Minimalfolge.
Dann ist

cE‖vn − vm‖2 ≤ a(vn − vm, vn − vm)

= 2a(vn, vn) + 2a(vm, vm)− a(vn + vm, vn + vm)

= 4J(vn) + 4J(vm)− 8J

(
vm + vn

2︸ ︷︷ ︸
∈V

)

≤ 4J(vn) + 4J(vm)− 8c.

Wegen J(vn), J(vm) → c folgt ‖vn − vm‖ → 0 für n,m → ∞. Also ist {vn} eine Cauchy-
Folge in H und es existiert u = limn→∞ vn. Da V abgeschlossen ist, gilt auch u ∈ V . Die
Stetigkeit von J impliziert schließlich

J(u) = lim
n→∞

J(vn) = inf
v∈V

J(v).

Die Lösung ist eindeutig, denn sind u1 und u2 zwei Lösungen, so ist u1, u2, u1, u2, . . . of-
fensichtlich eine Minimalfolge. Wie wir gesehen haben, ist jede Minimalfolge eine Cauchy-
Folge, woraus sich u1 = u2 ergibt.

Bemerkung Im Spezialfall V = H ergibt sich gerade der Rieszsche Darstellungsatz: Zu
jedem ℓ ∈ H ′ gibt es ein Element u ∈ H mit

a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ H.

△
Nach diesen Vorbereitungen können wir nun den Lösungsbegriff präzisieren.

Definition 3.12 Eine Funktion u ∈ H1
0 (Ω) heißt schwache Lösung der partiellen Dif-

ferentialgleichung (3.1), falls mit der zugehörigen Bilinearform

a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ H1
0 (Ω)

ist.

Satz 3.13 Es gelte f ∈ L2(Ω) und

0 ≤ c(x) ≤ c <∞, 0 < α‖ξ‖2 ≤ ξTA(x)ξ ≤ α‖ξ‖2 <∞
für alle x ∈ Ω und ξ ∈ Rd\{0}. Dann besitzt (3.1) genau eine schwache Lösung in H1

0 (Ω).
Diese ist das Minimum des Variationsproblems

1

2
a(v, v)− ℓ(v) → inf

in H1
0 (Ω).
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Beweis. Aufgrund der Abschätzung

a(u, v) =

∫

Ω

{
〈A∇u,∇v〉+ cuv

}
dx

≤
∫

Ω

{
α‖∇u‖‖∇v‖+ c|u| |v|

}
dx

≤ α

√√√√
d∑

i=1

∫

Ω

|∂xi
u|2 dx

√√√√
d∑

i=1

∫

Ω

|∂xi
v|2 dx + c

√∫

Ω

u2 dx

√∫

Ω

v2 dx

≤ max{α, c}‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω)

ist die Bilinearform stetig auf H1(Ω). Die Elliptizität folgt aus

a(v, v) =

∫

Ω

{
〈A∇v,∇v〉+ cv2

}
dx

≥ α
d∑

i=1

∫

Ω

|∂xi
v|2 dx

= α|v|2H1(Ω).

Wegen der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung sind | · |H1(Ω) und ‖ · ‖H1
0 (Ω) äquivalente

Normen und damit ist a(·, ·) eine H1
0 (Ω)-elliptische Bilinearform. Weiterhin ist auch die

Linearform ℓ : H1(Ω) → R stetig:

|ℓ(v)| =
∣∣∣∣
∫

Ω

fv dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖H1(Ω).

Gemäß dem Satz von Lax-Milgram 3.11 existiert folglich eine eindeutige schwache Lösung,
die zugleich das Variationsproblem löst.

Bemerkungen

1. Das Funktional ℓ : H1
0 (Ω) → R ist sogar stetig für alle f ∈ H−1(Ω) :=

(
H1

0 (Ω)
)′ ⊃

L2(Ω). Daher muss f in (3.1) noch nicht einmal quadratisch integrierbar sein.

2. Die Randwertaufgabe mit nichthomogenen Randwerten u = g auf Γ lässt sich fol-
gendermaßen auf die Form (3.1) zurückführen: Bestimme ein ug ∈ H1(Ω) derart,
dass ug

∣∣
Γ
= g ist im Sinne des Spursatzes 3.7. Der Ansatz u = u0 + ug führt dann

auf die folgende Variationsformulierung:

suche u0 ∈ H1
0 (Ω), so dass a(u0, v) = ℓ(v)− a(ug, v) für alle v ∈ H1

0 (Ω).

Eine alternative Betrachtungsweise ist die Suche nach einem u ∈ H1(Ω) mit u|Γ = g,
so dass a(u, v) = ℓ(v) gilt für alle v ∈ H1

0 (Ω).

3. Dirichlet-Randbedingungen werden durch die Wahl des Raumes, in dem die Varia-
tionsformulierung gestellt ist, explizit gefordert. Sie heißen daher auch wesentliche
Randbedingungen.

△
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3.3 Variationsformulierung von Neumann-Problemen

Gegeben sei das Neumann-Problem

−
d∑

i,j=1

∂xi

(
ai,j(x)∂xj

u(x)
)
+ c(x)u(x) = f(x) für x ∈ Ω,

d∑

i,j=1

ai,jni(x)∂xj
u(x) = g(x) für x ∈ Γ

mit

0 < c ≤ c(x) ≤ c <∞, 0 < α‖ξ‖2 ≤ ξTA(x)ξ ≤ α‖ξ‖2 <∞

für alle x ∈ Ω und ξ ∈ Rd \ {0}. Diese Gleichung können wir mit Hilfe von Differential-
operatoren auch kurz schreiben als

− div(A∇u) + cu = f in Ω, 〈A∇u,n〉 = g auf Γ. (3.4)

Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer Testfunktion φ ∈ C∞(Ω) ∩ H1(Ω)
führt auf
∫

Ω

{
−div(A∇u)+ cu

}
φ dx =

∫

Ω

{
〈A∇u,∇φ〉+ cuφ

}
dx−

∫

Γ

〈A∇u,n〉︸ ︷︷ ︸
!
=g

φ dσ
!
=

∫

Ω

fφ dx.

Wir erhalten demnach

a(u, v) =

∫

Ω

{
〈A∇u,∇v〉+ cuv

}
dx, ℓ(v) =

∫

Ω

fv dx+

∫

Γ

gv dσ.

Dabei ist die Bilinearform a : H1(Ω)×H1(Ω) offensichtlich stetig und wegen

a(u, u) ≥ α|u|2H1(Ω) + c‖u‖2L2(Ω) ≥ min{α, c}‖u‖2H1(Ω)

elliptisch in ganz H1(Ω). Das Funktional ℓ(v) ist für f ∈ L2(Ω) und g ∈ L2(Γ) stetig
aufgrund des Spursatzes:

|ℓ(v)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖g‖L2(Γ)‖γ(v)‖L2(Γ) ≤ C‖v‖H1(Ω).

Satz 3.14 Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit stückweise glattem Rand, das der Kegel-
bedingung genügt und f ∈ L2(Ω) und g ∈ L2(Γ). Dann besitzt die Variationsaufgabe

J(v) =
1

2
a(v, v)− ℓ(v) → inf

genau eine Lösung u ∈ H1(Ω). Die Lösung der Variationsaufgabe ist genau dann in
C2(Ω)∩C1(Ω) enthalten, wenn eine klassische Lösung der Randwertaufgabe (3.4) existiert.
Beide Lösungen sind dann identisch.
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Beweis. Da die Bilinearform a : H1(Ω) × H1(Ω) → R stetig und elliptisch ist, folgt die
Existenz einer eindeutigen Lösung u ∈ H1(Ω) aus dem Satz von Lax-Milgram. Insbeson-
dere ist u durch

a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ H1(Ω) (3.5)

charakterisiert.

Sei nun speziell (3.5) für u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) erfüllt. Für v ∈ H1
0 (Ω) ist γ(v) = 0 und es

folgt
a(u, v) = (f, v)L2(Ω) für alle v ∈ H1

0 (Ω).

Folglich ist u zugleich Lösung eines Dirichlet-Problems, wobei wir uns die Randwerte von
u als vorgegeben vorstellen. Das heißt, es ist

− div(A∇u) + cu = f in Ω. (3.6)

Für v ∈ H1(Ω) liefert daher der Gaußsche Integralsatz

0 = a(u, v)− ℓ(v) =

∫

Ω

{
− div(A∇u) + cu− f

}
v dx+

∫

Γ

{
〈A∇u,n〉 − g

}
v dσ.

Wegen (3.6) verschwindet das Gebietsintegral auf der rechten Seite. Angenommen, die
Funktion w := 〈A∇u,n〉 − g ∈ C(Γ) verschwindet nicht. Dann ist

∫
Γ
w2 dσ > 0. Weil

C1(Ω) dicht in C(Ω) ist, gibt es ein v ∈ C1(Ω) ⊂ H1(Ω) mit
∫
Γ
vw dσ > 0. Dies ist ein

Widerspruch, und die Randbedingung ist erfüllt.

Bemerkung Im Gegensatz zu den Dirichlet-Randbedingungen ergeben sich die Neumann-
Randbedingungen, ohne dass man sie explizit fordert. Daher spricht man von natürlichen
Randbedingungen. △
Ist c(x) ≡ 0, so ist mit u offensichtlich für jedes η ∈ R auch u+ η eine Lösung von (3.4).
Es liegt demnach keine Eindeutigkeit mehr vor und damit kann die Bilinearform a nicht
mehr elliptisch sein. Indem man v = 1 in die Bilinearform einsetzt, erkennt man ferner,
dass die Kompatibilitätsbedingung

∫

Ω

f dx+

∫

Γ

g dσ = 0

erfüllt sein muss, damit überhaupt eine Lösung existiert.

Es bezeichne

V :=

{
v ∈ H1(Ω) :

∫

Ω

v dx = 0

}
⊂ H1(Ω)

den Unterraum aller H1-Funktionen, deren Mittelwert

v :=
1

|Ω|

∫

Ω

v dx

verschwindet. Da in H1(Ω) eine Poincaré-Friedrichssche Ungleichung der Form

‖v‖L2(Ω) ≤ c
(
|v|+ |v|H1(Ω)

)

gezeigt werden kann, folgt, dass die Bilinearform a(·, ·) V -elliptisch ist. Die Variationsfor-
mulierung

suche u ∈ V , so dass a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ V

liefert damit eine schwache Lösung des Neumann-Problems (3.4) im Falle c(x) ≡ 0.
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Bemerkung Man beachte, dass für jede Konstante η ∈ R gilt

(f + η, v)L2(Ω) =

∫

Ω

fv dx + η

∫

Ω

v dx

︸ ︷︷ ︸
=0

= (f, v)L2(Ω) für alle v ∈ V .

Dies bedeutet, in der Variationsformulierung darf die Funktion f ∈ L2(Ω) um eine beliebi-
ge Konstante verschoben werden. Um die Kompatibilitätsbedingung zu erzwingen, macht
man den Ansatz f̃ = f − η und erhält

0
!
=

∫

Ω

f̃ dx+

∫

Γ

g dσ =

∫

Ω

f dx− η|Ω|+
∫

Γ

g dσ,

das heißt,

η :=
1

|Ω|

{∫

Ω

f dx +

∫

Γ

g dσ

}
.

△
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4. Galerkin-Verfahren

Es sei a : V ×V → R eine stetige, elliptische und symmetrische Bilinearform und ℓ : V →
R ein beschränktes lineares Funktional. Um die Lösung u ∈ V des Variationsproblems

suche u ∈ V , so dass a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ V (4.1)

numerisch zu approximieren, schränken wir uns auf einen endlichdimensionalen Teilraum
Vh ⊂ V ein. Dies führt auf das Galerkin-Verfahren:

suche uh ∈ Vh, so dass a(uh, vh) = ℓ(vh) für alle vh ∈ Vh. (4.2)

Existenz und Eindeutigkeit der Lösung dieses endlichdimensionalen Variationsproblems
ist durch den Satz von Lax-Milgram gesichert. Denn der Raum Vh ⊂ V ist ein abgeschlos-
sener Teilraum des Hilbert-Raums V , auf dem die Bilinearform elliptisch mit der gleichen
Elliptizitätskonstante cE ist. Insbesondere folgt aus

cE‖uh‖2V ≤ a(uh, uh) = ℓ(uh) ≤ ‖ℓ‖V ′‖uh‖V
die Stabilität des Galerkin-Verfahrens:

‖uh‖V ≤ 1

cE
‖ℓ‖V ′.

Bemerkung Für den Fall einer symmetrischen Bilinearform ist dem Charakterisierungs-
satz 3.8 gemäß das Variationsproblem (4.1) äquivalent zum Minimierungsproblem

J(v) =
1

2
a(v, v)− ℓ(v) → inf

v∈V
.

Die Ersetzung von V durch Vh, das heißt, der Übergang zu

J(vh) =
1

2
a(vh, vh)− ℓ(vh) → inf

vh∈Vh

,

wird aus historischen Gründen Ritz-Galerkin-Verfahren genannt und erschien bereits 1908
in einer Arbeit von W. Ritz. Die Lösung uh ∈ Vh dieses endlichdimensionalen Minimie-
rungsproblems erhält man dann wieder nach dem Charakterisierungssatz aus (4.2). △

Satz 4.1 (Céa-Lemma) Die Bilinearform a : V × V → R sei stetig und elliptisch, und
u ∈ V und uh ∈ Vh ⊂ V seien die Lösungen der Variationsprobleme (4.1) und (4.2). Dann
gilt

‖u− uh‖V ≤ cS
cE

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V .
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Beweis. Nach Definition von u bzw. uh gilt

a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ V ,

a(uh, v) = ℓ(v) für alle v ∈ Vh.

Wegen Vh ⊂ V folgt durch Subtraktion

a(u− uh, v) = 0 für alle v ∈ Vh. (4.3)

Sei vh ∈ Vh. Mit v := vh − uh ∈ Vh folgt aus (4.3) sofort a(u− uh, vh − uh) = 0 und

cE‖u− uh‖2V ≤ a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh − uh)︸ ︷︷ ︸
=0

≤ cS‖u− uh‖V ‖u− vh‖V .

Nach Kürzen erhalten wir cE‖u− uh‖V ≤ cS‖u− vh‖V und, da vh ∈ Vh beliebig war, die
Behauptung.

Bemerkung Die Beziehung (4.3) wird Galerkin-Orthogonalität genannt. △
Das Céa-Lemma zeigt, dass uh quasi-optimal bezüglich der Minimierung des Fehlers
‖u − uh‖V ist, das heißt, dieser Ausdruck wird bis auf eine Konstante minimiert. Die
Genauigkeit der Lösung hängt demnach wesentlich von der Approximationsgüte des An-
satzraums Vh ab.

Um die Lösung auszurechnen, benötigt man eine Basis {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN} von Vh. Dann ist
(4.2) äquivalent zu

suche uh ∈ Vh, so dass a(uh, ϕi) = ℓ(ϕi) für alle i = 1, 2, . . . , N.

Der Ansatz

uh =
N∑

j=1

zjϕj

führt zu dem linearen Gleichungssystem

N∑

j=1

a(ϕj , ϕi)zj = ℓ(ϕi), i = 1, 2, . . . , N,

das wir in Matrix-Vektor-Form schreiben:

Ahzh = bh, Ah = [a(ϕj, ϕi)]
N
i,j=1, zh = [zj]

N
j=1, bh = [ℓ(ϕi)]

N
i=1.

Die Matrix Ah wird Steifigkeitsmatrix genannt. Sie ist symmetrisch und positiv definit,

zThAhzh =
N∑

i,j=1

zia(ϕj, ϕi)zj = a

( N∑

j=1

zjϕj,
N∑

i=1

ziϕi

)
≥ cE

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

ziϕi

∥∥∥∥∥

2

V

,

da die Norm genau dann 0 ist, wenn zh = 0 gilt.
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Beispiel 4.2 (Courant (1943)) Zu lösen sei die Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω, u = 0 auf Γ

im Einheitsquadrat Ω = (0, 1) × (0, 1). Es werde Ω wie folgt mit einem gleichmäßigen
Dreiecksnetz der Maschenweite h überzogen:

•
I

II
III

IV
V

VI

︸ ︷︷ ︸
h

✲

✻

x

1

y

1

0

Wir wählen

Vh =
{
v ∈ C(Ω) : v ist in jedem Dreieck linear und v = 0 auf Γ

}
.

In jedem Dreieck hat v ∈ Vh die Form v(x, y) = a + bx + cy und ist durch die Werte an
den drei Eckpunkten des Dreiecks eindeutig bestimmt. Deshalb entspricht dimVh = N
der Anzahl der inneren Gitterpunkte. Ferner ist v global durch die Werte an diesen N
Gitterpunkten xj gegeben. Zur Diskretisierung wählen wir die nodale Basis, die durch

ϕi(xj) = δi,j

gegeben ist. Wir berechnen die Matrixelemente [Ah]i,j , wobei wir lokale Indizes wählen
und Symmetrien ausnutzen. Für die Ableitungen gilt

I II III IV V VI sonst
∂xϕZ 0 −h−1 −h−1 0 h−1 h−1 0
∂yϕZ h−1 h−1 0 −h−1 −h−1 0 0

und daher folgt

a(ϕZ , ϕZ) =

∫

I–VI

‖∇ϕZ‖2 dx

= 2

∫

I–III

{
|∂xϕZ|2 + |∂yϕZ |2

}
dx

= 2

∫

II+III

|∂xϕZ |2 dx+ 2

∫

I+II

|∂yϕZ |2 dx

= 2h−2

∫

II+III

dx+ 2h−2

∫

I+II

dx

= 4.
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Weiter ergibt sich

a(ϕZ , ϕS) =

∫

I+II

〈∇ϕZ ,∇ϕS〉 dx

=

∫

I+II

∂yϕZ∂yϕS dx

=

∫

I+II

h−1(−h−1) dx

= −1

und aus Symmetriegründen

a(ϕZ , ϕS) = a(ϕZ , ϕN) = a(ϕZ , ϕO) = a(ϕZ , ϕW ) = −1.

Schließlich ist

a(ϕZ , ϕSW ) =

∫

I+VI

〈∇ϕZ ,∇ϕSW 〉︸ ︷︷ ︸
=0

dx = 0

und wegen der Symmetrie auch a(ϕZ , ϕNO) = 0. Demnach entsteht also ein Gleichungs-
system mit genau derselben Matrix wie beim Differenzenverfahren mit dem Standard-5-
Punkte-Stern: 


αNW αN αNO

αW αZ αO

αSW αS αSO




⋆

=




−1
−1 4 −1

−1



⋆

.

△
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5. Finite Elemente

5.1 Vernetzung

Zur numerischen Approximation der Lösung eines Variationsproblems benötigen wir eine
systematische Vorgehensweise zur Konstruktion endlichdimensionaler Teilräume Vh ⊂ V .
Dazu sei zunächst Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug berandetes Gebiet.

Ein Finite-Element-Raum ist charakterisiert durch

1. die Art der Zerlegung: Am gebräuchlichsten sind Zerlegungen in Dreiecks- oder
Viereckselemente.

2. die Wahl der Ansatzfunktionen: Die Ansatzfunktionen sind stückweise auf jedem
Element definiert durch ein Polynom von vorgegebenem Grad.

Definition 5.1 Eine Zerlegung T = {T1, T2, . . . , TM} von Ω in Dreiecks- oder Vierecks-
elemente heißt zulässig, wenn folgende Eigenschaften erfüllt sind:

1. Es ist Ω =
⋃M

i=1 Ti.

2. Besteht Ti∩Tj aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt sowohl von Ti als
auch von Tj .

3. Besteht Ti ∩ Tj aus mehr als einem Punkt, so ist Ti ∩ Tj eine Kante sowohl von Ti
als auch von Tj.

unzulässige Zerlegung

•

• •

zulässige Zerlegung

Wir betrachten Familien von Zerlegungen {Th}, wobei jedes Element T ∈ Th einen Durch-
messer von höchstens 2h besitzen soll.

Als Ansatzfunktionen wählt man nun beispielsweise stückweise polynomiale Funktionen,
das heißt v|T ∈ Pm für alle T ∈ T , wobei

Pm :=

{
v(x, y) =

∑

0≤i+j≤m

αi,jx
iyj
}
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die Polynome von vorgegebenen Grad ≤ m bezeichnet. Wie der nachfolgende Satz zeigt,
muss eine stückweise polynomiale Funktion global stetig sein, damit sie in H1(Ω) liegt.

Satz 5.2 Gegeben sei eine Zerlegung T des Gebiets Ω und sei k ≥ 1. Die Funktion
v : Ω → R erfülle v|T ∈ Ck(T ) für jedes T ∈ T . Dann ist v ∈ Hk(Ω) genau dann, wenn
v ∈ Ck−1(Ω) gilt.

Beweis. Es genügt, den Beweis für k = 1 zu führen. Für k > 1 folgt die Aussage sofort
aus einer Betrachtung der Ableitungen der Ordung k − 1.

“⇐”: Sei v ∈ C(Ω). Für i = 1, 2 definieren wir wi : Ω → R stückweise gemäß wi

∣∣
T
:= ∂xi

v
für jedes T ∈ T . Es folgt für φ ∈ C∞

0 (Ω)

∫

Ω

wiφ dx =
∑

T∈T

∫

T

∂xi
vφ dx =

∑

T∈T

{
−
∫

T

v∂xi
φ dx +

∫

∂T

vφni dσ

}
.

Da v als stetig vorausgesetzt wurde, heben sich die Integrale über die inneren Kanten
gegenseitig auf. Außerdem verschwindet φ auf Γ. Es bleibt also nur das Gebietsintegral
übrig, dies bedeutet, es gilt

∫

Ω

wiφ dx = −
∫

Ω

v∂xi
φ dx für alle φ ∈ C∞

0 (Ω).

Folglich ist wi nach Definition 3.1 die schwache Ableitung von v.

“⇒”: Sei v ∈ H1(Ω). Wir betrachten v in der Umgebung einer Kante und drehen die
Kante so, dass sie auf der y-Achse liegt. Sie umfasse speziell das Intervall [y− δ, y+ δ] mit
y < y und δ > 0. Sei zunächst v ∈ C∞(Ω) angenommen. Für die Hilfsfunktion

ψ(x) :=

∫ y

y

v(x, y) dy

folgt dann aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

|ψ(x)− ψ(x)|2 =
∣∣∣∣
∫ x

x

∫ y

y

∂xv(x, y) dy dx

∣∣∣∣
2

≤
∣∣∣∣
∫ x

x

∫ y

y

1 dy dx

∣∣∣∣|v|2H1(Ω)

= |x− x||y − y||v|2H1(Ω).

Wegen der Dichtheit von C∞(Ω) in H1(Ω) gilt diese Aussage auch für v ∈ H1(Ω). Also
ist x 7→ ψ(x) stetig, und zwar insbesondere bei x = 0. Da y und y abgesehen von y < y
beliebig waren, ist das nur möglich, wenn die stückweise stetige Funktion v auf der Kante
stetig ist.

5.2 Ansatzfunktionen auf Dreieckselementen

Wir untersuchen im folgenden Dreieckselemente, bei denen auf jedem Element der Zerle-
gung Polynome vom Grad ≤ m zugelassen sind.
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Lemma 5.3 Sei m ≥ 0. In einem Dreieck T seien auf m + 1 parallelen Linien ℓ =
1 + 2 + · · ·+ (m+ 1) Punkte z1, z2, . . . , zℓ angeordnet. Dann gibt es zu jedem f ∈ C(T )
genau ein Polynom p vom Grad m, das die Interpolationsaufgabe

p(zi) = f(zi), i = 1, 2, . . . , ℓ

löst.

Beweis. Für m = 0 ist nichts zu beweisen und wir nehmen an, der Beweis sei schon für
m− 1 erbracht. Wegen der Invarianz unter affinen Transformationen können wir anneh-
men, dass die Punkte zi = (xi, yi) für i = 1, 2, . . . , m + 1 auf der x-Achse liegen. Die
eindimensionale Theorie liefert ein Polynom p0 = p0(x) vom Grad m mit

p0(xi) = f(xi, 0), i = 1, 2, . . . , m+ 1.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ferner ein Polynom q = q(x, y) vom Grad m − 1
mit

q(xi, yi) =
1

yi

{
f(xi, yi)− p0(xi)

}
, i = m+ 2, m+ 3, . . . , ℓ.

Offensichtlich löst p(x, y) = p0(x)+ yq(x, y) ∈ Pm die vorgegebene Interpolationsaufgabe.

Nach diesem Lemma werden die Ansatzfunktionen folglich eindeutig festgelegt, indem wir
ihre Werte in ℓ = (m+ 1)(m+ 2)/2 geeignet gewählten Interpolationspunkten vorgeben.

Definition 5.4 Die Polynome aus Pm, die genau an einem der ℓ = (m + 1)(m + 2)/2
Interpolationspunkte den Wert 1 annehmen und an allen anderen verschwinden, bilden
die nodale Basis, auch Lagrange-Basis genannt.

Die Knoten der nodalen Basis für lineare, quadratische und kubische Dreieckselemente
wählt man wie folgt:

m = 1

• •

• m = 2

• •

•

•

• •

m = 3

• •

•

•

• •

•

• •

•

Diese Wahl der Interpolationspunkte zur Konstruktion von Finite-Element-Räumen stellt
sicher, dass die Ansatzfunktionen stetig sind. Denn die Restriktion einer Ansatzfunktion
auf eine Kante ist ein eindimensionales Polynom, das durch die Festlegung von m + 1
Interpolationswerten eindeutig bestimmt ist. Da die gleichen Vorgaben im Nachbarelement
gemacht werden, ist die Funktion stetig über die Kanten und damit global stetig.
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5.3 Ansatzfunktionen auf Viereckselementen

Auf Rechtecksgittern werden die Polynomfamilien

Qm :=

{
v(x, y) =

∑

0≤i,j≤m

αi,jx
iyj
}

verwendet.

Bemerkung Es gilt Pm ⊂ Qm ⊂ P2m. △

Lemma 5.5 Sei m ≥ 0. In einem Rechteck T = [0, a]× [0, b] betrachte man die (m+1)2

Punkte
{(ati, btj) : 0 ≤ i, j ≤ m} mit 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm ≤ 1.

Dann gibt es zu jedem f ∈ C(T ) genau ein Polynom p ∈ Qm, das die Interpolationsauf-
gabe

p(ati, btj) = f(ati, btj), i, j = 0, 1, . . . , m

löst.

Beweis. Wir lösen für jedes j = 0, 1, . . . , m nacheinander die eindimensionalen Interpola-
tionsprobleme

pj(ati) = f(ati, btj), i = 0, 1, . . . , m.

Ferner mögen

Lk(y) :=

m∏

j=0
j 6=k

y − btj
btk − btj

die Lagrange-Polynome zu den Knoten {bt0, bt1, . . . , btm} bezeichnen, das heißt, für jedes
k = 0, 1, . . . , m ist Lk ein Polynom vom Grad m mit Lk(btj) = δk,j. Dann erfüllt das
zusammengesetzte Polynom

p(x, y) =

m∑

k=0

pk(x)Lk(y) ∈ Qm

offensichtlich die gewünschten Interpolationsbedingungen.

Um globale Stetigkeit zu gewährleisten, werden auch hier wieder Knoten auf dem Rand
des Rechtecks verteilt:

m = 1

• •

• • m = 2

• •

• •

•

• • •

• m = 3

• •

• •

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

• •
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Mit Hilfe von affinen Transformationen lassen sich Rechtecke nur auf Paralellogramme
abbilden. Um allgemeine Vierecke zu erzeugen, benötigt man bilineare Transformationen,
unter denen dann aber der Polynomraum Qm nicht mehr invariant wäre.

Bemerkung Es gibt einen ganzen Zoo von verschiedenen Finiten Elementen, wir haben
hier nur die gebräuchlichsten vorgestellt. Die recht populären Serendipity-Elemente sind
beispielsweise auf jedem Element aus

Q̃2 := Q2 ∩ P3 = span{1, x, y, x2, xy, y2, x2y, xy2}.

Die Interpolationsaufgabe ist durch Vorgabe der Interpolationsbedingungen auf den acht
Punkten auf dem Rand des Vierecks eindeutig bestimmt.

Um Finite Elemente für den H2(Ω) zu erhalten, benötigt man gemäß Satz 5.2 globa-
le C1(Ω)-Funktionen. Diese sind nicht einfach zu konstruieren und benötigen viel mehr
Freiheitsgrade. △

5.4 Dreidimensionaler Fall

Sei Ω ⊂ R3 ein Polyeder. Eine Zerlegung T = {T1, T2, . . . , , TM} dieses Polyeders ist
zulässig, wenn Ω =

⋃M
i=1 Ti und Ti ∩ Tj, i 6= j, entweder leer oder eine gemeinsame Ecke,

Kante oder Fläche ist. Man betrachtet Tetraeder-Elemente oder Quader-Elemente, bei
denen die Ansatzfunktionen auf jedem Element T ∈ T jeweils

v|T ∈ Pm :=

{
v(x, y, z) =

∑

0≤i+j+k≤m

αi,j,kx
iyjzk

}

oder

v|T ∈ Qm :=

{
v(x, y, z) =

∑

0≤i,j,k≤m

αi,j,kx
iyjzk

}

erfüllen. Satz 5.2 lässt sich völlig analog beweisen, die Ansatzfunktionen müssen also
wieder global stetig sein, damit sie in H1(Ω) enthalten sind.

Auch die beiden Lemmata 5.3 und 5.5 lassen sich entsprechend verallgemeinern. Auf
Tetraedern werden die Ansatzfunktionen durch die Werte in den folgenden Interpolati-
onspunkten vorgegeben:

m = 1

• •

•

•

m = 2

• •

•

•

•
• •

•
• •

Auf Quadern wählt man die Interpolationspunkte wie folgt:
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m = 1

• •

• •

•

• •

•

m = 2

• •

• •

•

• •

•

• •

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

Durch affine Abbildungen lassen sich beliebige Tetraeder beziehungsweise Spate erzeugen.
Beliebige Hexaeder-Elemente werden hingegen nur durch trilineare Transformationen er-
zeugt.

5.5 Approximationseigenschaften

Das Céa-Lemma besagt, dass die Güte der Galerkin-Approximation davon abhängt, wie
gut sich die Lösung im Finite-Element-Raum approximieren lässt. Daher müssen wir die
Approximationseigenschaften der Finite-Element-Räume untersuchen.

Definition 5.6 Eine Familie von Finite-Element-Räumen Vh mit Zerlegungen Th von Ω ⊂
R

d heißt affine Familie, wenn ein Tripel (Tref ,Pref ,Σ) mit den folgenden Eigenschaften
existiert:

1. Tref ist ein Polyeder im Rd.

2. Pref ist ein Unterraum von C(Tref) mit endlicher Dimension ℓ.

3. Σ ist eine Menge von ℓ linear unabhängigen Funktionalen auf Pref . Jedes p ∈ Pref ist
durch die Werte der ℓ Funktionale aus Σ eindeutig bestimmt. Da sich die Funktionale
in der Regel auf Funktionswerte und Ableitungen an Punkten in Tref beziehen,
spricht man von (verallgemeinerten) Interpolationsbedingungen.

4. Zu jedem T ∈ Th gibt es eine affine Abbildung FT : Tref → T , so dass für jedes
v ∈ Vh gilt

v(x) = p(F−1
T x) mit p ∈ Pref für alle x ∈ T .

5. Es sei Vh ⊂ Ck(Ω). Die Restriktion von p ∈ Pref auf jede Kante bzw. Fläche von
Tref sowie die Ableitungen bis zur Ordnung k sind durch solche Interpolationsbedin-
gungen aus Σ eindeutig bestimmt, die sich nur auf Größen an Punkten auf dieser
Kante bzw. Fläche beziehen.

Beispiel 5.7 Stückweise lineare Finite Elemente auf Dreiecken erhält man durch die
Wahl

Tref := △
(
(0, 0), (1, 0), (0, 1)

)
, Pref := P1, Σ := {δ(0,0), δ(1,0), δ(0,1)}.
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Hiebei bezeichnet δ : C(Rd) → R die Delta-Distribution

δy
(
f(x)

)
:=

{
f(x), falls x = y,

0, sonst.

△
Wir haben gesehen, dass in zwei Raumdimensionen H1(Ω)-Funktionen nicht stetig sein
müssen. Hingegen sind Funktionen aus H2(Ω) stetig, wie der folgende Einbettungssatz
zeigt.

Satz 5.8 (Lemma von Sobolev) Es sei Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug berandetes
Gebiet und m ≥ 2. Dann ist Hm(Ω) ⊂ C(Ω), insbesondere gibt es eine Konstante c > 0,
so dass gilt

sup
x∈Ω

|v(x)| ≤ c‖v‖H2(Ω) ≤ c‖v‖Hm(Ω) für alle v ∈ Hm(Ω).

Beweis. Wir zeigen zunächst supx∈Ω |v(x)| ≤ c‖v‖H2(Ω) für v ∈ C∞(Ω) ∩H2(Ω). Da ein
polygonal berandetes Gebiet die Kegelbedingung erfüllt, gibt es zu jedem x ∈ Ω einen
Kegel Kx ⊂ Ω mit Spitze in x, der den Öffnungswinkel ϕ und den Radius r besitzt:

x

r

ϕ

Betrachte die Hilfsfunktion fr ∈ C2(R2) mit der Eigenschaft

fr(y) =

{
1, falls ‖x− y‖ < r/2,

0, falls ‖x− y‖ ≥ r.

Dann ergibt sich für x+ ρeθ ∈ Kx mit ‖eθ‖ = 1 mit Hilfe der Produktregel

v(x) = −
[
fr(x + ρeθ)v(x+ ρeθ)

]ρ=r

ρ=0

= −
∫ r

0

∂
(
fr(x+ ρeθ)v(x+ ρeθ)

)

∂ρ
dρ

= −
[
ρ
∂
(
fr(x + ρeθ)v(x+ ρeθ)

)

∂ρ

]ρ=r

ρ=0︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ r

0

∂2
(
fr(x + ρeθ)v(x+ ρeθ)

)

∂ρ2
ρ dρ.
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Durch die Substitution z := x + ρeθ folgt hieraus

ϕ|v(x)| =
∣∣∣∣
∫ ϕ

0

∫ r

0

∂2
(
fr(x+ ρeθ)v(x+ ρeθ)

)

∂ρ2
ρ dρ dθ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Kx

∂2
(
fr(z)v(z)

)

∂ρ2
dz

∣∣∣∣

≤
√∫

Kx

12 dz

√√√√
∫

Kx

∣∣∣∣∣
∂2
(
fr(z)v(z)

)

∂ρ2

∣∣∣∣∣

2

dz

≤ c r
√
ϕ‖v‖H2(Ω).

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass gilt

∣∣∣∣
∂2(frv)

∂ρ2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂2fr
∂ρ2

v + 2
∂fr
∂ρ

∂v

∂ρ
+ fr

∂2v

∂ρ2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∂2fr
∂ρ2

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤cf

|v|+ 2

∣∣∣∣
∂fr
∂ρ

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸
≤cf

∣∣∣∣
∂v

∂ρ

∣∣∣∣+ |fr|︸︷︷︸
≤cf

∣∣∣∣
∂2v

∂ρ2

∣∣∣∣.

Da C∞(Ω) ∩H2(Ω) dicht in H2(Ω) liegt, ergibt sich schließlich

sup
x∈Ω

|v(x)| ≤ c‖v‖H2(Ω) für alle v ∈ H2(Ω).

Insbesondere lässt sich damit jedes v ∈ H2(Ω) als gleichmäßiger Grenzwert von Funktio-
nen aus C∞(Ω) ∩H2(Ω) auffassen, weshalb v selbst stetig ist.

Satz 5.9 (Rellichscher Auswahlsatz) Es sei m ≥ 0 und Ω ein durch einen Polygonzug
berandetes Gebiet. Dann ist die Einbettung Hm+1(Ω) →֒ Hm(Ω) kompakt, das heißt, die
Einheitskugel des Hm+1(Ω) ist kompakt bezüglich des Hm(Ω).

Beweis. Der interessierte Leser sei auf J. Wloka “Partielle Differentialgleichungen” ver-
wiesen.

Lemma 5.10 Es sei Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug berandetes Gebiet. Ferner sei
m ≥ 2 und in Ω seien ℓ = m(m + 1)/2 Punkte x1,x2, . . .xℓ vorgegeben, an denen die
Interpolation I : Hm(Ω) → Pm−1 durch Polynome vom Grad m − 1 eindeutig bestimmt
ist. Dann gibt es eine Konstante cI = cI(Ω,x1,x2, . . .xℓ), so dass gilt

‖v − Iv‖Hm(Ω) ≤ cI |v|Hm(Ω) für alle v ∈ Hm(Ω).

Beweis. Wir führen in Hm(Ω) die Norm

|||v||| := |v|Hm(Ω) +
ℓ∑

k=1

|v(xk)|
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ein und zeigen, dass die Normen ||| · ||| und ‖ · ‖Hm(Ω) äquivalent sind. Dann folgt nämlich
aus

‖v − Iv‖Hm(Ω) ≤ c|||v − Iv|||

= c

(
|v − Iv|Hm(Ω) +

ℓ∑

k=1

|(v − Iv)(xk)|
)

= c
(
|v − Iv|Hm(Ω)

)

= c|v|Hm(Ω)

die Behauptung. Dabei haben wir ausgenutzt, dass Iv mit v in den Interpolationspunkten
übereinstimmt und dass ∂αx (Iv) = 0 ist für alle |α| = m.

Beim Nachweis der Äquivalenz ist eine Richtung schnell erbracht. Nach Lemma 5.8 ist die
Einbettung Hm(Ω) →֒ C(Ω) stetig. Das bewirkt

|v(xk)| ≤ c‖v‖Hm(Ω) für k = 1, 2, . . . , ℓ

und weiter |||v||| ≤ (1 + cℓ)‖v‖Hm(Ω).

Angenommen, die Umkehrung

‖v‖Hm(Ω) ≤ c|||v||| für alle v ∈ Hm(Ω)

sei für jede positive Zahl c falsch. Dann gibt es eine Folge {vi} mit

‖vi‖Hm(Ω) = 1, |||vi||| <
1

i
, i = 1, 2, . . . .

Nach dem Rellichschen Auswahlsatz (Satz 5.9) konvergiert eine Teilfolge in Hm−1(Ω).
Ohne Beschränkung der Allgmeinheit können wir annehmen, dass es sich dabei um die
ganze Folge handelt. Damit ist {vi} eine Cauchy-Folge in Hm−1(Ω). Aus |vi|Hm(Ω) ≤
|||vi||| → 0 und

‖vi − vj‖2Hm(Ω) ≤ ‖vi − vj‖2Hm−1(Ω) + 2
{
|vi|2Hm(Ω) + |vj |2Hm(Ω)

}

schließen wir, dass {vi} sogar eine Cauchy-Folge in Hm(Ω) ist. Wegen der Vollständig-
keit des Raums existiert ein Grenzelement v⋆ ∈ Hm(Ω) mit ‖vi − v⋆‖Hm(Ω) → 0. Aus
Stetigkeitsgründen folgt

‖v⋆‖Hm(Ω) = 1, |||v⋆||| = 0.

Dies impliziert |v⋆|Hm(Ω) = 0 und damit muss v⋆ ein Polynom aus Pm−1 sein. Wegen
v⋆(xk) = 0 für alle k = 1, 2, . . . , ℓ ist v⋆ das Nullpolynom, was im Widerspruch zu
‖v⋆‖Hm(Ω) = 1 steht.

Proposition 5.11 (Bramble-Hilbert-Lemma) Es sei Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug
berandetes Gebiet und m ≥ 2. Ist g : Hm(Ω) → R ein beschränktes, lineares Funktional
mit

g(p) = 0 für alle p ∈ Pm−1,

dann gilt
|g(v)| ≤ c|v|Hm(Ω) für alle v ∈ Hm(Ω).
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Beweis. Es sei I : Hm(Ω) → Pm−1 ein Interpolationsprojektor, der den Voraussetzungen
von Lemma 5.10 genügt. Dann folgt

|g(v)| = |g(v − Iv)| ≤ cg‖v − Iv‖Hm(Ω) ≤ cgcI |v|Hm(Ω).

Definition 5.12 Eine Familie von Zerlegungen {Th} heißt nicht entartet, wenn es eine
Zahl κ > 0 gibt, so dass jedes T ∈ Th einen Kreis vom Radius ρT enthält mit

ρT ≥ hT
κ
.

Hierbei bezeichnet hT ≤ h := maxT∈Th hT den halben Durchmesser des Elements T . Ist
die untere Schranke für den Innkreisradius ρT sogar unabhängig von T , gilt also

ρT ≥ h

κ
,

dann heißt die Familie {Th} quasi-uniform.

Beispiel 5.13

nicht entartet: quasi-uniform:

△

Bemerkung Eine quasi-uniforme Zerlegung ist offenbar auch nicht entartet. Nicht ent-
artete Zerlegungen lassen jedoch im Gegensatz zu quasi-uniformen auch lokal verfeinerte
Zerlegungen zu. △

Lemma 5.14 (Transformationsformel) Das Element T und das Referenzelement Tref seien
durch eine bijektive affine Abbildung

FT : Tref → T, x̂ 7→ x = FT (x̂) = Bx̂+ b

einander zugeordnet. Für v ∈ Hm(T ) ist dann die durch

v(x) = v
(
FT (x̂)

)
= v̂(x̂)

transformierte Funktion v̂ aus Hm(Tref) und es gibt eine Konstante c = c(m), so dass

|v̂|Hm(Tref ) ≤ c‖B‖m2 |detB|−1/2|v|Hm(T ).
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Beweis. Sei v ∈ Cm(T ) und damit auch v̂ ∈ Cm(Tref), dann ergibt die Kettenregel

∂v̂(x̂)

∂x̂i
=
∂v(x)

∂x1

∂x1
∂x̂i

+
∂v(x)

∂x2

∂x2
∂x̂i

= b1,i
∂v(x)

∂x1
+ b2,i

∂v(x)

∂x2
.

Hieraus folgt
∣∣∣∣
∂v̂(x̂)

∂x̂i

∣∣∣∣ ≤ {|b1,i|+ |b2,i|}max
j=1,2

∣∣∣∣
∂v(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ ‖B‖1max
j=1,2

∣∣∣∣
∂v(x)

∂xj

∣∣∣∣

und rekursiv für beliebiges α ∈ N2
0

∣∣∂αx̂ v̂(x̂)
∣∣ ≤ ‖B‖|α|

1 max
β mit |β|=|α|

∣∣∂βx v(x)
∣∣.

Deshalb ist ∑

|α|=m

∣∣∂αx̂ v̂(x̂)
∣∣2 ≤ c‖B‖2m2

∑

|β|=m

∣∣∂βx v(x)
∣∣2

und somit

|v̂|2Hm(Tref )
=
∑

|α|=m

∫

Tref

∣∣∂αx̂ v̂(x̂)
∣∣2 dx̂

≤ c‖B‖2m2
∑

|β|=m

∫

Tref

∣∣∂βx v
(
FT (x̂)

)∣∣2 dx̂

= c‖B‖2m2
∑

|β|=m

∫

T

∣∣∂βx v
(
x)
∣∣2∣∣det(B−1)

∣∣dx

= c‖B‖2m2 |detB|−1|v|2Hm(T ).

Aufgrund der Dichtheit von Cm(T ) ∩Hm(T ) in Hm(T ) folgt die Behauptung.

Das nachfolgende Lemma schätzt für ein beliebiges T ∈ Th die Normen von B und B−1

explizit bezüglich des Parameters h ab. Die Konstanten sind unabhängig von T , voraus-
gesetzt, die Zerlegungen {Th} sind quasi-uniform.

Lemma 5.15 Es sei Tref ein festes, von der Zerlegung unabhängiges Referenzelement.
Das Element T gehe aus Tref durch eine bijektive affine Abbildung

FT : Tref → T, x̂ 7→ x = FT (x̂) = Bx̂+ b

hervor. Ferner enthalte T einen Kreis mit Radius h/κ und werde umschrieben von einem
Kreis mit Radius h. Dann gilt

‖B‖2 ≤ ch,
∥∥B−1

∥∥
2
≤ c

κ

h

mit einer Konstanten c für alle T mit dieser Eigenschaft.

Beweis. Es gibt Kreise mit Radius ρref und href , die in Tref enthalten sind bzw. Tref um-
schreiben. Demnach existiert auch ein x̂0 ∈ Tref , so dass x̂ ∈ Tref für alle ‖x̂− x̂0‖2 ≤ ρref .



5.5. Approximationseigenschaften 51

Für x0 := Bx̂0+b ∈ T und x := Bx̂+b ∈ T folgt x−x0 = B(x̂−x̂0) und ‖x−x0‖2 ≤ 2h.
Hieraus schließen wir

‖B‖2 =
1

ρref
sup

‖ẑ‖2=ρref

‖Bẑ‖2 =
1

ρref
sup

‖ẑ‖2=ρref
x=B(ẑ+x̂0)+b

‖x− x0‖2 ≤
2h

ρref
.

Umgekehrt gibt es ein z0 mit x = z0 + z ∈ T für alle ‖z‖2 ≤ h/κ und folglich ist

‖B−1‖2 =
κ

h
sup

‖z‖2=h/κ

‖B−1z‖2 ≤ 2href
κ

h
.

Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.15 kann man sofort folgende
Schranken für die Determinanten von B und B−1 angeben. Wegen

∫

T

1 dx =

∫

Tref

| detB| dx ≤ πh2

folgt nämlich | detB|1/2 ≤ ch und wegen

| detB|−1 ≤ κ2

πh2

∫

T

| detB|−1 dx ≤ κ2

πh2

∫

Tref

1 dx

folgt | detB|−1/2 ≤ cκ/h. △
Wir können nun als Hauptresultat dieses Abschnittes die folgende Abschätzung für den
Approximationsfehler in Vh beweisen. Den Approximationsfehler drücken wir in der git-
terabhängigen Norm

‖v‖m,h :=

√∑

T∈Th
‖v‖2Hm(T )

aus, da dann keine globale Glattheit von der Funktion v verlangt wird. Offensichtlich gilt
jedoch

‖v‖m,h = ‖v‖Hm(Ω) für alle v ∈ Hm(Ω).

Satz 5.16 (Approximationsabschätzung) Es seien Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug
berandetes Gebiet, k ≥ 2, 0 ≤ m ≤ k, und {Th} eine quasi-uniforme Familie von Zer-
legungen. Der Operator Ih bezeichne die stückweise Interpolation durch Polynome vom
Grad k − 1, dann gilt

‖v − Ihv‖m,h ≤ cinth
k−m|v|Hk(Ω) für alle v ∈ Hk(Ω)

mit einer Konstante cint, die nur von Ω, κ und k abhängt.

Beweis. Es gilt für alle 0 ≤ ℓ ≤ m gemäß Lemmata 5.14 und 5.15

|v − Ihv|Hℓ(T ) ≤ c
∥∥B−1

∥∥ℓ
2︸ ︷︷ ︸

≤(cκ/h)ℓ

|detB|1/2|v̂ − Iv̂|Hℓ(Tref ) ≤ ch−ℓ|detB|1/2|v̂ − Iv̂|Hℓ(Tref ).
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Aus Lemma 5.10 folgt

|v̂ − Iv̂|Hℓ(Tref ) ≤ ‖v̂ − Iv̂‖Hk(Tref ) ≤ cI |v̂|Hk(Tref ),

und damit die Abschätzung

|v − Ihv|Hℓ(T ) ≤ ch−ℓ|detB|1/2|v̂|Hk(Tref ).

Der Rücktransport auf das Element T liefert wieder mit Hilfe der Lemmata 5.14 und 5.15

|v − Ihv|Hℓ(T ) ≤ ch−ℓ|detB|1/2 ‖B‖k2︸ ︷︷ ︸
≤(ch)k

|detB|−1/2|v|Hk(T ) ≤ chk−ℓ|v|Hk(T ).

Durch Aufsummation ergibt schließlich

‖v − Ihv‖2Hm(T ) =

m∑

ℓ=0

|v − Ihv|2Hℓ(T ) ≤ c|v|2Hk(T )

m∑

ℓ=0

h2(k−ℓ) ≤ ch2(k−m)|v|2Hk(T )

und daher die Behauptung.

Bemerkung Für v ∈ H2(Ω) und stetige, stückweise lineare Ansatzfunktionen auf Drei-
ecken gelten demnach die Abschätzungen

‖v − Ihv‖H1(Ω) ≤ cinth|v|H2(Ω), ‖v − Ihv‖L2(Ω) ≤ cinth
2|v|H2(Ω).

Diese Abschätzungen gelten auch für stetige, stückweise bilineare Ansatzfunktionen auf
Paralellogrammen, da hier die Elementabbildungen ebenfalls affin sind. Im Fall beliebiger
Vierecke benötigt man noch eine zusätzliche Bedingung an die Vierecke, um sicherzu-
stellen, dass sie nicht degenieren. Dann gelten beide Abschätzungen auch auf beliebigen
Vierecken. △
Für Funktionen vh ∈ Vh kann man stärkere Sobolev-Normen durch schwächere abschätzen,
wenn man entsprechende h-Potenzen opfert. Dies ist die Aussage der folgenden inversen
Abschätzung.

Satz 5.17 (inverse Abschätzung) Sei {Th} eine quasi-uniforme Familie von Zerlegungen
des Gebiets Ω. Der Ansatzraum Vh bestehe aus durch stückweise Polynome vom Grad
s gegebenen Funktionen. Dann gibt es eine Konstante cinv, welche nur von k, t und κ
abhängt, so dass für 0 ≤ m ≤ t gilt

‖vh‖t,h ≤ cinvh
m−t‖vh‖m,h für alle vh ∈ Vh.

Beweis. Es genügt,
|v|Ht(Tref ) ≤ c|v|Hm(Tref ) für alle v ∈ Pref (5.1)

zu zeigen. Mit der Transformationsformel aus Lemma 5.14 folgt dann genau wie im Beweis
von Satz 5.16 die Umrechnung auf die einzelnen Elemente. Dabei kommt der Faktor chm−t

in die Abschätzung. Die Summation der quadrierten Ausdrücke über alle Elemente liefert
dann die Behauptung.
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Zum Nachweis von (5.1) seien ℓ := m(m + 1)/2 Punkte x1,x2, . . . ,xℓ ∈ Tref so gewählt,
dass die Interpolation I in Pm−1 stets eine eindeutige Lösung besitzt. Dann sind

|||v||| := |v|Hm(Tref ) +

ℓ∑

j=1

|v(xj)|

und ‖ · ‖Hm(Tref ) äquivalente Normen (vgl. Beweis von Lemma 5.10). Außerdem sind auf
Pref ⊕ Pm−1 wegen der endlichen Dimension ebenfalls ||| · ||| und ‖ · ‖Ht(Tref ) äquivalent.
Schließlich ist wegen Iv ∈ Pm−1 stets |Iv|Ht(Tref ) = |Iv|Hm(Tref ) = 0. Zusammen folgt nun
(5.1):

|v|Ht(Tref ) = |v − Iv|Ht(Tref ) ≤ ‖v − Iv‖Ht(Tref ) ≤ c|||v − Iv|||

= c

{
|v − Iv|Hm(Tref ) +

ℓ∑

j=1

|(v − Iv)(xj)|︸ ︷︷ ︸
=0

}

= c|v|Hm(Tref ).

Bemerkung Für stetige, stückweise lineare Ansatzsatzfunktionen auf Dreiecken haben
wir demnach

‖vh‖H1(Ω) ≤ cinvh
−1‖vh‖L2(Ω) für alle vh ∈ Vh.

Diese Abschätzung gilt ebenfalls für stetige, stückweise bilineare Ansatzfunktionen auf
Vierecken. △
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6. Fehleranalysis

Aus Satz 5.16 haben wir gefolgert, dass für eine quasi-uniforme Familie von Zerlegun-
gen, basierend auf stückweise linearen Ansatzfunktionen auf Dreiecken oder stückweise
bilinearen Ansatzfunktionen auf Vierecken, gilt

‖v − Ihv‖H1(Ω) ≤ cinth|v|H2(Ω) für alle v ∈ H2(Ω).

Nach dem Céa-Lemma erhalten wir daraus

‖u− uh‖H1(Ω) ≤
cS
cE
cinth|u|H2(Ω),

vorausgesetzt, wir können u ∈ H2(Ω) zeigen.

Definition 6.1 Es sei H1
0 (Ω) ⊂ V ⊂ H1(Ω) und a(·, ·) eine V -elliptische Bilinearform.

Das Variationsproblem

suche u ∈ V , so dass a(u, v) = (f, v)L2(Ω) für alle v ∈ V

heißt Hs(Ω)-regulär, wenn es eine Konstante cR gibt, so dass zu jedem f ∈ Hs−2(Ω)
eine Lösung u ∈ Hs(Ω) existiert mit

‖u‖Hs(Ω) ≤ cR‖f‖Hs−2(Ω).

Diese Definition wird zunächst nur für s ≥ 2 herangezogen. Diese Einschränkung entfällt,
wenn negative Normen erklärt sind.

Beispiel 6.2 Auf dem Gebiet

Ω := {(r cosϕ, r sinϕ) : 0 < r < 1, 0 < ϕ < ω}

mit den Randkomponenten

Γ1 = {(r, 0) : 0 ≤ r ≤ 1},
Γ2 = {(r cosω, r sinω) : 0 ≤ r ≤ 1},
Γ3 = {(cosϕ, sinϕ) : 0 ≤ ϕ ≤ ω}

betrachten wir die Funktion

u(x, y) = û(r, ϕ) =
(
r2 − r

π
ω

)
sin
(π
ω
ϕ
)
.
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Mit x = r cosϕ und y = r sinϕ ergibt sich

1

r

∂û

∂r
+
∂2û

∂r2
+

1

r2
∂2û

∂ϕ2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

Demnach erhalten wir

uxx + uyy =
(
2− π

ω
r

π
ω
−2
)
sin
(π
ω
ϕ
)
+
[
2− π

ω

(π
ω
− 1
)
r

π
ω
−2
]
sin
(π
ω
ϕ
)

−
(
1− r

π
ω
−2
)π2

ω2
sin
(π
ω
ϕ
)

=
(
4− π2

ω2

)
sin
(π
ω
ϕ
)
.

Dies bedeutet, die Funktion u ist eindeutige Lösung des Dirichlet-Problems

−∆u =
(π2

ω2
− 4
)
sin
(π
ω
ϕ
)

in Ω, u = 0 auf Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3.

Es liegt rπ/ω sin(πϕ/ω) und damit auch u in H2(Ω) genau dann, wenn π/ω ≥ 1, also wenn
ω ≤ π gilt. Da aber die rechte Seite wegen sin(πϕ/ω) in L2(Ω) liegt, ist das Problem für
ω > π nicht H2(Ω)-regulär. △

Satz 6.3 (H2(Ω)-Regulariät) Es sei Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug berandetes
konvexes Gebiet und

a(u, v) =

∫

Ω

〈A∇u,∇v〉 dx, u, v ∈ H1
0 (Ω)

eine elliptische Bilinearform mit Lipschitz-stetigen Koeffizienten ai,j. Dann ist das Varia-
tionsproblem

suche u ∈ H1
0 (Ω), so dass a(u, v) = (f, v)L2(Ω) für alle v ∈ H1

0 (Ω)

H2(Ω)-regulär.

Beweis. Einen Beweis dieses Satzes findet der interessierte Leser zum Beispiel in P. Gri-
svard “Elliptic Problems in Nonsmooth Domains”.

Satz 6.4 (Konvergenz) Es sei Ω ⊂ R2 ein durch einen Polygonzug berandetes konvexes
Gebiet und {Th} eine quasi-uniforme Familie von Zerlegungen von Ω. Ist f ∈ L2(Ω),
dann erfüllt die mit dem Galerkin-Verfahren berechnete Näherungslösung uh ∈ Vh die
Abschätzung

‖u− uh‖H1(Ω) ≤
cS
cE
cintcRh‖f‖L2(Ω).

Beweis. Nach Satz 6.3 ist das zugrundeliegende Variationsproblem H2(Ω)-regulär, das
heißt, seine Lösung u erfüllt ‖u‖H2(Ω) ≤ cR‖f‖L2(Ω). Nach Satz 5.16 gibt es daher ein
vh ∈ Vh mit

‖u− vh‖H1(Ω) ≤ cinth|u|H2(Ω) ≤ cinth‖u‖H2(Ω).
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Mit Hilfe des Céa-Lemmas (Satz 4.1) folgt schließlich

‖u− uh‖H1(Ω) ≤
cS
cE

‖u− vh‖H1(Ω) ≤
cS
cE
cintcRh‖f‖L2(Ω).

Bemerkung Bei quadratischen Finiten Elementen erhält man nach Satz 5.16 eine höhere
Fehlerordnung, sofern H3(Ω)-Regularität vorliegt. Um jedoch H3(Ω)-reguläre Lösungen
zu erhalten, muss im allgemeinen ein glattes und damit krumm berandetes Gebiet zu-
grundeliegen, welches dann nicht mehr in Dreiecke zerlegt werden kann. △

Satz 6.5 (Aubin-Nitsche-Lemma) Sei H ein Hilbert-Raum mit der Norm ‖ · ‖H und dem
Skalarprodukt (·, ·). Es sei V ein Unterraum, der durch die Norm ‖·‖V zum Hilbert-Raum
wird. Ferner sei die Einbettung V →֒ H stetig, das heißt, es ist ‖v‖H ≤ c‖v‖V für alle
v ∈ V .

Vorgelegt sei das Variationsproblem

suche u ∈ V , so dass a(u, v) = (f, v) für alle v ∈ V , (6.1)

wobei die Bilinearform a : V × V → R stetig und V -elliptisch sei. Dann gilt für die
Finite-Element-Lösung uh in Vh ⊂ V

‖u− uh‖H ≤ cS‖u− uh‖V sup
g∈H\{0}

{
1

‖g‖H
inf

vh∈Vh

‖ϕg − vh‖V
}
,

wenn jedem g ∈ H die eindeutige (schwache) Lösung ϕg ∈ V des Variationsproblems

suche ϕg ∈ V , so dass a(w, ϕg) = (g, w) für alle w ∈ V (6.2)

zugeordnet wird.

Beweis. Die Norm eines Elements in einem Hilbert-Raum lässt sich mittels eines Duali-
tätsarguments bestimmen:

‖w‖H = sup
g∈H\{0}

(g, w)

‖g‖H
. (6.3)

Wir erinnern, dass u und uh durch

a(u, v) = (f, v) für alle v ∈ V ,

a(uh, vh) = (f, vh) für alle vh ∈ Vh

gegeben sind. Deshalb ist a(u − uh, vh) = 0 für alle vh ∈ Vh. Weiter folgt, wenn wir in
(6.2) w := u− uh setzen, dass

(g, u− uh) = a(u− uh, ϕg) = a(u− uh, ϕg − vh) ≤ cS‖u− uh‖V ‖ϕg − vh‖V .
Das Dualitätsargument (6.3) liefert nun

‖u− uh‖H = sup
g∈H\{0}

(g, u− uh)

‖g‖H
≤ cS‖u− uh‖V sup

g∈H\{0}

‖ϕg − vh‖V
‖g‖H

.
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Bemerkung Das Variationsproblem (6.2) heißt das zu (6.1) duale Problem. △

Proposition 6.6 (L2-Fehlerabschätzung) Unter den Voraussetzungen von Satz 6.4 gilt

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ cScintcRh‖u− uh‖H1(Ω).

Gilt außerdem f ∈ L2(Ω) und damit u ∈ H2(Ω), dann folgt

‖u− uh‖L2(Ω) ≤
c2S
cE
c2intc

2
Rh

2‖f‖L2(Ω).

Beweis. Wegen H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) und ‖v‖L2(Ω) ≤ ‖v‖H1(Ω) für alle v ∈ H1

0 (Ω) ist die
Einbettung H1

0 (Ω) →֒ L2(Ω) stetig. Damit ist das Aubin-Nitsche-Lemma mit

H := L2(Ω), ‖ · ‖H := ‖ · ‖L2(Ω),

V := H1
0 (Ω), ‖ · ‖V := ‖ · ‖H1(Ω),

anwendbar.

Für gegebenes g ∈ L2(Ω) sei ϕg ∈ H2(Ω) die Lösung des dualen Problems (6.2). Die
Approximationseigenschaft zusammen mit der H2(Ω)-Regularität liefern dann

‖ϕg − Ihϕg‖H1(Ω) ≤ cinth|ϕg|H2(Ω) ≤ cinth‖ϕg‖H2(Ω) ≤ cintcRh‖g‖L2(Ω).

Zusammen mit dem Aubin-Nitsche-Lemma folgt

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ cS‖u− uh‖H1(Ω) sup
g∈L2(Ω)\{0}

inf
vh∈Vh

‖ϕg − vh‖H1(Ω)

‖g‖L2(Ω)

≤ cScintcRh‖u− uh‖H1(Ω).

Anwendung von Satz 6.4 liefert schließlich auch den zweiten Teil der Behauptung.

Satz 6.7 (L∞-Fehlerabschätzung) Unter den Voraussetzungen von Satz 6.4 gilt

sup
x∈Ω

|u(x)− uh(x)| ≤ ch‖f‖L2(Ω).

Beweis. Zu u ∈ H2(Ω) sei Ihu die Interpolierende. Wir zeigen zunächst

sup
x∈T

|u(x)− Ihu(x)| ≤ ch‖f‖L2(Ω) für alle T ∈ Th,

was dann sofort
sup
x∈Ω

|u(x)− Ihu(x)| ≤ ch‖f‖L2(Ω) (6.4)

impliziert.
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Sei T ∈ Th beliebig aber fest. Es bezeichne û die durch die affine Transformation re-
sultierende Funktion auf Tref und Iû die Interpolierende in Pref . Wegen der Einbettung
H2(Tref) →֒ C(Tref) folgt

sup
x∈T

|u(x)− Ihu(x)| = sup
x̂∈Tref

|û(x̂)− Iû(x̂)| ≤ c‖û− Iû‖H2(Tref ).

Lemmata 5.10 und 5.14 liefern

sup
x∈T

|u(x)− Ihu(x)| ≤ c|û|H2(Tref ) ≤ ch|u|H2(T ),

und somit die gewünschte Abschätzung

sup
x∈T

|u(x)− Ihu(x)| ≤ ch‖u‖H2(Ω) ≤ ch‖f‖L2(Ω).

Es seien v ∈ Vh und v̂ die affin auf Tref transformierte Funktion v|T . Da v̂ ∈ Pref ist, gilt

sup
x̂∈Tref

|v̂(x̂)| ≤ c‖v̂‖L2(Tref ).

Dies bedeutet gemäß Lemma 5.14, dass

sup
x∈T

|v(x)| ≤ c

h
‖v‖L2(T ),

und folglich ist
sup
x∈Ω

|v(x)| ≤ c

h
‖v‖L2(Ω) für alle v ∈ Vh. (6.5)

Wir kombinieren nun (6.4) und (6.5):

sup
x∈Ω

|u(x)− uh(x)| ≤ sup
x∈Ω

|u(x)− Ihu(x)|+ sup
x∈Ω

|uh(x)− Ihu(x)|

≤ c

{
h‖f‖L2(Ω) +

1

h
‖uh − Ihu‖L2(Ω)

}
.

Hieraus folgt wegen

‖uh − Ihu‖L2(Ω) ≤ ‖u− uh‖L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤ch2‖f‖L2(Ω)

nach Proposition 6.6

+ ‖u− Ihu‖L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤ch2‖f‖L2(Ω)

nach Satz 5.16 und
H2(Ω)-Regularität

≤ ch2‖f‖L2(Ω)

die Behauptung.

Bemerkung Diese L∞-Fehlerabschätzung ist nicht scharf. Man kann

sup
x∈Ω

|u(x)− uh(x)| ≤ ch2| log h|3/2‖u‖C2(Ω)

beweisen. Der logarithmische Term verschwindet im Fall d = 3 sogar. △
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7. Rechentechnische Betrachtungen

Die Umsetzung der Finite-Elemente-Methode am Computer lässt sich in folgende Einzel-
schritte zerlegen:

1. Netzgenerierung

2. Assemblierung, das ist das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix und der diskreten rech-
ten Seite

3. Lösung des linearen Gleichungssystems

4. a-posteriori Fehleranalysis: falls die Lösung nicht zufriedenstellend ist, markiere zu
verfeinernde Elemente und gehe zu Schritt 1 zurück

5. Visualisierung, das heißt, die graphische Darstellung der Lösung

Netzgenerierung: Für die Erzeugung der ursprünglichen Triangulierung gibt es zahlrei-
che Möglichkeiten, beispielsweise per Hand durch den erfahrenen Anwender oder vollau-
tomatisch durch Meshing Tools. Ausgehend von einer groben Triangulierung des Gebiets
kann man durch uniformes Unterteilen jedes Dreiecks bzw. Vierecks in vier neue Dreicke
bzw. Vierecke beliebig feine quasi-uniforme Gitter generieren:

Wir wollen nun eine Methode vorstellen, um einige wenige Elemente einer bestehenden
Triangulierung zu unterteilen. Dies wird nötig bei einer schlechten Approximationsgüte
des Gitters, welche a-priori zu erwarten ist, etwa in der Nähe einer einspringenden Ecke,
oder die während der Rechnung durch einen Fehlerschätzer gemeldet wird.

Algorithmus 7.1 (Netzverfeinerung)
input: zulässige Triangulierung mit als zu verfeinern markierten Elementen
output: zulässige, verfeinerte Triangulierung

➀ verfeinere alle markierten Dreiecke in vier Dreiecke

➁ liegen auf den Kanten eines Dreicks T (ohne die eigenen Ecken) mehr als ein Eck-
punkt eines anderen Dreiecks, so verfeinere T ebenfalls 1:4

➂ wiederhole ➁ bis kein weiteres Dreieck dazukommt
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➃ jedes Dreieck mit vier Ecken auf seinen Kanten wird halbiert, wobei die neue Kante
“grün” markiert wird

Beispiel 7.2 (Netzverfeinerung)

Schritt ➀ Schritt ➁ Schritte ➂ und ➃

•

•

•

•

• •

•

•

•

•

△

Bemerkungen

1. Grüne Kanten heißen Transitionskanten und die Dreiecke entsprechend Transitions-
elemente. Sollen später weitere Verfeinerungen in Transitionselementen vorgenom-
men werden, sind die Transitionskanten zu eliminieren.

2. Nicht entartete Triangulierungen bleiben nicht entartet, weil ursprüngliche Winkel
höchstens halbiert werden.

3. Ein zu Algorithmus 7.1 analoges Vorgehen ist auch bei Vierecken möglich:

−→
• • •

•

•

•

•

4. Eine Verfeinerung ist auch ohne Transitionselemente möglich, allerdings stellen die
dann entstehenden hängenden Knoten keine echten Freiheitsgrade dar, sondern sind
durch Werte auf der zugrundeliegenden Kante bestimmt.

5. Natürlich ist auch eine Neuvernetzung ohne die Berücksichtigung des alten Gitters
möglich.

△
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Assemblierung: Bei Finiten Elementen mit einer nodalen Basis {ϕi}Ni=1, wie beispiels-
weise bei linearen oder quadratischen Dreieckselementen, stellt man die Steifigkeitsmatrix
am besten element-orientiert auf. Ist etwa

a(u, v) =

∫

Ω

〈A∇u,∇v〉 dx,

dann folgt

a(ϕi, ϕj) =

∫

Ω

〈A∇ϕi,∇ϕj〉 dx =
∑

T∈Th

∫

T

〈A∇ϕi,∇ϕj〉 dx =:
∑

T∈Th

aT (ϕi, ϕj). (7.1)

Hierbei muss nur über diejenigen Dreiecke summiert werden, die gleichzeitig zum Träger
von ϕi und ϕj gehören.

Die Steifigkeitsmatrix berechnet man nun, indem man für jedes T ∈ Th den durch (7.1)
gegebenen additiven Beitrag ermittelt. Wenn jedes Element n Knoten enthält, hat man
die Element-Steifigkeitsmatrix

AT =




aT (ϕi1, ϕi1) aT (ϕi2, ϕi1) · · · aT (ϕin, ϕi1)
aT (ϕi1, ϕi2) aT (ϕi2, ϕi2) · · · aT (ϕin, ϕi2)

...
...

...
aT (ϕi1, ϕin) aT (ϕi2, ϕin) · · · aT (ϕin , ϕin)


 ∈ R

n×n

zu bilden. Außerdem transformiert man das Element T auf das Referenzelement Tref . Sei
FT : Tref → T , x̂ 7→ x = Bx̂ + x0 die zugehörige affine Abbildung. Dann ist der Beitrag
von T gegeben durch

aT (ϕik , ϕiℓ) =
|T |
|Tref |

∫

Tref

〈AB−T∇x̂ψk,B
−T∇x̂ψℓ〉 dx̂. (7.2)

Jede Funktion aus der nodalen Basis fällt nach der Transformation auf das Referenzdrei-
eck mit einer der normierten Formfunktionen ψ1, ψ2, . . . , ψn zusammen. Wählt man als
Referenzelement das Dreieick △

(
(0, 0), (1, 0), (0, 1)

)
, so ist bei linearen Elementen

ψ1(x̂, ŷ) = 1− x̂− ŷ, ψ2(x̂, ŷ) = x̂, ψ3(x̂, ŷ) = ŷ

und bei quadratischen

ψ1(x̂, ŷ) = (1− x̂− ŷ)(1− 2x̂− 2ŷ), ψ2(x̂, ŷ) = x̂(2x̂− 1), ψ3(x̂, ŷ) = ŷ(2ŷ − 1),

ψ4(x̂, ŷ) = 4x̂(1− x̂− ŷ), ψ5(x̂, ŷ) = 4x̂ŷ, ψ6(x̂, ŷ) = 4ŷ(1− x̂− ŷ).

lineare Formfunktionen
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quadratische Formfunktionen

Um (7.2) auszurechnen, ist im allgemeinen eine Quadraturformel notwendig, wie sie in
folgender Tabelle zu finden ist:

Quadraturpunkt Gewicht exakt in(
1
3
, 1
3

)
1
2

P1(
1
2
, 1
2

)
,
(
1
2
, 0
)
,
(
0, 1

2

)
1
6

P2(
1
3
, 1
3

)
−27

96(
1
5
, 1
5

)
,
(
1
5
, 3
5

)
,
(
3
5
, 1
5

)
25
96

P3(
1
3
, 1
3

)
9
80(

6+
√
15

21
, 6+

√
15

21

)
,
(
9−2

√
15

21
, 6+

√
15

21

)
,
(
6+

√
15

21
, 9−2

√
15

21

)
155+

√
15

2400(
6−

√
15

21
, 6−

√
15

21

)
,
(
9+2

√
15

21
, 6−

√
15

21

)
,
(
6−

√
15

21
, 9+2

√
15

21

)
155−

√
15

2400
P5

Ist der Integrand ein Polynom, so kann man das Integral auch analytisch mit Hilfe der
Formel ∫

Tref

x̂pŷq(1− x̂− ŷ)r d(x̂, ŷ) =
p!q!r!

(p+ q + r + 2)!

ausrechen. Da nur n2 Integrale pro Element T ∈ Th zu bilden sind und N ∼ |Th| gilt, lässt
sich die gesamte Steifigkeitsmatrix in linearer Komplexität aufstellen.

Das Aufstellen der diskreten rechten Seite bh wird analog ebenfalls element-orientiert
durchgeführt.

Innere Kondensation: Obwohl sich die Steifigkeitsmatrix additiv aus (n × n)-Unter-
matrizen zusammensetzt, ist die Bandbreite durchweg größer als n (vgl. Beispiel 4.2).
Eine Sonderrolle spielen die Knotenvariablen, die zu inneren Knoten gehören. So hat zum
Beispiel das quadratische Viereckselement oder das kubische Dreielement jeweils einen
inneren Knoten. Die Elimination einer solchen Variablen ändert nur die Matrixelemente
für die Knoten des betroffenen Elements, wobei der Aufwand hierzu dem eines Cholesky-
Verfahrens für eine (n×n)-Matrix entspricht. Man spricht von innerer oder auch statischer
Kondensation.
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Dirichlet-Randdaten: Bei einem Dirichlet-Problem mit homogenen Randwerten wird
Vh ⊂ H1

0(Ω) einfach als die lineare Hülle aller nodalen Basisfunktionen gewählt, welche
einem inneren Knoten zugeordnet sind. Die den Randknoten zugeordneten Ansatzfunk-
tionen werden also auf Null gesetzt.

Auf ähnliche Weise kann man dann auch inhomogene Dirichlet-Randwerte g umsetzen:
Man wählt die Koeffizienten der den Randknoten zugeordneten Ansatzfunktionen so, dass

N∑

i=1

giϕi

∣∣
Γ
≈ g auf Γ

gilt. Am einfachsten interpoliert man g in den Randknoten. Die Koeffizienten der Ba-
sisfunktionen zu Knoten im Gebietsinneren werden auf Null gesetzt. Die so konstruierte
Funktion gh =

∑N
i=1 giϕi erfüllt gh ∈ H1(Ω). Man benötigt nun nur noch eine Funktion

uh ∈ Vh ⊂ H1
0 (Ω), so dass das homogene Dirichlet-Problem

a(uh, vh) = ℓ(vh)− a(gh, vh)

für alle vh ∈ Vh erfüllt ist.

Man beachte aber, dass diese Konstruktion einer Fortsetzung der Randwerte g in das
Gebietsinnere nicht gleichmäßig H1(Ω)-stabil ist. Im Fall von nichtlinearen Differential-
gleichgungen konvergieren die Lösungsverfahren daher immer schlechter.

Übrige Schritte: Das Lösen des Gleichungssystems Ahzh = bh ist Gegenstand des
nächsten Kapitels. Danach werden residuale Fehlerschätzer eingeführt. Hingegen ist die
Visualisierung der Lösung kein Gegenstand dieser Vorlesung.
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8. Mehrgitterverfahren

8.1 Glättungseigenschaft von Iterationsverfahren

Um klassische Iterationsverfahren zur Lösung des linearen Gleichungssystems

Ajuj = fj

zu konstruieren, zerlegen wir die Systemmatrix gemäß Aj = Dj − Lj −Uj in die Diago-
nalmatrix Dj, die echte obere Dreiecksmatrix Uj und die echte untere Dreiecksmatrix Lj .
Damit erhalten wir das

• Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren mit der Iterationsvorschrift

Dju
(k+1)
j = (Lj +Uj)u

(k)
j + fj , k = 0, 1, 2, . . . ,

• Gauß-Seidel-Verfahren oder Einzelschrittverfahren mit der Iterationsvorschrift

(Dj − Lj)u
(k+1)
j = Uju

(k)
j + fj, k = 0, 1, 2, . . . ,

• Richardson-Verfahren mit der Iterationsvorschrift

u
(k+1)
j = u

(k)
j + αj(fj −Aju

(k)
j ), k = 0, 1, 2, . . . .

Mit Hilfe der Lösung uj = A−1
j fj lässt sich das Jacobi-Verfahren auch in der Form

uj − u
(k+1)
j = D−1

j (Lj +Uj)(uj − u
(k)
j ), k = 0, 1, 2, . . .

und das Gauß-Seidel-Verfahren in der Form

uj − u
(k+1)
j = (Dj − Lj)

−1Uj(uj − u
(k)
j ), k = 0, 1, 2, . . .

schreiben. Besitzt Aj den konstanten Eintrag dj auf der Diagonalen, so ist das Richardson-
Verfahren mit αj := 1/dj äquivalent zum Jacobi-Verfahren.

Beobachtung. Stellt man den Fehlervektor uj − u
(k)
j bezüglich einer Basis aus Eigen-

vektoren dar, so sieht man, dass die zu großen Eigenwerten gehörigen Komponenten (hohe
Frequenzen) schnell gedämpft werden, die zu kleinen Eigenwerten gehörigen Anteile (nied-
rige Frequenzen) jedoch nicht. Der Fehler wird also geglättet.

Beispiel 8.1 Wir betrachten die Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω, u = 0 auf Γ

im Einheitsquadrat Ω = (0, 1) × (0, 1). Es werde Ω wie folgt mit einem gleichmäßigen
Dreiecksnetz der Maschenweite hj := 2−(j+1) überzogen:
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✲

✻

x

1

y

1

0

Die Diskretisierung der Bilinearform

a(u, v) =

∫

Ω

〈∇u,∇v〉 dx

durch stückweise lineare Finite Elemente führt auf ein lineares Gleichungssystem Ajuj =
fj mit dem Standard-5-Punkte-Stern



αNW αN αNO

αW αZ αO

αSW αS αSO




⋆

=




−1
−1 4 −1

−1



⋆

,

vergleiche Beispiel 4.2.

Die Eigenwerte von Aj lauten

λk,ℓ = 4

(
sin2 kπhj

2
+ sin2 ℓπhj

2

)
, 1 ≤ k, ℓ ≤ Nj := 2j+1 − 1.

Die zugehörigen Eigenfunktionen vk,ℓ sind gegeben durch die Knotenwerte der kontinu-
ierlichen Funktionen

vk,ℓ(x, y) = sin(kπx) sin(ℓπy), 1 ≤ k, ℓ ≤ Nj .

Die Eigenwerte der Iterationsmatrix I − αjAj des Richardson-Verfahrens für αj = 1/8
sind folglich

0 ≤ µk,ℓ = 1− 1

2

(
sin2 kπhj

2
+ sin2 ℓπhj

2

)
, 1 ≤ k, ℓ ≤ Nj .

Für den betragsgrößten Eigenwert µ1,1 folgt

ρ(I−Aj/8) = |µ1,1| ≈ 1−
π2h2j
4

,

das heißt, die Konvergenz der Richardson-Iteration verlangsamt sich für hj → 0.

Die Eigenwerte mit einem hochfrequenten Anteil in mindestens einer Richtung sind gerade
{µk,ℓ : k ≥ (Nj + 1)/2 oder ℓ ≥ (Nj + 1)/2}. Für diese Eigenwerte gilt

|µk,ℓ| ≤ 1− 1

2

(
sin2 π

4
+ 0

)
=

3

4
,

das heißt, die hochfrequenten Anteile des Fehlers uj − u
(k)
j werden pro Iterationsschritt

um mindestens den Faktor 3/4 gedämpft. △
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Mehrgitterprinzip. Es sei

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ H1
0 (Ω)

eine geschachtelte Folge von Finite-Element-Räumen, die durch uniformes Verfeinern des
Grobgitterraums V0 entstehen. Zur Bestimmung der Lösung uj = A−1

j fj im Finite-
Element-Raum Vj führt man zunächst einige Schritte eines Iterationsverfahrens durch,
um die hochfrequenten Fehleranteile zu dämpfen. Die niederfrequenten Anteile lassen sich
dann auf der nächstgröberen Zerlegung Vj−1 in den Griff bekommen.

Um die Glättungseigenschaft von Iterationsverfahren mathematisch präzise formulieren
zu können, benötigen wir spezielle diskrete Normen:

Definition 8.2 Sei Aj = XjDjX
T
j ∈ RNj×Nj die beim Galerkin-Verfahren in Vj erhaltene

Systemmatrix. Die diskreten Normen ||| · |||s,j auf RNj sind für s ∈ R gegeben durch

|||vj |||s,j =
√

vT
j A

s
jvj mit As

j = XjD
s
jX

T
j .

Hierbei bezeichne Xj = [xj,1,xj,2, . . . ,xj,Nj
] die aus den normierten Eigenvektoren

{xj,k}Nj

k=1 von Aj zusammengesetzte orthogonale Matrix.

Offensichtlich gibt es von j unabhängige Konstanten c, c > 0, so dass für alle vj ∈ Vj mit
zugehörigem Koeffizientenvektor vj gilt

c
hj
‖vj‖L2(Ω) ≤ |||vj |||0,j ≤ c

hj
‖vj‖L2(Ω),

c‖vj‖H1(Ω) ≤ |||vj |||1,j ≤ c‖vj‖H1(Ω).
(8.1)

Weiterhin erfüllt die diskrete Norm ||| · |||s,j eine verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung.

Lemma 8.3 Es gilt die verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|a(vj, wj)| ≤ |||vj|||1+t,j |||wj|||1−t,j

für alle vj, wj ∈ Vj und t ∈ R.

Beweis. Mit {(λk,xk)}Nj

k=1 bezeichnen wir die Eigenpaare von Aj, wobei die Eigenvektoren
normiert seien, also xT

k xℓ = δk,ℓ. Stellt man die Koeffizientenvektoren vj und wj in der
Eigenbasis dar

vj =

Nj∑

k=1

σkxk, wj =

Nj∑

k=1

τkxk.
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Dann folgt

|a(vj, wj)| = |wT
j Ajvj| =

∣∣∣∣
Nj∑

k=1

λkσkτk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

Nj∑

k=1

σkλ
(1+t)/2
k τkλ

(1−t)/2
k

∣∣∣∣

≤

√√√√
Nj∑

k=1

σ2
kλ

1+t
k

√√√√
Nj∑

k=1

τ 2kλ
1−t
k = |||vj |||1+t,j|||wj |||1−t,j,

das heißt, die Behauptung.

Satz 8.4 (Glättungseigenschaft des Richardson-Verfahrens) Es seien 0 < α ≤ αj ≤
1/λmax(Aj) und Sj := I − αjAj die zugehörige Iterationsmatrix des Richardson-
Verfahrens. Dann gilt mit einer von j unabhängigen Konstanten c > 0

|||Sℓ
jvj|||2,j ≤

c√
ℓ
|||vj |||1,j für alle vj ∈ R

Nj .

Beweis. Es bezeichne {λk}Nj

k=1 die Eigenwerte von Aj und {xk}Nj

k=1 die zugehörigen ortho-
normierten Eigenvektoren. Für vj =

∑Nj

k=1 σkxk erhalten wir

Sℓ
jvj =

Nj∑

k=1

σk(1− αjλk)
ℓxk.

Folglich ist

|||Sℓ
jvj |||22,j = ‖AjS

ℓ
jvj‖22

=

Nj∑

k=1

(1− αjλk)
2ℓλ2kσ

2
k

=
1

αj

Nj∑

k=1

(1− αjλk)
2ℓ(αjλk)(λkσ

2
k)

≤ 1

αj︸︷︷︸
≤c

Nj

max
k=1

{(1− αjλk)
2ℓ(αjλk)}

Nj∑

k=1

λkσ
2
k

︸ ︷︷ ︸
=|||vj |||21,j

.

Den mittleren Term bekommen wir wie folgt in den Griff: Aufgrund unserer Voraussetzung
ist 0 ≤ αjλk ≤ 1 für alle k = 1, 2, . . . , Nj. Daher schätzen wir ab

Nj

max
k=1

{(1− αjλk)
2ℓ(αjλk)} ≤ max

0≤ξ≤1
{(1− ξ)2ℓξ}.

Auf [0, 1] nimmt die Funktion g(ξ) := (1− ξ)2ℓξ ihr Maximum wegen

g′(ξ) = (1− ξ)2ℓ−1
(
1− (2ℓ+ 1)ξ

)



68 Kapitel 8. Mehrgitterverfahren

in ξ = 1/(2ℓ+ 1) an. Daher folgt

Nk
max
k=1

{(1− αjλk)
2ℓ(αjλk)} ≤ g

(
1

2ℓ+ 1

)
=

(
2ℓ

2ℓ+ 1

)2ℓ

︸ ︷︷ ︸
≤1

1

2ℓ+ 1
≤ 1

2ℓ
.

8.2 Prolongation und Restriktion

Wir betrachten die geschachtelte Folge von Finite-Element-Räumen

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ H1
0 (Ω),

die durch uniformes Verfeinern erzeugt wird. Das Variationsproblem

suche uj ∈ Vj, so dass a(uj, vj) = ℓ(vj) für alle vj ∈ Vj

führt auf das lineare Gleichungssystem Ajuj = fj . Dabei stellt sich die Frage, wie Ajuj =
fj und Aj−1uj−1 = fj−1 zusammenhängen. Dazu seien {xj,k} die Knoten der nodalen Basis
{ϕj,k} aus Vj. Für vj ∈ Vj ist dann das diskrete Analogon gegeben durch vj = [vj(xj,k)]

Nj

k=1.

Restriktion: Wegen Vj−1 ⊂ Vj können wir jede Basisfunktion ϕj−1,k aus Vj−1 durch die
nodalen Basisfunktionen {ϕj,ℓ} aus Vj darstellen: ϕj−1,k =

∑
ℓ ϕj−1,k(xj,ℓ)ϕj,ℓ. Daher kann

der Vektor fj−1 = [ℓ(ϕj−1,k)]
Nj−1

k=1 berechnet werden aus den Komponenten des Vektors
fj = [ℓ(ϕj,k)]

Nj

k=1. Dies entspricht der Restriktion fj−1 = Ij−1
j fj. Im Fall linearer Finite

Elemente auf Dreiecken bzw. bilinearer Finite Elemente auf Vierecken erhalten wir

Ij−1
j =



1/2 1/2 0
1/2 1 1/2
0 1/2 1/2




⋆

bzw. Ij−1
j =



1/4 1/2 1/4
1/2 1 1/2
1/4 1/2 1/4



⋆

.

•◦

◦

◦

◦

◦

◦ •

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

◦

Beispiel 8.5 Im eindimensionalen Fall gilt



fj−1,1

fj−1,2
...

fj−1,Nj−1


 =




1/2 1 1/2
1/2 1 1/2

. . .
1/2 1 1/2







fj,1
fj,2
...

fj,Nj−1




△
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Prolongation: Die Prolongation ist die Übersetzung einer Darstellung von vj−1 ∈ Vj−1

bezüglich der nodalen Basis in die Darstellung bezüglich der nodalen Basis in Vj. Dies
entspricht der Interpolation. Für lineare Finite Elemente auf Dreiecken bzw. bilineare
Finite Elemente auf Vierecken kann sie ebenfalls schematisch dargestellt werden als

Ijj−1 =



1/2 1/2 0
1/2 1 1/2
0 1/2 1/2




⋆

bzw. Ijj−1 =



1/4 1/2 1/4
1/2 1 1/2
1/4 1/2 1/4



⋆

.

Achtung: Vorsicht bei der obigen Schreibweise! Bei der Restriktion werden Daten zu-
sammengefasst, bei der Prolongation entsprechend verteilt.

Für fj := [ℓ(ϕj,k)]
Nj

k=1 folgt

vT
j−1I

j−1
j fj =

Nj−1∑

k=1

vj−1(xj−1,k)ℓ(ϕj−1,k)

= ℓ

(
Nj−1∑

k=1

vj−1(xj−1,k)ϕj−1,k

)

= ℓ(vj−1).

Andererseits gilt

(Ijj−1vj−1)
T fj =

Nj∑

k=1

vj−1(xj,k)ℓ(ϕj,k)

= ℓ

(
Nj∑

k=1

vj−1(xj,k)ϕj,k

)

= ℓ(vj−1).

Dies zeigt Ij−1
j = (Ijj−1)

T , das heißt, Prolongation und Restriktion sind zueinander adjun-
giert.

Wählt man ein wj−1 ∈ Vj−1 und setzt wj−1 := [wj−1(xj−1,k)]
Nj−1

k=1 , dann folgt

vT
j−1Aj−1wj−1 = a(wj−1, vj−1)

= (Ijj−1vj−1)
TAj(I

j
j−1wj−1)

= vT
j−1I

j−1
j AjI

j
j−1wj−1.

Daher gilt Aj−1 = Ij−1
j AjI

j
j−1. Setzt man für j ≤ J schließlich IJj := IJJ−1I

J−1
J−2 · · · Ij+1

j und
IjJ := Ijj+1I

j+1
j+2 · · · IJ−1

J , so ergibt sich Aj = IjJAJI
J
j . Die Matrix Aj der groben Zerlegung

lässt sich also durch die Matrix AJ der feinen Zerlegung darstellen. Analog gilt für die
rechte Seite offensichtlich die Beziehung fj = IjJfJ .

8.3 Zweigitterverfahren

Für das Zweigitterverfahren betrachten wir zwei Finite-Element-Räume Vj−1 ⊂ Vj , wobei
Vj durch uniformes Verfeinern aus Vj−1 hervorgehe. Ein Iterationsschritt des Zweitgitter-
verfahrens setzt sich dann wie folgt zusammen:
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1. A-priori-Glättung. Setze
u
(pre,0)
j = ualt

j

und führeK Schritte eines Iterationsverfahrens (zum Beispiel des Richardson-Verfahrens)
durch

u
(pre,k)
j = u

(pre,k−1)
j + αj(fj −Aju

(pre,k−1)
j ), k = 1, 2, . . . , K.

2. Grobgitterkorrektur. Löse die Defektgleichung auf der nächstgröberen Triangulierung

Aj−1ej−1 = Ij−1
j (fj −Aju

(pre,K)
j )

und addiere die erhaltene Näherung

u
(post,0)
j = u

(pre,K)
j + Ijj−1ej−1.

3. A-posteriori-Glättung. Führe L Schritte eines Iterationsverfahrens durch

u
(post,ℓ)
j = u

(post,ℓ−1)
j + αj(fj −Aju

(post,ℓ−1)
j ), ℓ = 1, 2, . . . , L

und setze
uneu
j = u

(post,L)
j .

Bezeichnet uj die exakte Lösung des Gleichungssystems Ajuj = fj , dann ist die Iterati-
onsmatrix des Zweigitterverfahrens gegeben durch

uj − uneu
j = SL

j (I− Ijj−1A
−1
j−1I

j−1
j Aj)S

K
j (uj − ualt

j ). (8.2)

Neben der Glättungseigenschaft des Iterationsverfahrens brauchen wir noch eine Aussage
über die Approximationsgüte der Grobgitterkorrektur.

Lemma 8.6 Es seien uj, u
(pre,K)
j ∈ Vj und ej−1 ∈ Vj−1 die zu uj,u

(pre,K)
j ∈ RNj und

ej−1 ∈ RNj−1 gehörigen Funktionen. Dann ist

ej−1 = Pj−1(uj − u
(pre,K)
j )

die Galerkin-Projektion des nach der A-priori-Glättung erhaltenen Fehlers, das heißt, es
gilt

a(ej−1, vj−1) = a(uj − u
(pre,K)
j , vj−1) für alle vj−1 ∈ Vj−1.

Beweis. Für alle vj−1 ∈ Vj−1 gilt

a(ej−1, vj−1) = vT
j−1Aj−1ej−1

= vT
j−1I

j−1
j (fj −Aju

(pre,K)
j )

= (Ijj−1vj−1)
T (fj −Aju

(pre,K)
j )

= (Ijj−1vj−1)
TAj(uj − u

(pre,K)
j )

= a(uj − u
(pre,K)
j , vj−1).
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Bezeichnet vj−1 = Pj−1vj ∈ Vj−1 die Galerkin-Projektion von vj ∈ Vj, dann gilt

a(vj , wj−1) = a
(
Pj−1vj , wj−1

)
= a
(
vj−1, wj−1

)

für alle wj−1 ∈ Vj−1. Daher folgt

wT
j−1Aj−1vj−1 = (Ijj−1wj−1)

TAjvj = wT
j−1I

j−1
j Ajvj

für alle wj−1 ∈ RNj−1 . Dies bedeutet

Aj−1vj−1 = Ij−1
j Ajvj ,

beziehungsweise
vj − Ijj−1vj−1 = (I− Ijj−1A

−1
j−1I

j−1
j Aj)vj.

Lemma 8.7 Es seien vj ∈ Vj und vj−1 = Pj−1vj ∈ Vj−1 die zu vj ∈ R
Nj und vj−1 ∈ R

Nj−1

gehörigen Funktionen. Ferner sei Ω ⊂ Rd ein konvexes Polygongebiet. Dann ist

|||vj − Ijj−1vj−1|||0,j ≤ c|||vj − Ijj−1vj−1|||1,j

mit einer von j unabhängigen Konstanten c.

Beweis. Das Aubin-Nitsche-Lemma (Satz 6.5) liefert

‖vj −Pj−1vj‖L2(Ω) ≤ cS‖vj −Pj−1vj‖H1(Ω) sup
g∈L2(Ω)\{0}

{
1

‖g‖L2(Ω)

inf
wj−1∈Vj−1

‖ϕg −wj−1‖H1(Ω)

}
,

wobei ϕg ∈ H1
0 (Ω) die Lösung des dualen Problems

a(w, ϕg) = (g, w)L2(Ω) für alle w ∈ H1
0 (Ω)

bezeichnet. Aufgrund der H2(Ω)-Regularität ist ϕg ∈ H2(Ω) und es folgt

‖vj − Pj−1vj‖L2(Ω) ≤ cAhj−1‖vj − Pj−1vj‖H1(Ω).

Wegen hj−1 = 2hj und (8.1) ergibt sich schließlich

|||vj − Ijj−1vj−1|||0,j ≤
c

hj
‖vj − Pj−1vj‖L2(Ω)

≤ 2cAc‖vj − Pj−1vj‖H1(Ω)

≤ 2ccAc|||vj − Ijj−1vj−1|||1,j.

Satz 8.8 (Approximationseigenschaft) Unter den Voraussetzungen von Lemma 8.7 gilt

|||vj − Ijj−1vj−1|||1,j ≤ c|||vj |||2,j.
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Beweis. Die Galerkin-Orthogonalität führt auf

|||vj − Ijj−1vj−1|||21,j = a(vj − vj−1, vj − vj−1) = a(vj − vj−1, vj).

Die verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (Lemma 8.3) liefert daher

|||vj − Ijj−1vj−1|||21,j ≤ |||vj − Ijj−1vj−1|||0,j |||vj|||2,j.
Lemma 8.7 impliziert

|||vj − Ijj−1vj−1|||21,j ≤ c|||vj − Ijj−1vj−1|||1,j |||vj|||2,j,
woraus die Behauptung folgt.

Satz 8.9 (Konvergenz des Zweigitterverfahrens) Für das Zweigitterverfahren mit K A-
priori-Glättungsschritten und ohne A-posteriori-Glättung gilt

|||uj − uneu
j |||1,j ≤

c√
K

|||uj − ualt
j |||1,j

mit einer von j unabhängigen Konstanten c.

Beweis. Bezeichnet vj := SK
j (uj − ualt

j ), dann ist vj−1 = A−1
j−1I

j−1
j Ajvj die zugehörige

Vektordarstellung der Galerkin-Projektion. Wegen

uj − uneu
j = (I− Ijj−1A

−1
j−1I

j−1
j Aj)vj = vj − Ijj−1vj−1

folgt aus Satz 8.8

|||uj − uneu
j |||1,j = |||vj − Ijj−1vj−1|||1,j ≤ c|||vj|||2,j = c|||SK

j (uj − ualt
j )|||2,j.

Mit der Glättungseigenschaft (Satz 8.4) ergibt sich schließlich

|||uj − uneu
j |||1,j ≤

c√
K

|||uj − ualt
j |||1,j.

Bemerkungen

1. Satz 8.9 besagt, dass das Zweigitterverfahren bei einer genügend großen Anzahl von
A-priori-Glättungsschritten konvergiert, und zwar mit einer von j unabhängigen
Konvergenzrate.

2. Die Aussage lässt sich auch auf den Fall von A-posteriori-Glättung übertragen.

3. In der Praxis ist das Gauß-Seidel-Verfahren der beste Glätter.

△

8.4 Mehrgitterverfahren

Es sei
V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ H1

0 (Ω)

eine geschachtelte Folge von Finite-Element-Räumen, die durch uniformes Verfeinern des
Grobgitterraums V0 entstehen. Das allgemeine Mehrgitterverfahren lässt sich dann wie
folgt beschreiben:
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1. A-priori-Glättung. Setze
u
(pre,0)
j = ualt

j

und führe K Glättungsschritte durch

u
(pre,k)
j = u

(pre,k−1)
j + αj(fj −Aju

(pre,k−1)
j ), k = 1, 2, . . . , K.

2. Restriktion. Restringiere das Residuum auf das nächstgröbere Gitter

rj−1 = Ij−1
j (fj −Aju

(pre,K)
j ).

3. Grobgitterkorrektur. Falls j = 1 ist, dann löse das Gleichungssytem A0e0 = r0 exakt,
andernfalls wende P Schritte des Mehrgitteralgorithmus auf Aj−1ej−1 = rj−1 an mit
Startnäherung 0.

4. Prolongation. Addiere die prolongierte Grobgitterkorrektur

u
(post,0)
j = u(pre,K) + Ijj−1ej−1.

5. A-posteriori-Glättung. Führe L Glättungsschritte durch

u
(post,ℓ)
j = u

(post,ℓ−1)
j + αj(fj −Aju

(post,ℓ−1)
j ), ℓ = 1, 2, . . . , L

und setze
uneu
j = u

(post,L)
j .

Zur Implementierung des Mehrgitteralgorithmus ist folglich ein rekursiver Aufruf der ei-
genen Prozedur notwendig. Für P = 1 erhält man den V-Zyklus:

•
•
•
•
•
•
•
•
• j = 4

j = 3

j = 2

j = 1

j = 0

Für P = 2 ergibt sich hingegen der W-Zyklus:

•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
• j = 4

j = 3

j = 2

j = 1

j = 0

Lemma 8.10 Die Iterationsmatrix Sj = I − αjAj des Richardson-Verfahrens mit 0 ≤
αj ≤ 1/λmax(Aj) erfüllt

|||Sℓ
jvj |||1,j ≤ |||vj|||1,j, ℓ = 1, 2, . . .

für alle vj ∈ RNj .
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Beweis. Seien {(λk,xk)} die Eigenpaare der Systemmatrix Aj. Zerlegen wir vj =
∑Nj

k=1 σkxk ∈
RNj in die Eigenbasis von Aj, dann folgt

|||Sℓ
jvj|||21,j = (Sℓ

jvj)
TAjS

ℓ
jvj =

Nj∑

k=1

σ2
k(1− αjλk)

2ℓλk ≤
Nj∑

k=1

σ2
kλk = vT

j Ajvj = |||vj|||21,j.

Satz 8.11 (Konvergenz des W-Zyklus) Zu jedem ρ ∈ (0, 1) gibt es ein K0 derart, dass
bei der Verwendung von K ≥ K0 A-priori-Glättungsschritten für die mit dem W-Zyklus
erhaltenen Iterierten gilt

|||uj − uneu
j |||1,j ≤ ρ|||uj − ualt

j |||1,j

für alle j = 1, 2, . . ..

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von vollständiger Induktion. Für j = 1
stimmt der W-Zyklus mit dem Zweigitterverfahren überein und das Behauptete folgt
sofort aus Satz 8.9.

Für den Induktionsschritt j−1 7→ j sei êj−1 die exakte und ej−1 die durch den W-Zyklus
berechnete Grobgitterkorrektur. Aus

uj − uneu
j = uj − u

(pre,K)
j − Ijj−1êj−1 + Ijj−1(êj−1 − ej−1)

folgt
|||uj − uneu

j |||21,j = |||uj − u
(pre,K)
j − Ijj−1êj−1|||21,j + |||Ijj−1(êj−1 − ej−1)|||21,j.

Dabei fällt der gemischte Term wegen Lemma 8.6 weg:

(uj − u
(pre,K)
j − Ijj−1êj−1)

TAjI
j
j−1(êj−1 − ej−1)

= a(uj − u
(pre,K)
j − êj−1, êj−1 − ej−1)

= a
(
uj − u

(pre,K)
j − Pj−1(uj − u

(pre,K)
j ), êj−1 − ej−1︸ ︷︷ ︸

∈Vj−1

)

= 0.

Mit

|||Ijj−1(êj−1 − ej−1)|||21,j = (êj−1 − ej−1)
T Ij−1

j AjI
j
j−1︸ ︷︷ ︸

=Aj−1

(êj−1 − ej−1) = |||êj−1 − ej−1|||21,j−1,

Satz 8.9 und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

|||uj − uneu
j |||21,j = |||uj − u

(pre,K)
j − Ijj−1êj−1|||21,j + |||êj−1 − ej−1|||21,j−1

≤ c2

K
|||uj − ualt

j |||21,j + ρ4|||êj−1 − ealtj−1︸︷︷︸
=0

|||21,j−1,
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wobei wir hier verwendet haben, dass zwei W-Zyklen aufgerufen werden. Aus

0 ≤ a(vj − Pj−1vj, vj − Pj−1vj)

= a(vj , vj)− 2 a(vj , Pj−1vj)︸ ︷︷ ︸
=a(Pj−1vj ,Pj−1vj)

+a(Pj−1vj , Pj−1vj)

= a(vj , vj)− a(Pj−1vj , Pj−1vj)

für alle vj ∈ Vj folgt, da êj−1 = Pj−1(uj − u
(pre,K)
j ) gemäß Lemma 8.6 gilt, dass

a(êj−1, êj−1) ≤ a(uj − u
(pre,K)
j , uj − u

(pre,K)
j ).

Dies bedeutet aber

|||êj−1|||1,j−1 ≤ |||uj − u
(pre,K)
j |||1,j = |||SK

j (uj − ualt
j )|||1,j.

Lemma 8.10 liefert dann
|||êj−1|||1,j−1 ≤ |||uj − ualt

j |||1,j
und wir erhalten schließlich

|||uj − uneu
j |||21,j ≤

(
c2

K
+ ρ4

)
|||uj − ualt

j |||21,j .

Wählen wirK ≥ c2/
(
ρ2(1−ρ2)

)
, dann folgt c2/K+ρ4 ≤ ρ2 und damit die Behauptung.

8.5 Konvergenz des V-Zyklus

Wir beschränken unsere Analyse auf den symmetrischen V-Zyklus, das heißt, es gelte im
folgenden stets K = L und P = 1. Ferner seien Aj , Sj : Vj → Vj die zu Aj,Sj : R

Nj → R
Nj

gehörigen Operatoren, das heißt, Ajvj , Sjvj ∈ Vj sind die Ajvj,Sjvj ∈ RNj entsprechen-
den Funktionen. Den Iterationsoperator des symmetrischen V-Zyklus bezeichnen wir mit
Ej : Vj → Vj beziehungsweise Ej : R

Nj → RNj , dies bedeutet, es gilt

uj − uneuj = Ej(uj − ualtj ) bzw. uj − uneu
j = Ej(uj − ualt

j ).

Lemma 8.12 Der symmetrische V-Zyklus erfüllt die Rekursionsformel

E0 = 0, Ej = SK
j

(
I − (I − Ej−1)Pj−1

)
SK
j , j = 1, 2, . . . .

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollständiger Induktion. Ist j = 1, dann ist die
Grobgitterkorrektur exakt und die Behauptung folgt aus Lemma 8.6:

E1 = SK
1 (I − P0)S

K
1 = SK

1

(
I − (I − E0)P0

)
SK
1 .

Für den Induktionsschritt j − 1 7→ j sei êj−1 die exakte und ej−1 die durch den V-Zyklus
berechnete Grobgitterkorrektur. Aus Lemma 8.6 folgt dann êj−1 = Pj−1(uj−u(pre,K)

j ) und
aus der Induktionsvoraussetzung êj−1 − ej−1 = Ej−1(êj−1 − 0), also

ej−1 = (I − Ej−1)êj−1 = (I − Ej−1)Pj−1(uj − u
(pre,K)
j ).
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Daraus ergibt sich schließlich die Behauptung:

uj − uneuj = SK
j (uj − u

(post,0)
j )

= SK
j (uj − u

(pre,K)
j − ej−1)

= SK
j

(
I − (I − Ej−1)Pj−1

)
(uj − u

(pre,K)
j )

= SK
j

(
I − (I − Ej−1)Pj−1

)
SK
j (uj − ualtj )

= Ej(uj − ualtj ).

Lemma 8.13 Der Iterationsoperator Ej ist symmetrisch und positiv semidefinit bezüg-
lich des durch die Bilinearform a(·, ·) induzierten Innenprodukts, das heißt, es gilt

a(Ejvj, wj) = a(vj, Ejwj) und a(Ejvj , vj) ≥ 0 für alle vj , wj ∈ Vj .

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollständiger Induktion. Ist j = 0, so ist die
Behauptung klar. Um den Induktionsschritt j − 1 7→ j zu zeigen, beachten wir, dass für
alle vj , wj ∈ Vj gilt

a(Sjvj , wj) = (Sjvj)
TAjw

= vT
j (I− αjAj)Ajw

= vT
j Aj(I− αjAj)w

= vT
j AjSjw

= a(vj , Sjwj).

Galerkin-Orthogonalität und Induktionsannahme liefern die Gleichung

a(Ej−1Pj−1S
K
j vj︸ ︷︷ ︸

∈Vj−1

, SK
j wj) = a(Ej−1Pj−1S

K
j vj , Pj−1S

K
j wj)

= a(Pj−1S
K
j vj , Ej−1Pj−1S

K
j wj) = a(SK

j vj, Ej−1Pj−1S
K
j wj︸ ︷︷ ︸

∈Vj−1

).

Ferner ergibt sich aus der Definition der Galerkin-Projektion, dass

a(Pj−1vj , wj) = a(vj , Pj−1wj), a
(
(I − Pj−1)vj , wj

)
= a
(
vj, (I − Pj−1)wj

)
.

Zusammen folgt daher die Symmetrie:

a(Ejvj, wj) = a
(
SK
j

(
I − (I −Ej−1)Pj−1

)
SK
j vj , wj

)

= a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj, S

K
j wj

)
+ a(Ej−1Pj−1S

K
j vj , S

K
j wj)

= a
(
SK
j vj, (I − Pj−1)S

K
j wj

)
+ a(SK

j vj, Ej−1Pj−1S
K
j wj)

= a
(
vj , S

K
j

(
I − (I − Ej−1)Pj−1

)
SK
j wj

)

= a(vj, Ejwj).
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Schließlich ergibt sich die Nichtnegativität gemäß

a(Ejvj , vj) = a
(
SK
j

(
I − (I −Ej−1)Pj−1

)
SK
j vj , vj

)

= a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj, S

K
j vj) + a(Ej−1Pj−1S

K
j vj, S

K
j vj)

= a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj, (I − Pj−1)S

K
j vj)︸ ︷︷ ︸

≥0 da a elliptisch

+ a(Ej−1Pj−1S
K
j vj, Pj−1S

K
j vj)︸ ︷︷ ︸

≥0 nach Induktionsannahme

≥ 0.

Lemma 8.14 Der Iterationsoperator Ej des symmetrischen V-Zyklus mit jeweils K A-
priori- und K A-posteriori-Glättungsschritten genügt der Abschätzung

a(Ejvj, vj) ≤
c⋆

K + c⋆
a(vj , vj) für alle vj ∈ Vj

mit einer von j unabhängigen Konstanten c⋆.

Beweis. Wir führen den Beweis in drei Schritten.

(i.) Wir zeigen zunächst, dass

a
(
(I − Sj)S

2K
j vj , vj

)
≤ 1

2K
a
(
(I − S2K

j )vj , vj
)

(8.3)

für alle vj ∈ Vj ist. Dazu seien {(λk,xk)} wieder die Eigenpaare der Systemmatrix Aj.
Zerlegen wir vj =

∑Nj

k=1 σkxk in die Eigenbasis von Aj, dann folgt für alle ℓ ∈ N die
Abschätzung

a
(
(I − Sj)S

ℓ
jvj , vj

)
= vT

j Aj(I− Sj︸ ︷︷ ︸
=αjAj

)Sℓ
jvj

= αjv
T
j A

2
jS

ℓ
jvj

= αj

Nj∑

k=1

σ2
kλ

2
k(1− αjλk︸ ︷︷ ︸

≤1

)ℓ

≤ αj

Nj∑

k=1

σ2
kλ

2
k(1− αjλk)

ℓ−1

= a
(
(I − Sj)S

ℓ−1
j vj , vj

)
.

Daraus ergibt sich dann mit Hilfe einer Teleskopsumme die Zwischenbehauptung (8.3)

a
(
(I − Sj)S

2K
j vj , vj

)
=

1

2K

{
a
(
(I − Sj)S

2K
j vj , vj

)
+ · · ·+ a

(
(I − Sj)S

2K
j vj , vj

)
︸ ︷︷ ︸

2K-mal

}

≤ 1

2K

2K−1∑

ℓ=0

a
(
(I − Sj)S

ℓ
jvj , vj

)

=
1

2K
a
(
(I − S2K

j )vj , vj
)
.
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(ii.) Die Stetigkeit der Bilinearform a(·, ·) liefert zusammen mit der Approximations-
eigenschaft (Satz 8.8) und (8.1), dass

a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj , (I − Pj−1)S

K
j vj

)
≤ cS‖(I − Pj−1)S

K
j vj‖2H1(Ω)

≤ cS
c
|||SK

j vj |||22,j

=
cS
c
vT
j S

K
j A

2
jS

K
j vj .

Aus der Beziehung Aj = (I− Sj)/αj folgt weiter

a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj , (I − Pj−1)S

K
j vj
)
≤ cS
αjc

vT
j S

K
j (I− Sj)AjS

K
j vj

=
cS
αjc

a
(
(I − Sj)S

K
j vj, S

K
j vj

)

=
cS
αjc

a
(
(I − Sj)S

2K
j vj , vj

)
.

Mit (8.3) erhalten wir daher die Abschätzung

a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj , (I − Pj−1)S

K
j vj

)
≤ 1

K

cS
2αjc︸ ︷︷ ︸
=:c⋆

a
(
(I − S2K

j )vj, vj
)
.

(iii.) Der restliche Beweis geschieht mittels vollständiger Induktion. Für j = 0 ist die
Behauptung wegen a(E0v0, v0) = 0 trivialerweise erfüllt. Wir zeigen nun den Induktions-
schritt j − 1 7→ j. Wegen der Rekursionsformel aus Lemma 8.12 gilt

a(Ejvj , vj) = a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj, S

K
j vj

)
︸ ︷︷ ︸
=a((I−Pj−1)SK

j vj ,(I−Pj−1)SK
j vj)

+ a(Ej−1Pj−1S
K
j vj , S

K
j vj)︸ ︷︷ ︸

=a(Ej−1Pj−1SK
j vj ,Pj−1SK

j vj)

.

Daher folgt aus der Induktionsannahme

a(Ejvj, vj) ≤ a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj, (I − Pj−1)S

K
j vj

)

+
c⋆

K + c⋆
a(Pj−1S

K
j vj , Pj−1S

K
j vj)︸ ︷︷ ︸

=a(SK
j vj ,SK

j vj)−a((I−Pj−1)SK
j vj ,(I−Pj−1)SK

j vj)

=

(
1− c⋆

K + c⋆

)
a
(
(I − Pj−1)S

K
j vj , (I − Pj−1)S

K
j vj

)

+
c⋆

K + c⋆
a(SK

j vj , S
K
j vj),

und schließlich mit (ii.) die Behauptung:

a(Ejvj , vj) ≤
(
1− c⋆

K + c⋆

)
c⋆

K︸ ︷︷ ︸
=c⋆/(K+c⋆)

a
(
(I − S2K

j )vj, vj
)
+

c⋆

K + c⋆
a(SK

j vj , S
K
j vj)︸ ︷︷ ︸

=a(S2K
j vj ,vj)

=
c⋆

K + c⋆
a(vj , vj).
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Satz 8.15 (Konvergenz des V-Zyklus) Der symmetrische V-Zyklus mit jeweils K A-priori-
und K A-posteriori-Glättungsschritten erfüllt

|||uj − uneu
j |||1,j ≤

c⋆

K + c⋆
|||uj − ualt

j |||1,j

mit einer von j unabhängigen Konstanten c⋆.

Beweis. Zu zeigen ist

a(uj − uneuj , uj − uneuj ) ≤
(

c⋆

K + c⋆

)2

a(uj − ualtj , uj − ualtj ).

Nach Lemma 8.13 existieren Nj Eigenpaare {(µk, zk)} von Ej bezüglich des Innenprodukts
a(·, ·) mit

Ejzk = µkzk und a(zk, zℓ) = δk,ℓ für alle k, ℓ = 1, 2, . . . , Nj.

Lemma 8.14 impliziert

µk = a(Ejzk, zk) ≤
c⋆

K + c⋆
a(zk, zk) =

c⋆

K + c⋆
für alle k = 1, 2, . . . , Nj

und folglich für alle vj =
∑Nj

k=1 σkzk ∈ Vj

a(Ejvj , Ejvj) = a

( Nj∑

k=1

σkEjzk,

Nj∑

k=1

σkEjzk

)

=

Nj∑

k=1

σ2
kµ

2
k

≤
(

c⋆

K + c⋆

)2 Nj∑

k=1

σ2
k

=

(
c⋆

K + c⋆

)2

a(vj , vj).

Satz 8.15 besagt, dass der symmetrische V-Zyklus bereits mit einem A-priori- beziehungs-
weise A-posteriori-Glättungsschritt mit einer von j unabhängigen Konvergenzrate konver-
giert. Konvergenz liegt in der Praxis auch bei Verwendung anderer Glättungsverfahren,
wie beispielsweise dem Gauß-Seidel- oder dem Jacobi-Verfahren, vor.

8.6 Geschachtelte Iteration

Optimale, das heißt, unabhängig von j, konvergente Iterationsverfahren führen zu folgen-
der Abschätzung

ρRj ≤ εj.
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Hierin bezeichnet Rj die Anzahl der durchzuführenden Iterationschritte, εj die gewünschte
Genauigkeit und ρ den Kontraktionsfaktor. Da die Genauigkeit εj von der Schrittweite hj
abhängt, im allgemeinen ist εj ∼ hσj mit einem σ > 0, ist die Anzahl der Iterationsschritte
nicht von j unabhängig beschränkt:

Rj ≥ c| log(hj)|.

Dabei ist beispielsweise σ = 1 bei linearen Finiten Elementen. Wie wir sehen werden,
kann mit Hilfe der geschachtelten Iteration lineare Komplexität erzielt werden.

Ausgehend von der gröbsten Zerlegung führt man sukzessive auf jeder Gitterebene R V-
Zyklen durch. Dadurch lässt sich der beim Lösen des entsprechenden linearen Gleichungs-
systems auftretende Fehler auf die Größe des jeweiligen Diskretisierungsfehlers reduzieren.

Algorithmus 8.16 (geschachtelte Iteration)
input: Diskretisierungslevel J
output: Näherungslösung ûJ ≈ A−1

J fJ

➀ setze û0 := A−1
0 f0

➁ für alle j = 1, 2, . . . , J
setze û

(0)
j := Ijj−1ûj−1

für alle r = 1, 2, . . . , R berechne û
(r)
j := V-Zyklus(û

(r−1)
j , fj)

setze ûj := û
(R)
j

Im Fall R = 1 ergibt sich etwa folgendes Schema:

•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
•
• j = 4

j = 3

j = 2

j = 1

j = 0

Bemerkung Analog kann man statt V-Zyklen auch W-Zyklen oder sogar ein vorkondi-
tioniertes CG-Verfahren verwenden. △
Wir haben in Satz 6.4 bewiesen, dass, unter der Voraussetzung der H2(Ω)-Regularität,
für den Diskretisierungsfehler gilt

‖u− uj‖H1(Ω) ≤ chj‖f‖L2(Ω).

Der nachfolgende Satz besagt, dass die geschachtelte Iteration den algebraischen Fehler
auf die Größe des Diskretisierungsfehlers reduziert, was hinreichend für die Konvergenz
der Finite-Element-Methode ist.

Satz 8.17 (Optimalität der geschachtelten Iteration) Das Gebiet Ω sei ein konvexes Poly-
gongebiet und f ∈ L2(Ω). Ferner gelten die Voraussetzungen von Satz 8.15. Dann genügt



8.6. Geschachtelte Iteration 81

die Lösung ûj der geschachtelten Iteration mit R V-Zyklen auf jeder Gitterebene der
Fehlerabschätzung

|||uj − ûj |||1,j ≤ chj‖f‖L2(Ω)

mit einer von j unabhängigen Konstanten, vorausgesetzt R ist groß genug.

Beweis. Mit γ = c⋆/(K + c⋆) folgt aus Satz 8.15

|||uj − ûj|||1,j ≤ γR|||uj − Ijj−1ûj−1|||1,j
≤ γR

{
|||uj − Ijj−1uj−1|||1,j + |||Ijj−1(uj−1 − ûj−1)|||1,j

}

= γR
{√

a(uj − uj−1, uj − uj−1) + |||uj−1 − ûj−1|||1,j−1

}

≤ γR
{√

cS
(
‖u− uj‖H1(Ω) + ‖u− uj−1‖H1(Ω)

)
+ |||uj−1 − ûj−1|||1,j−1

}
.

Satz 6.4 liefert ‖u−uj‖H1(Ω) ≤ chj‖f‖L2(Ω) und ‖u−uj−1‖H1(Ω) ≤ 2chj‖f‖L2(Ω), das heißt

|||uj − ûj |||1,j ≤ cγR
{
hj‖f‖L2(Ω) + |||uj−1 − ûj−1|||1,j−1

}
.

Aufsummieren und Verwenden von u0 − û0 = 0 ergibt

|||uj − ûj|||1,j ≤
{
cγRhj + c2γ2Rhj−1 + · · ·+ cj+1γ(j+1)Rh0

}
‖f‖L2(Ω)

= cγRhj
{
1 + 2cγR + · · ·+ 2jcjγjR

}
‖f‖L2(Ω)

≤ cγRhj
1− 2cγR

‖f‖L2(Ω),

vorausgesetzt es ist cγR < 1/2.

Satz 8.18 (Komplexität der geschachtelten Iteration) Der Aufwand der geschachtelten
Iteration skaliert linear in der Anzahl der Unbekannten.

Beweis. Bezeichnet Wj die Anzahl der Rechenoperationen für den V-Zyklus auf der Git-
terebene j, dann ergibt sich die Rekursionsformel

W0 = cN0, Wj ≤ c(K + L)Nj +Wj−1, j ∈ N.

Da dimVj ∼ 2jd gilt, ist

Wj ≤ c(K + L)
{
Nj +Nj−1 + · · ·+N0

}
≤ c(K + L)

Nj

2d − 1
≤ cNj ,

das heißt, der Aufwand eines V-Zyklus wächst linear mit der Anzahl der Unbekannten
Nj.

Der Aufwand Ŵj der geschachtelten Iteration ergibt sich nun gemäß

Ŵ0 =W0, Ŵj = Ŵj−1 +RWj , j ∈ N.

Wegen Wj ≤ cNj bedeutet dies

Ŵj ≤ cR
{
Nj +Nj−1 + · · ·+N0

}
≤ cNj .
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9. Residuale Fehlerschätzer

9.1 Cléments-Operator

Der Einsatz des Interpolationsoperators Ih in Satz 5.16 setzt H2-Funktionen voraus. Von
P. Cléments stammt ein Approximationsprozess, mit dem auch H1-Funktionen erfasst
werden. Dazu sei T eine Triangulierung von Ω. Zu jedem Gitterknoten xi definieren wir
die Vereinigung der angrenzenden Elemente

ωi :=
⋃

T∈T :xi∈T
T.

• xi

ωi

Ähnlich definiert sich zu jedem Element T ∈ T der Patch ωT als die Vereinigung aller
Elemente, die mindestens einen Eckpunkt mit T gemeinsam haben:

ωT :=
⋃

T ′∈T :T∩T ′ 6=∅
T ′ =

⋃

xi∈T
ωi.

T

ωT

Auf nicht entarteten Triangulierungen gilt offensichtlich

|ωT | ≤ c|T | ≤ ch2T .
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Die Clément-Approximation im linearen Finite-Element-Raum Vh ist nun in der nodalen
Basis {ϕi} gegeben durch

Ch : H1(Ω) → Vh, Chv(x) :=

N∑

i=1

(Piv)ϕi(x).

Hierbei bezeichnet Pi : L
2(ωi) → P0 die L2-Projektion von v auf die Konstanten.

Satz 9.1 (Clément) Sei T eine nicht entartete Triangulierung. Dann gilt für jedes Ele-
ment T ∈ T und dessen Kanten e ⊂ ∂T

‖v − Chv‖Hm(T ) ≤ ch1−m
T ‖v‖H1(ωT ), m = 0, 1

‖v − Chv‖L2(e) ≤ ch
1/2
T ‖v‖H1(ωT ).

Beweis. Das Bramble-Hilbert-Lemma impliziert

‖v − Piv‖H1(ωi) ≤ c‖v‖H1(ωi) (9.1)

und mit einem Skalierungsargument

‖v − Piv‖L2(ωi) ≤ c diam(ωi)‖v‖H1(ωi) ≤ chT‖v‖H1(ωi). (9.2)

Für jedes Element T ∈ T erscheinen drei Summanden in Chv, die jeweils den Ecken
zugeordnet sind. Für jeden dieser Summanden gilt nach (9.1), (9.2) eine Fehlerabschätzung
in der gewünschten Form:

‖v − Piv‖Hm(T ) ≤ ‖v − Piv‖Hm(ωi) ≤ ch1−m
T ‖v‖H1(ωi) ≤ ch1−m

T ‖v‖H1(ωT ), m = 0, 1.

Da Chv punktweise eine Konvexkombination darstellt, folgt die erste Behauptung. Die
zweite Behauptung ergibt sich aus einer verschärften Form des Spursatzes.

9.2 A-posteriori-Fehlerschätzung

Bei der Darstellung von A-posteriori-Fehlerschätzern beschränken wir uns auf die Poisson-
Gleichung −∆u = f mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Wenn man die Galerkin-
Lösung uh in die Poisson-Gleichung in klassischer Form einsetzt, erhält man ein Residuum.
Außerdem unterscheidet sich uh von der klassischen Lösung durch Sprünge in den Ablei-
tungen an den Elementgrenzen. Wir haben folglich flächenbezogene Residuen

RT := RT (uh) := ∆uh + f für T ∈ T

und kantenbezogene Sprünge

Re := Re(uh) :=

[
∂uh
∂n

]
=
∂uh
∂n

∣∣∣∣
T1

− ∂uh
∂n

∣∣∣∣
T2

für e = T1 ∩ T2 ∈ E .

Hier bezeichnet E die Menge der inneren Kanten (also Kanten, die nicht auf dem Rand Γ
liegen). Im weiteren sei ferner ET die Menge der inneren Kanten eines Elementes T .
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Wir definieren nun die lokalen Fehlerschätzer

η2T,R := h2T‖RT‖2L2(T ) +
1

2

∑

e∈ET
he‖Re‖2L2(e),

die wir zu einem globalen Fehlerschätzer zusammenbauen

η2R :=
∑

T∈T
η2T,R =

∑

T∈T
h2T‖RT‖L2(T ) +

∑

e∈E
he‖Re‖2L2(e).

Satz 9.2 Sei T eine nicht entartete Triangulierung mit Regularitätsparameter κ. Dann
gibt es eine Konstante c = c(Ω, κ), so dass

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ c

√∑

T∈T
η2T,R.

Beweis. Der Ausgangspunkt ist das Dualitätsargument

|u− uh|H1(Ω) = sup
w∈H1

0 (Ω):|w|H1(Ω)=1

(
∇(u− uh),∇w

)
L2(Ω)

. (9.3)

Für ein spezielles w ∈ H1
0 (Ω) folgt

ℓ(w) :=
(
∇(u− uh),∇w

)
L2(Ω)

= (f, w)L2(Ω) −
∑

T∈T
(∇uh,∇w)L2(T )

= (f, w)L2(Ω) −
∑

T∈T

{
(−∆uh, w)L2(T ) +

∑

e∈ET

(∂uh
∂n

, w
)
L2(e)

}

=
∑

T∈T
(∆uh + f, w)L2(T ) +

∑

e∈E

([∂uh
∂n

]
, w
)
L2(e)

=
∑

T∈T
(RT , w)L2(T ) +

∑

e∈E
(Re, w)L2(e)

=
∑

T∈T

{
(RT , w)L2(T ) +

1

2

∑

e∈ET
(Re, w)L2(e)

}
.

Wir setzen nun wh := Chw und benutzen die Galerkin-Orthogonalität

(
∇(u− uh),∇vh

)
L2(Ω)

= 0 für alle vh ∈ Vh.

Dann folgt

ℓ(w) = ℓ(w − wh) ≤
∑

T∈T

{
‖RT‖L2(T )‖w − wh‖L2(T ) +

1

2

∑

e∈ET
‖Re‖L2(e)‖w − wh‖L2(e)

}
.
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Da
⋃

T∈T ωT das Gebiet Ω nur endlich oft überdeckt, ergibt sich mit Hilfe von Satz 9.1

ℓ(w) ≤ c
∑

T∈T

{
hT‖RT‖L2(T ) +

1

2

∑

e∈ET
h1/2e ‖Re‖L2(e)

︸ ︷︷ ︸
|·|≤cηT,R

}
‖w‖H1(ωT )

≤ c

(∑

T∈T
η2T,R

)1/2(∑

T∈T
‖w‖2H1(ωT )

)1/2

≤ cηR‖w‖H1(Ω).

Diese Abschätzung eingesetzt in das Dualitätsargument (9.3) liefert mit der Friedrichs-
schen Ungleichung die Behauptung.

Bemerkung Das flächenbezogene Residuum ist in dieser Form numerisch nicht berech-
nenbar, da man im allgemeinen f nicht exakt integrieren kann. Daher spaltet man f auf
in f = fh + f − fh, wobei nun das flächenbezogene Residuum ∆uh + fh exakt berechnet
werde. Wegen

‖∆uh + f‖L2(T ) ≤ ‖∆uh + fh‖L2(T ) + ‖f − fh‖L2(T )

erhält man die Schranke

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ c

{(∑

T∈T
η2T,R

)1/2

+

(∑

T∈T
h2T‖f − fh‖2L2(T )

)1/2
}
.

Der letzte Summand wird dabei Datenoszillation genannt. △

9.3 Untere Abschätzung

Wir wollen auch eine untere lokale Schranke für den Fehler beweisen. Ein wesentliches
Hilfsmittel bilden dabei Abschneidefunktionen ψT und ψe.

Es ist ψT die kubische Blasenfunktion

suppψT = T, ψT ∈ P3, 0 ≤ ψT ≤ 1 = maxψT .

In baryzentrischen Koordinaten ist sie gegeben durch ψT (x) = 27λ1(x)λ2(x)λ3(x).

Dagegen ist ψe ∈ C(Ω) aus quadratischen Polynomen zusammengesetzt, die auf je zwei
Seiten der Dreiecke aus dem Träger verschwinden

suppψe = T1 ∪ T2, ψe

∣∣
Ti

∈ P2, 0 ≤ ψe ≤ 1 = maxψe.

Ferner setzen wir

ωe :=
⋃

T∈T :e⊂ET
T
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e

ωe

und definieren eine Abbildung E : L2(e) → L2(ωe), die jede auf einer Kante e definierte
Funktion auf die benachbarten Dreiecke ωe fortsetzt. Wir setzen

(
E(σ)

)
(x) = σ(z) in T , wenn z ∈ e der Punkt aus e mit λj(x) = λj(z) ist.

Dabei ist λj eine der zwei baryzentrischen Koordinaten in T , die auf e nicht konstant ist.
Die Niveaulinien dieser Fortsetzung sind demnach wie folgt gegeben:

Lemma 9.3 Sei T eine nicht entartete Triangulierung. Dann gilt für T ∈ T und e ∈ ET
mit einer nur vom Parameter κ abhängigen Zahl c:

‖ψT v‖L2(T ) ≤ ‖v‖L2(T ) für alle v ∈ L2(T ) (9.4)

‖ψ1/2
T p‖L2(T ) ≥ c‖p‖L2(T ) für alle p ∈ P2 (9.5)

|ψTp|H1(T ) ≤ ch−1
T ‖ψTp‖L2(T ) für alle p ∈ P2 (9.6)

‖ψ1/2
e σ‖L2(e) ≥ c‖σ‖L2(e) für alle σ ∈ P2 (9.7)

ch1/2e ‖σ‖L2(e) ≤ ‖ψeE(σ)‖L2(T ) ≤ Ch1/2e ‖σ‖L2(e) für alle σ ∈ P2 (9.8)

|ψeE(σ)|H1(T ) ≤ ch−1
T ‖ψeE(σ)‖L2(T ) für alle σ ∈ P2 (9.9)

Beweis. Die Abschätzung (9.4) folgt sofort aus 0 ≤ ψT ≤ 1. Die anderen Behauptungen
sind wegen der endlichen Dimension von P2 für ein festes Referenzelement klar. Die Über-
tragung auf beliebige Dreiecke ergibt sich mit den üblichen Skalierungsargumenten.

Satz 9.4 Sei T eine nicht entartete Triangulierung mit Regularitätsparameter κ und sei

ω̃T :=
⋃

e∈ET
ωe.
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Dann gibt es eine Konstante c = c(Ω, κ), so dass

ηT,R ≤ c

{
‖u− uh‖2H1(ω̃T ) +

∑

T ′∈ωT

h2T ′‖f − fh‖2L2(T ′)

}1/2

, (9.10)

wobei fh die L2-Projektion von f in Vh ist.

Beweis. Sei T ∈ T . Wir bilden das reduzierte flächenbezogene Residuum

RT,red := RT,red(uh) := ∆uh + fh ∈ P2

und setzen

w := wT := ψT ·RT,red.

Mit (9.5) folgt dann

c‖RT,red‖2L2(T ) ≤ ‖ψ1/2
T RT,red‖2L2(T )

= (RT,red, w)L2(T )

=
(
∆(uh − u), w

)
L2(T )

+ (fh − f, w)L2(T )

=
(
∇(u− uh),∇w

)
L2(T )

+ (fh − f, w)L2(T )

≤ |u− uh|H1(T )|w|H1(T ) + ‖f − fh‖L2(T )‖w‖L2(T ).

Man beachte, dass wegen (9.6) gilt |w|H1(T ) ≤ ch−1
T ‖w‖L2(T ) und wegen (9.4) gilt ‖w‖L2(T ) ≤

‖RT,red‖L2(T ). Daher schließen wir, dass

‖RT,red‖2L2(T ) ≤ c
{
h−1
T |u− uh|H1(T )‖RT,red‖L2(T ) + ‖f − fh‖L2(T )‖RT,red‖L2(T )

}
,

das heißt

‖RT,red‖L2(T ) ≤ c
{
h−1
T |u− uh|H1(T ) + ‖f − fh‖L2(T )

}
.

Wegen

‖RT‖L2(T ) = ‖∆uh + f‖L2(T )

≤ ‖∆uh + fh‖L2(T ) + ‖f − fh‖L2(T )

= ‖RT,red‖L2(T ) + ‖f − fh‖L2(T )

ergibt sich hieraus die Abschätzung

hT‖RT ‖L2(T ) ≤ c
{
|u− uh|H1(T ) + hT ‖f − fh‖L2(T )

}
. (9.11)

In ähnlicher Weise werden die kantenbezogenen Terme des Fehlerschätzers behandelt. Sei
e ∈ E , dann folgt für

w := we := ψe · E(Re)
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dass suppw = ωe. Außerdem ist Re ∈ P2. Mit (9.7) erhalten wir

c‖Re‖2L2(e) ≤ ‖ψ1/2
e Re‖2L2(e)

= (Re, w)L2(e)

=
(
∇(uh − u),∇w

)
L2(ωe)

+
∑

T∈ωe

(∆uh + f, w)L2(T )

=
(
∇(uh − u),∇w

)
L2(ωe)

+
∑

T∈ωe

(RT , w)L2(T )

≤ |u− uh|H1(ωe)|w|H1(ωe) +
∑

T∈ωe

‖RT‖L2(T )‖w‖L2(T ).

Mit (9.9) schließen wir ‖w‖H1(T ) ≤ ch−1
T ‖w‖L2(T ) ≤ ch−1

e ‖w‖L2(T ) für T ∈ ωe und mit

(9.8) folgt ‖w‖L2(T ) ≤ Ch
1/2
e ‖Re‖L2(e). Also ergibt sich

‖Re‖2L2(e) ≤ ch−1/2
e |u− uh|H1(ωe)‖Re‖L2(e) + ch1/2e

∑

T∈ωe

‖RT ‖L2(T )‖Re‖L2(e),

das heißt

h1/2e ‖Re‖L2(e) ≤ c

{
|u− uh|H1(ωe) + he

∑

T∈ωe

‖RT ‖L2(T )

}
.

Wegen he ≤ hT für T ∈ ωe erhalten wir im Hinblick auf (9.11)

h1/2e ‖Re‖L2(e) ≤ c

{
|u− uh|H1(ωe) +

∑

T∈ωe

hT‖f − fh‖L2(T )

}
. (9.12)

Wenn wir noch ω̃T =
⋃

e∈ET ωe beachten, folgt aus (9.11) und (9.12) schließlich die Be-
hauptung.

Bemerkung Aufsummation der lokalen unteren Fehlerschranke (9.10) liefert die Ab-
schätzung

η2R ≤ c

{
‖u− uh‖2H1(Ω) +

∑

T∈T
h2T‖f − fh‖2L2(T )

}
,

das heißt, der globale Fehlerschätzer ηR ist bis auf die Datenoszillation äquivalent zum
Fehler der Lösung. Die lokale untere Fehlerschranke (9.10) zeigt jedoch, dass der Fehler
wirklich in den lokalen Schätzern ηT,R lokalisiert ist. In der Praxis berechnet man alle
lokalen Fehlergrößen ηT,R und wählt einen festen Prozentsatz der größten Beiträge davon
aus. Die zugehörigen Elemente werden dann zur Verfeinerung markiert. △
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10. Nichtsymmetrische Bilinearformen

Bei den bisher behandelten Variationsproblemen war die zugrundeliegende Bilinearform
stets symmetrisch. Bei nichtsymmetrischen Bilinearformen ergeben sich folgende Schwie-
rigkeiten:

• Die Bilinearform a(·, ·) definiert kein Skalarprodukt, daher ist ein neuer Zugang zum
Beweis von Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung notwendig.

• Die Variationsaufgabe ist nicht äquivalent zu einem Minimierungsproblem.

• Die Steifigkeitsmatrix ist nicht mehr symmetrisch. Daher ist beispielsweise ein CG-
Verfahren nicht mehr anwendbar. Insbesondere ist im allgemeinen eine Konvergenz-
analyse durch Eigenwerte nicht mehr gültig.

Beispiel 10.1 Der Vektor b ∈ Rd besitze konstante Länge 1. Die Bilinearform a :
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) → R zur Differentialgeichung

−∆u + 〈b,∇u〉+ u = f in Ω, u = 0 auf Γ

auf dem beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rd lautet

a(u, v) =

∫

Ω

{
〈∇u,∇v〉+ 〈b,∇u〉v + uv

}
dx.

Diese unsymmetrische Bilinearform ist offensichtlich stetig. Wegen |〈b,∇u〉| ≤ ‖∇u‖ ist
sie auch elliptisch:

a(u, u) ≥
∫

Ω

{
‖∇u‖2 − ‖∇u‖|u|+ u2

}
dx

=
1

2

∫

Ω

{
‖∇u‖2 + u2

}
dx+

1

2

∫

Ω

{
‖∇u‖ − |u|

}2
︸ ︷︷ ︸

≥0

dx

≥ 1

2
‖u‖2H1(Ω).

△

Satz 10.2 (Lax-Milgram) Gegeben seien ein Hilbert-Raum V mit Innenprodukt (·, ·),
eine in V stetige und elliptische, nicht notwendigerweise symmetrische Bilinearform a :
V × V → R, sowie ein beschränktes lineares Funktional ℓ : V → R. Dann gibt es genau
ein u ∈ V mit

a(u, v) = ℓ(v) für alle v ∈ V .
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Beweis. Wir vollziehen den Beweis in vier Schritten.

(i.) Für festes v ∈ V definieren wir das lineare Funktional Av ∈ V ′ durch Av(w) = a(v, w).
Die Abbildung

A : V → V ′, v 7→ Av

ist linear

Aαv1+βv2(w) = a(αv1 + βv2, w) = αa(v1, w) + βa(v2, w) = αAv1(w) + βAv2(w)

und stetig
‖Av‖V ′

‖v‖V
= sup

w∈V

Av(w)

‖v‖V ‖w‖V
= sup

w∈V

a(v, w)

‖v‖V ‖w‖V
≤ cS.

(ii.) Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es zu jedem ℓ ∈ V ′ genau ein v ∈ V derart,
dass (v, w) = ℓ(w) für alle w ∈ V . Dies definiert eine bijektive Abbildung τ : V ′ → V mit
(τℓ, w) = ℓ(w) für alle w ∈ V , die isometrisch ist:

‖ℓ‖V ′ = sup
w∈V

ℓ(w)

‖w‖V
= sup

w∈V

(τℓ, w)

‖w‖V
= ‖τℓ‖V .

(iii.) Wir zeigen nun, dass genau ein u ∈ V existiert, so dass Au(v) = ℓ(v) ist für alle
v ∈ V . Dies ist äquivalent zur Aussage, dass es genau ein u ∈ V gibt mit Au = ℓ in V ′,
beziehungsweise nach (ii.) mit τAu = τℓ in V . Betrachte dazu im folgenden die Abbildung

T : V → V, v 7→ Tv = v − α(τAv − τℓ).

Ist α > 0 so gewählt, dass T eine Kontraktion darstellt, das heißt ‖T‖V→V = γ < 1, dann
liefert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung Tu = u,
beziehungsweise τAu = τℓ.

(iv.) Um die Kontraktionseigenschaft zu zeigen, seien u1, u2 ∈ V . Mit v := u1 − u2 folgt
dann

‖Tu1 − Tu2‖2V = ‖u1 − u2 − α(τAu1 − τAu2)‖2V
= ‖v − ατAv‖2V
= ‖v‖2V − 2α(v, τAv) + α2‖τAv‖2V .

Nach Definition von τ gilt (v, τAv) = Av(v) = a(v, v), also

‖Tu1 − Tu2‖2V = ‖v‖2V − 2αa(v, v) + α2‖τAv‖2V .
Weiter ist nach (i.) ‖τAv‖V = ‖Av‖V ′ ≤ cS‖v‖V , so dass zusammen mit der Elliptizität
der Bilinearform folgt

‖Tu1 − Tu2‖2V ≤ ‖v‖2V − 2αcE‖v‖2V + α2c2S‖v‖2V = (1− 2αcE + α2c2S︸ ︷︷ ︸
=:γ2

)‖u1 − u2‖2V .

Setzen wir etwa α = cE/c
2
S, so ist γ < 1 und folglich T kontrahierend. Gemäß (iii.) ergibt

sich daher das Behauptete.

Bemerkung Aus der Elliptizität ergibt sich die Stabilitätsabschätzung

‖u‖2V ≤ 1

cE
a(u, u) =

1

cE
ℓ(u) ≤ 1

cE
‖ℓ‖V ′‖u‖V ,

das heißt, ‖u‖V ≤ ‖ℓ‖V ′/cE . Die Variationsaufgabe bezüglich einer elliptischen und steti-
gen Bilinearform ist demnach sachgemäß gestellt. △
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Der Beweis des Céa-Lemmas (Satz 4.1) behält in dieser Form auch im Fall einer unsym-
metrischen elliptischen Bilinearform seine Gültigkeit. Das gleiche gilt für die komplette
Konvergenztheorie: alle Aussagen bleiben gültig.

Der Vollständigkeit halber zeigen wir hingegen nun, dass sich das Céa-Lemma im symme-
trischen Fall verschärfen lässt. Dabei wird explizit die Äquivalenz der Variationsformulie-
rung zu einem Minimierungsproblem ausgenutzt.

Satz 10.3 (Céa-Lemma) Die symmetrische Bilinearform a : V × V → R sei stetig und
elliptisch, und u ∈ V und uh ∈ Vh ⊂ V seien die Lösungen der Variationsprobleme (4.1)
und (4.2). Dann gilt

‖u− uh‖V ≤
√
cS
cE

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V .

Beweis. Im Fall einer symmetrischen Bilinearform ergibt der Charakterisierungssatz 3.8
in Verbindung mit dem Satz von Lax-Milgram 3.11, dass

a(uh, uh)− 2ℓ(uh) ≤ a(vh, vh)− 2ℓ(vh) für alle vh ∈ Vh.

Daher folgt

a(u− uh, u− uh) = a(u, u)− 2a(u, uh) + a(uh, uh)

= a(u, u)− 2ℓ(uh) + a(uh, uh)

≤ a(u, u)− 2ℓ(vh) + a(vh, vh)

= a(u, u)− 2a(u, vh) + a(vh, vh)

= a(u− vh, u− vh).

Für beliebiges vh ∈ Vh ergibt sich daraus

‖u− uh‖2V ≤ 1

cE
a(u− uh, u− uh) ≤

1

cE
a(u− vh, u− vh) ≤

cS
cE

‖u− vh‖2V ,

das ist die Behauptung.

Bemerkung Als Konsequenz dieser verschärften Form des Céa-Lemmas lassen sich alle
Konstanten in der zuvor vorgestellten Konvergenztheorie verbessern. △
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11. Parabolische Differentialgleichun-

gen

11.1 Linienmethode

Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung

∂

∂t
u(t,x)−∆u(t,x) = f(t,x), (t,x) ∈ [0, T ]× Ω

für ein Gebiet Ω ⊂ Rd und einen Endzeitpunkt T . Der Einfachheit halber geben wir uns
homogene Dirichlet-Randwerte vor

u(t,x) = 0 für alle (t,x) ∈ [0, T ]× Γ.

Zum Zeitpunkt t = 0 verlangen wir die Anfangsbedingung

u(0,x) = g(x) für alle x ∈ Ω.

Im stationären Fall ∂u/∂t ≡ 0 erhalten wir die übliche Poisson-Gleichung.

Um die Wärmeleitungsgleichung numerisch zu lösen, führen wir zunächst eine Semidiskre-
tisierung im Ort durch, indem wir wie bei einer elliptischen Differentialgleichung vorgehen.
Ausgehend von der Variationsformulierung

suche u(t) ∈ H1
0 (Ω), so dass

∂

∂t

(
u(t), v

)
L2(Ω)

+
(
∇u(t),∇v

)
L2(Ω)

=
(
f(t), v

)
L2(Ω)

für alle v ∈ H1
0 (Ω)

liefert die Einschränkung auf den Finite-Elemente-Raum Vh ⊂ H1
0 (Ω)

suche uh(t) ∈ Vh, so dass

∂

∂t

(
uh(t), vh

)
L2(Ω)

+
(
∇uh(t),∇vh

)
L2(Ω)

=
(
f(t), vh

)
L2(Ω)

für alle vh ∈ Vh

ein lineares Gleichungssystem

M
∂

∂t
u(t) +Au(t) = f(t), u(0) = g. (11.1)

Hierin sind die Massenmatrix M = [(ϕi, ϕj)L2(Ω)]i,j und die Steifigkeitsmatrix A =
[(∇ϕi,∇ϕj)L2(Ω)]i,j unabhängig von der Zeit, während die Koeffizienten des Lösungsvek-
tors u(t) = [ui(t)]i und die rechte Seite f(t) =

[(
f(t), ϕi

)
L2(Ω)

]
i,j

zeitabhängig sind. Die
approximative Lösung besitzt demnach die Form

uh(t,x) =
∑

i

ui(t)ϕi(x).
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Bemerkung Aus anschaulichen Gründen wird die Semidiskretisierung (11.1) Linienme-
thode genannt. Für alle t ≥ 0 enthält nämlich die vektorwertige Funktion u(t) die Funk-
tionswerte der Approximation uh(t,x) bezüglich einer räumlichen Trinagulierung Th. △

✲

✻
t

x10

Linienmethode für Ω = (0, 1)

11.2 θ-Schema

Wir benötigen nun noch eine geeignete Zeitdiskretisierung. Dazu unterteilen wir das Zei-
tintervall [0, T ] in M Intervalle [ti, ti+1] und setzen ki := ti+1 − ti. Das explizite Euler-
Verfahren führt auf

M
ui+1 − ui

ki
+Aui = f(ti) bzw. Mui+1 = (M− kiA)ui + kif(ti). (11.2)

Hingegen liefert das implizite Euler-Verfahren

M
ui+1 − ui

ki
+Aui+1 = f(ti+1) bzw. (M+ kiA)ui+1 = Mui + kif(ti+1). (11.3)

Der Startwert lautet in beiden Fällen u0 = g. Kombinieren wir (11.2) und (11.3), so
erhalten wir das θ-Schema

M
ui+1 − ui

ki
+ (1− θ)Aui + θAui+1 = (1− θ)f(ti) + θf(ti+1), (11.4)

beziehungsweise

(M+ kiθA)ui+1 =
(
M− ki(1− θ)A

)
ui + ki(1− θ)f(ti) + kiθf(ti+1).

Dabei gilt

θ =





0, explizites Euler-Verfahren

1/2, Trapez-Methode

1, implizites Euler-Verfahren

wobei die Trapez-Methode im Zusammenhang mit parabolischen Differentialgleichungen
auch Crank-Nicolson-Verfahren genannt wird. Das θ-Schema ist konsistent von erster
Ordnung, im Falle θ = 0.5 sogar von zweiter Ordnung.
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Satz 11.1 Für die Wärmeleitungsgleichung und 1/2 ≤ θ ≤ 1 ist das θ-Schema stabil,
das heißt, es gilt

‖uh,M‖2L2(Ω) +
M−1∑

i=0

{
ki|uh,i+θ|2H1(Ω) + (2θ − 1)‖uh,i+1 − uh,i‖2L2(Ω)

}

≤ ‖uh,0‖2L2(Ω) + c
M−1∑

i=0

ki‖fi+θ‖2L2(Ω),

wobei wir

uh,i+θ := (1− θ)uh,i + θuh,i+1, fi+θ := (1− θ)f(ti) + θf(ti+1)

gesetzt haben.

Beweis. Einsetzen der Testfunktion uh,i+θ in die Variationsformulierung liefert

(uh,i+1 − uh,i, uh,i+θ)L2(Ω) + ki (∇uh,i+θ,∇uh,i+θ)L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
=|uh,i+θ|2H1(Ω)

= ki(fi+θ, uh,i+θ)L2(Ω), (11.5)

vergleiche (11.4). Andererseits gilt

(uh,i+1 − uh,i, uh,i+θ)L2(Ω)

=
(
uh,i+1 − uh,i, (1− θ)uh,i + θuh,i+1

)
L2(Ω)

=

(
uh,i+1 − uh,i,

1

2
uh,i+1 +

1

2
uh,i +

(
θ − 1

2

)
(uh,i+1 − uh,i)

)

L2(Ω)

=
1

2
‖uh,i+1‖2L2(Ω) −

1

2
‖uh,i‖2L2(Ω) +

(
θ − 1

2

)
‖uh,i+1 − uh,i‖2L2(Ω).

Hieraus folgt zusammen mit (11.5), der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Poin-
caré-Friedrichsschen Ungleichung

‖uh,i+1‖2L2(Ω) − ‖uh,i‖2L2(Ω) + (2θ − 1)‖uh,i+1 − uh,i‖2L2(Ω) + 2ki|uh,i+θ|2H1(Ω)

= 2ki(fi+θ, uh,i+θ)L2(Ω)

≤ 2kicΩ‖fi+θ‖L2(Ω)|uh,i+θ|H1(Ω)

≤ kic
2
Ω‖fi+θ‖2L2(Ω) + ki|uh,i+θ|2H1(Ω),

dies bedeutet

‖uh,i+1‖2L2(Ω) − ‖uh,i‖2L2(Ω) + (2θ − 1)‖uh,i+1 − uh,i‖2L2(Ω)

+ ki|uh,i+θ|2H1(Ω) ≤ kic
2
Ω‖fi+θ‖2L2(Ω).

Summation über i liefert die Behauptung.

Das θ-Schema ist demnach stabil für alle θ ∈ [0.5, 1]. Fehler werden daher nicht exponen-
tiell verstärkt. Für θ < 0.5 ist das Verfahren nur stabil, wenn gilt ki ∼ h2. Dies ist die
sogenannte CFL-Bedingung (CFL steht für Courant, Friedrichs und Lewy) für paraboli-
sche Probleme. Im Falle θ > 0.5 werden sogar die hochfrequenten Anteile in der diskreten
Lösung exponentiell in der Zeit gedämpft. Ebenso werden lokale Störungen in den Daten
f(ti) und g deutlich gedämpft.
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Bemerkung Da das Crank-Nicolson-Verfahren das einfachste Verfahren von zweiter
Ordnung ist, ist es unheimlich populär. Da Fehler nicht exponentiell gedämpft werden,
produziert es aber unphysikalische Oszillationen und sollte daher gemieden werden. Am
besten wählt man daher θ = 1/2 + ξ mit einem kleinen ξ. △

11.3 Fehleranalysis

Wir wollen speziell das implizite Euler-Verfahren (also θ = 1) betrachten, das wir leicht
modifizieren, indem wir die rechte Seite entsprechend

f(ti+1) :=
1

ki

∫ ti+1

ti

f(t) dt = f(ti+1) +O(ki)

mitteln. Um den Fehler abzuschätzen, benutzen wir folgende, diskrete Seminorm

‖u‖h,∞ :=
M

max
i=1

‖u(ti)‖L2(Ω).

Für zeitlich diskrete Funktionen uh ∈ Vh ist dies sogar eine Norm.

Satz 11.2 Sei Ω ein konvexes Polygongebiet und {Th} eine Familie quasi-uniformer
Gitter, welche zeitlich konstant sind. Für die kontinuierliche Lösung der Wärmeleitungs-
gleichung gelte u ∈ H1(0, T ) ⊗ H2(Ω). Dann genügt das implizite Euler-Verfahren mit
einer Ortsdiskretisierung durch P1- beziehungsweise Q1-Elemente der Fehlerabschätzung

‖u− uh‖h,∞ ≤ c

{
√
Th2k−1/2‖∆u‖h,∞ +

(M−1∑

i=0

k2i

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt

)1/2
}
,

vorausgesetzt es ist minM
i=1{ki} ≥ k.

Beweis. Mit Rhui bezeichnen wir die Ritz-Projektion von ui := u(ti) auf den Raum Vh,
die per Galerkin-Verfahren berechnet wird:

suche Rhui ∈ Vh, so dass (∇Rhui,∇vh)L2(Ω) = (∇ui,∇vh)L2(Ω) für alle vh ∈ Vh.

Wir spalten den Fehler ui − uh,i auf in ξi = (Rh − I)ui und ηi = uh,i − Rhui ∈ Vh. Nach
Proposition 6.6 haben wir für ξi die Abschätzung

‖ξi‖L2(Ω) = ‖(Rh − I)ui‖L2(Ω) ≤ ch2|ui|H2(Ω). (11.6)

Hieraus folgt unmittelbar

‖(Rh − I)u‖h,∞ ≤ ch2‖∆u‖h,∞.

Für den Fehleranteil ηi+1 verwenden wir die folgende Identität:

‖ηi+1‖2L2(Ω) − ‖ηi‖2L2(Ω) = 2(ηi+1 − ηi, ηi+1)L2(Ω) − ‖ηi+1 − ηi‖2L2(Ω). (11.7)
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Für den rechten Term gilt für beliebiges vh ∈ Vh unter Ausnutzung der Gleichung für die
Ritz-Projektion

(ηi+1 − ηi, ηi+1)L2(Ω)

= ki(fi+1, ηi+1)L2(Ω) − ki(∇uh,i+1,∇ηi+1)L2(Ω) − (Rhui+1 − Rhui, ηi+1)L2(Ω)

= ki(fi+1, ηi+1)L2(Ω) − ki
(
∇(ηi+1 + ui+1),∇ηi+1

)
L2(Ω)

− (ui+1 − ui, ηi+1)L2(Ω)

− (Rhui+1 − ui+1 −Rhui + ui, ηi+1)L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
=(ξi+1−ξi,ηi+1)L2(Ω)

.

Die ersten drei Terme lassen sich unter Verwendung der Wärmeleitungsgleichung be-
schränken gemäß

E1 := ki(fi+1, ηi+1)L2(Ω) − ki
(
∇(ηi+1 + ui+1),∇ηi+1

)
L2(Ω)

− (ui+1 − ui, ηi+1)L2(Ω)

=

∫ ti+1

ti

(
f − ∂u

∂t
, ηi+1

)

L2(Ω)

dt− ki(∇ui+1,∇ηi+1)L2(Ω) − ki‖∇ηi+1‖2L2(Ω)

=

∫ ti+1

ti

(
∇(u− ui+1),∇ηi+1

)
L2(Ω)

dt− ki‖∇ηi+1‖2L2(Ω).

Mit dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt
∫ y

x

{g(z)− g(x)} dz =
∫ y

x

∫ z

x

g′(t) dt dz.

Wegen
{(t, z) : x ≤ z ≤ y, x ≤ t ≤ z} = {(t, z) : x ≤ t ≤ y, t ≤ z ≤ y}

folgt daher die Identität
∫ y

x

{g(z)− g(x)} dz =
∫ y

x

∫ y

t

g′(t) dz dt =

∫ y

x

g′(t)(y − t) dt.

Dies eingesetzt liefert

E1 =

∫ ti+1

ti

(ti − t)

(
∇∂u

∂t
,∇ηi+1

)

L2(Ω)

dt− ki‖∇ηi+1‖2L2(Ω)

≤
∫ ti+1

ti

(t− ti)

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
H1(Ω)

‖∇ηi+1‖L2(Ω) dt− ki‖∇ηi+1‖2L2(Ω)

≤
(
k2i
2

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt

)1/2(
2

∫ ti+1

ti

‖∇ηi+1‖2L2(Ω) dt

)1/2

− ki‖∇ηi+1‖2L2(Ω).

Mit der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel,
√
ab ≤ (a+b)/2 folgt

schließlich

E1 ≤
k2i
4

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt.

Weiter gilt

E2 := (ξi+1 − ξi, ηi+1)L2(Ω)

= (ξi+1, ηi+1)L2(Ω) − (ξi, ηi)L2(Ω) + (ξi, ηi − ηi+1)L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤‖ηi−ηi+1‖L2(Ω)‖ξi‖L2(Ω)

≤ (ξi+1, ηi+1)L2(Ω) − (ξi, ηi)L2(Ω) +
1

2
‖ηi − ηi+1‖2L2(Ω) + ch4|ui|2H2(Ω),
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wobei wir im letzten Schritt erst (11.6) und danach die Ungleichung vom arithmetischen
und geometrischen Mittel verwendet haben.

Die Gleichung (ηi+1 − ηi, ηi+1)L2(Ω) = E1 + E2 eingesetzt in (11.7) ergibt

‖ηi+1‖2L2(Ω) − ‖ηi‖2L2(Ω) = 2E1 + 2E2 − ‖ηi+1 − ηi‖2L2(Ω)

≤ 2(ξi+1, ηi+1)L2(Ω) − 2(ξi, ηi)L2(Ω) +
k2i
2

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt+ ch4|ui|2H2(Ω).

Aufsummation über alle i liefert dann

‖ηM‖2L2(Ω) ≤ ‖η0‖2L2(Ω) + 2 (ξM , ηM)L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤(

√
2‖ξM‖L2(Ω))(‖ηM ‖L2(Ω)/

√
2)

−2 (ξ0, η0)L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
≤(

√
2‖ξ0‖L2(Ω))(‖η0‖L2(Ω)/

√
2)

+
M−1∑

i=0

k2i
2

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt + ch4
M−1∑

i=0

|ui|2H2(Ω)

≤ ‖η0‖2L2(Ω) + 2‖ξM‖2L2(Ω) +
1

2
‖ηM‖2L2(Ω) + 2‖ξ0‖2L2(Ω) +

1

2
‖η0‖2L2(Ω)

+

M−1∑

i=0

k2i
2

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt + ch4
M−1∑

i=0

ki |k−1/2
i ui|2H2(Ω)︸ ︷︷ ︸

≤‖k−1/2∆u‖2h,∞

≤ 3

2
‖η0‖2L2(Ω) + 2‖ξM‖2L2(Ω) +

1

2
‖ηM‖2L2(Ω) + 2‖ξ0‖2L2(Ω)

+
M−1∑

i=0

k2i
2

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt + ch4T‖k−1/2∆u‖2h,∞.

Projizieren wir den Startwert u0 = g durch eine geeignete Projektion Ph : H1
0(Ω) → Vh,

dann gilt

‖η0‖L2(Ω) = ‖Phu0 −Rhu0‖L2(Ω) ≤ ‖(I − Ph)u0‖L2(Ω) + ‖(I − Rh)u0‖L2(Ω) ≤ ch2|u0|H2(Ω).

Wir erhalten damit

1

2
‖ηM‖2L2(Ω) ≤ 2‖ξM‖2L2(Ω) + 2‖ξ0‖2L2(Ω) + ch4(T + 1)‖k−1/2∆u‖2h,∞

+

M−1∑

i=0

k2i
2

∫ ti+1

ti

∣∣∣∣
∂u

∂t

∣∣∣∣
2

H1(Ω)

dt.

Wegen ‖u− uh‖h,∞ ≤ ‖ξ‖h,∞ + ‖η‖h,∞ ergibt sich endlich die Behauptung.

Bemerkung Im Fall von uniformen Zeitschritten k ≤ cki besagt die Fehlerabschätzung
aus Satz 11.2, dass gilt

‖u− uh‖h,∞ = O(h2k−1/2 + k).

Aufgrund des Faktors k−1/2 ist dies nicht optimal. Unter der Bedingung h ≤ ck4/3 ergibt
sich aber die zeitoptimale Konvergenzordnung O(k). Beim Crank-Nicolson-Verfahren ist
der Diskretisierungsfehler hingegen O(k2 + h2), das entspricht quadratischer Konvergenz
O(k2), wenn h ∼ k gewählt wird. △
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12. Nichtkonforme Finite Elemente

12.1 Lemmata von Strang

Bisher haben wir stets den Fall betrachtet, dass Vh ⊂ V gilt. Diese Eigenschaft des An-
satzraums Vh heißt Konformität. Ist diese Bedingung verletzt, dann spricht man von nicht-
konformen Elementen. Neben dem Approximationsfehler entsteht ein weiterer Fehler, der
Konsistenzfehler genannt wird. Die Konvergenz ist deshalb keineswegs selbstverständlich.
Die Lemmata von Strang schätzen diesen Konsistenzfehler ab.

Das Variationsproblem
a(u, v) = ℓ(v) für v ∈ V (12.1)

wird durch eine Folge finiter Probleme ersetzt: Gesucht wird uh ∈ Vh mit

ah(uh, v) = ℓh(v) für v ∈ Vh. (12.2)

Wir betrachten zunächst den Fall, dass Vh ⊂ V ist. Die Bilinearformen ah seien gleich-
gradig elliptisch, das heißt, es mit einer von h unabhängigen Zahl α gelte

ah(v, v) ≥ α‖v‖2V für v ∈ Vh.

Man beachte, dass sowohl die Bilinearform ah, als auch das Funktional ℓh, nicht für alle
v ∈ V definiert sein müssen. Beispielsweise können ah und ℓh durch Quadraturformeln
aus a und ℓ hervorgehen.

Satz 12.1 (erstes Lemma von Strang) Unter den obigen Voraussetzungen ist mit einer
von h unabhängigen Zahl c

‖u− uh‖V ≤ c inf
vh∈Vh

{
‖u− vh‖V + sup

wh∈Vh

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖V

+ sup
wh∈Vh

|ℓ(wh)− ℓh(wh)|
‖wh‖V

}
.

Beweis. Sei vh ∈ Vh. Wir setzen zur Abkürzung wh = uh − vh und schließen aus der
gleichgradigen Elliptizität zusammen mit (12.1) und (12.2)

α‖uh − vh‖2V ≤ ah(uh − vh, uh − vh)

= ah(uh − vh, wh)

= a(u− vh, wh) + {a(vh, wh)− ah(vh, wh)}+ {ah(uh, wh)− a(u, wh)}
= a(u− vh, wh) + {a(vh, wh)− ah(vh, wh)}+ {ℓh(wh)− ℓ(wh)}.
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Wir dividieren durch ‖wh‖V = ‖uh − vh‖V und nutzen die Stetigkeit von a aus:

‖uh − vh‖V ≤ cS
α

(
‖u− vh‖V +

|a(vh, wh)− ah(vh, wh)|
‖wh‖V

+
|ℓ(wh)− ℓh(wh)|

‖wh‖V

)
.

Es ist vh ein beliebiges Element aus Vh, so dass zusammen mit der Dreiecksungleichung

‖u− uh‖V ≤ ‖u− vh‖V + ‖uh − vh‖V

die Behauptung folgt mit c = 1 + cS/α.

Beim Verzicht auf die Konformitätsbedingung Vh ⊂ V muss im allgemeinen eine gitterab-
hängige Norm ‖ · ‖Vh

betrachtet werden. Ferner wird vorausgesetzt, dass die Bilinearform
ah für Funktionen in Vh ⊕ V erklärt ist. Außerdem wird die Elliptizität

ah(v, v) ≥ α‖v‖2Vh
für v ∈ Vh (12.3)

und Stetigkeit

|ah(u, v)| ≤ β‖u‖Vh
‖v‖Vh

für u ∈ V ⊕ Vh, v ∈ Vh (12.4)

mit von h unabhängigen Konstanten α und β benötigt.

Satz 12.2 (zweites Lemma von Strang) Unter den obigen Voraussetzungen ist mit einer
von h unabhängigen Zahl c

‖u− uh‖Vh
≤ c

(
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖Vh
+ sup

wh∈Vh

|ah(u, wh)− ℓh(wh)|
‖wh‖Vh

)
.

Beweis. Sei vh ∈ Vh. Aus (12.3) schließen wir

α‖uh − vh‖2Vh
≤ ah(uh − vh, uh − vh)

= ah(u− vh, uh − vh) + {ℓh(uh − vh)− ah(u, uh − vh)}.

Wir dividieren wieder durch ‖uh − vh‖Vh
und kürzen wh = uh − vh ab. Aus (12.4) folgt

dann

‖uh − vh‖Vh
≤ β

α

(
‖u− vh‖Vh

+ sup
wh∈Vh

|ah(u, wh)− ℓh(wh)|
‖wh‖Vh

)
.

Wie im Beweis des ersten Lemma folgt die Behauptung mittels der Dreiecksungleichung.

Im Fall nichtkonformer Elemente ergeben sich im Aubin-Nitsche-Lemma zwei zusätzliche
Terme.
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Satz 12.3 (Aubin-Nitsche-Lemma) Die Hilbert-Räume V und H mögen den Vorrausset-
zungen des Aubin-Nitsche-Lemmas 6.5 genügen. Ferner seien Vh ⊂ H und die Bilinear-
form ah auf V ⊕Vh derart definiert, dass ah auf V mit a übereinstimmt. Dann gilt für die
Finite-Elemente-Lösung uh von (12.2)

‖u− uh‖H ≤ sup
g∈H\{0}

1

‖g‖H

{
β‖u− uh‖Vh

‖ϕg − ϕg,h‖Vh

+ |ah(u− uh, ϕg)− (u− uh, g)H|

+ |ah(u, ϕg − ϕg,h)− ℓ(ϕg) + ℓh(ϕg,h)|
}
.

Dabei werden jedem g ∈ H die schwachen Lösungen ϕg ∈ V und ϕg,h ∈ Vh von a(w, ϕ) =
(w, g)H und ah(w, ϕh) = (w, g)H zugeordnet.

Beweis. Nach Definition von uh, ϕg und ϕg,h ist für jedes g ∈ H

(u− uh, g)H = a(u, ϕg)︸ ︷︷ ︸
=ah(u,ϕg)

−ah(uh, ϕg,h)

= ah(u− uh, ϕg − ϕg,h) + ah(uh, ϕg − ϕg,h) + ah(u− uh, ϕg,h).

Mit

ah(uh, ϕg − ϕg,h) = ah(uh − u, ϕg) + ah(u, ϕg)︸ ︷︷ ︸
=(u,g)H

− ah(uh, ϕg,h)︸ ︷︷ ︸
=(uh,g)H

= ah(uh − u, ϕg) + (u− uh, g)H

und

ah(u− uh, ϕg,h) = ah(u, ϕg,h − ϕg) + ah(u, ϕg)︸ ︷︷ ︸
=ℓ(ϕg)

− ah(uh, ϕg,h)︸ ︷︷ ︸
=ℓh(ϕg,h)

= ah(u, ϕg,h − ϕg) + ℓ(ϕg)− ℓh(ϕg,h)

folgt

(u− uh, g)H = ah(u− uh, ϕg − ϕg,h)− {ah(u− uh, ϕg)− (u− uh, g)H}
− {ah(u, ϕg − ϕg,h)− ℓ(ϕg) + ℓh(ϕg,h)}.

Aus der Stetigkeit von ah und der Identität

‖u− uh‖H = sup
g∈H\{0}

(u− uh, g)H
‖g‖H

folgt hieraus die Behauptung.

12.2 Crouzeix-Raviart-Element

Das einfachste nichtkonforme Element stellt das Crouzeix-Raviart-Element dar, das auch
als nichtkonformes P1-Element bezeichnet wird:
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•

•

•

Der Ansatzraum ist dann

Vh = {v ∈ L2(Ω) : v|T ist linear für jedes T ∈ Th,

v ist stetig in den Mittelpunkten der Dreiecksseiten}.
Bei Nullrandbedingungen wird zusätzlich gefordert, dass v = 0 gilt in den Mittelpunkten
der Dreiecksseiten auf ∂Ω.

Zur Lösung des homogenen Dirichlet-Problems zur Poisson-Gleichung

−∆u = f in Ω, u = 0 auf ∂Ω

in einem konvexen Polygongebiet Ω ⊂ R2 sei

ah(u, v) =
∑

T∈T

∫

T

〈∇u,∇v〉 dx und ℓh(v) :=

∫

Ω

fv dx für u, v ∈ H1(Ω)⊕ Vh

und
‖v‖Vh

:=
√
ah(v, v)

gesetzt.

Satz 12.4 Sei {Th} eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen eines konvexen Poly-
gongebiets Ω ⊂ R2 und f ∈ L2(Ω). Dann gilt für den Diskretisierungsfehler des Poisson-
Problems mit Crouzeix-Raviart-Elementen

‖u− uh‖Vh
≤ ch‖f‖L2(Ω).

Beweis. Im Hinblick auf das zweite Lemma von Strang (Satz 12.2) berechnen wir für
vh ∈ Vh

Lu(vh) := ah(u, vh)− ℓh(vh)

=
∑

T∈Th

∫

T

〈∇u,∇v〉 dx−
∫

Ω

fvh dx

=
∑

T∈Th

{∫

∂T

∂u

∂n
vh dσ −

∫

T

∆uvh dx

}
−
∫

Ω

fvh dx

=
∑

T∈Th

∫

∂T

∂u

∂n
vh dσ −

∫

Ω

(∆u+ f︸ ︷︷ ︸
=0

)vh dx

=
∑

T∈Th

∫

∂T

∂u

∂n
vh dσ.
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Da ∂u/∂n lediglich das Vorzeichen wechselt, je nachdem von welchem Element man eine
innere Kante betrachtet, ändern sich die Integrale nicht, wenn man auf jeder Seite einer
Kante e den Integralmittelwert vh abzieht:

Lu(vh) =
∑

T∈Th

∑

e∈∂T

∫

e

∂u

∂n

(
vh
∣∣
T
− vh(e)

)
dσ.

Sei Ihu ∈ Vh ∩ C(Ω) die stetige, stückweise lineare Funktion, die u ∈ H2(Ω) in den
Eckpunkten interpoliert. Da ∂Ihu/∂n auf jeder Kante konstant ist, folgt nach Definition
von vh, dass ∫

e

∂Ihu

∂n

(
vh
∣∣
Ti
− vh(e)

)
dσ = 0, i = 1, 2.

Da dies ebenso für die Kanten auf dem Rand gilt, schließen wir

Lu(vh) =
∑

T∈Th

∑

e∈∂T

∫

e

∂(u − Ihu)

∂n

(
vh
∣∣
T
− vh(e)

)
dσ.

Die Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung liefert nun

|Lu(vh)| ≤
∑

T∈Th

∑

e∈∂T

∥∥∥∥
∂(u − Ihu)

∂n

∥∥∥∥
L2(e)

‖vh − vh(e)‖L2(e). (12.5)

Die auftretenden Normausdrücke beschränken wir nun separat. Für v ∈ H2(Tref) ist gemäß
Spursatz 3.7 und Lemma 5.10

∫

∂T ref

‖∇(v − Ihv)‖22 dσ ≤ c‖∇(v − Ihv)‖2H1(Tref )
≤ c‖v − Ihv‖2H2(Tref )

≤ c|v|2H2(Tref )
.

Mit dem Transformationsformel aus Lemma 5.14 folgt deshalb für T ∈ Th

∫

∂T

‖∇(u− Ihu)‖2 dσ ≤ ch|u|2H2(T ). (12.6)

Weil
∫
eref

|vh − vh(e)|2 dσ = 0 für all konstanten Funktionen vh gilt, können wir das
Bramble-Hilbert-Lemma (Proposition 5.11) für jede Kante eref von Tref anwenden und
erhalten ∫

eref

|vh − vh(e)|2 dσ ≤ c|vh|2H1(Tref )
für vh ∈ P1.

Die Transformationsformel liefert daher für eine Kante e aus T ∈ Th

∫

e

|vh − vh(e)|2 dσ ≤ ch|vh|2H1(T ) für vh ∈ Vh. (12.7)

Die Abschätzungen (12.6) und (12.7) setzen wir nun in (12.5) ein. Außerdem benutzen
wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung für Skalarprodukte

|Lu(vh)| ≤
∑

T∈Th

ch|u|H2(T )|vh|H1(T )

≤ ch

√∑

T∈Th

|u|2H2(T )

√∑

T∈Th

|vh|2H1(T )

≤ ch|u|H2(Ω)‖vh‖Vh
. (12.8)
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Beachten wir schließlich noch, dass die stückweise linearen, konformen Elemente in Vh ent-
halten sind, liefern die bereits bekannten Approximationsätze zusammen mit dem zweiten
Lemma von Strang die Fehlerabschätzung

‖u− uh‖Vh
≤ ch|u|H2(Ω) ≤ ch‖f‖L2(Ω).

Wir wenden nun das Aubin-Nitsche-Lemma (Satz 12.3) an.

Satz 12.5 Sei {Th} eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen eines konvexen Poly-
gongebiets Ω ⊂ R2 und f ∈ L2(Ω). Dann gilt für den Diskretisierungsfehler des Poisson-
Problems mit Crouzeix-Raviart-Elementen

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ ch2‖f‖L2(Ω).

Beweis. Um das Aubin-Nitsche-Lemma anzuwenden, setzen wir H := L2(Ω) und V :=
H1

0 (Ω). Zunächst müssen wir die Differenz ϕg − ϕg,h der Lösungen des jeweils dualen
Problems abschätzen. Dazu greifen wir auf obigen Satz 12.4 zurück und erhalten

‖ϕg − ϕg,h‖Vh
≤ ch‖g‖L2(Ω).

Eine wesentliche Beobachtung ist, dass (12.8) sogar für alle w ∈ Vh ⊕ H1
0 (Ω) gilt. Dies

erkennt man sofort, wenn man die Herleitung der Formel überprüft, wobei zu beachten
ist, dass der Mittelwert φ für beliebige Funktionen aus H1

0 (Ω) wohldefiniert ist. Daher
folgt für die beiden Zusatzterme des Aubin-Nitsche-Lemma

∣∣ah(u− uh, ϕg)− (u− uh, g)L2(Ω)

∣∣ = |Lϕg(u− uh)|
≤ ch|ϕg|H2(Ω)‖u− uh‖Vh

≤ ch‖g‖L2(Ω)‖u− uh‖Vh

und
∣∣ah(u, ϕg − ϕg,h)− (f, ϕg − ϕg,h)L2(Ω)

∣∣ = |Lu(ϕg − ϕg,h)|
≤ ch|u|H2(Ω)‖ϕg − ϕg,h‖Vh

≤ ch‖g‖L2(Ω)‖ϕg − ϕg,h‖Vh
.

Die Kombination dieser drei Abschätzungen mit Satz 12.4 ergibt schließlich die Behaup-
tung.

12.3 Polygonale Approximation krummliniger Ränder

Zur Triangulierung eines nichtpolygonalen Gebiets Ω benötigt man krummlinige Dreiecke
zur Beschreibung des Randes Γ = ∂Ω. Die Triangulierung Th von Ω soll dabei zulässig sein.
Ersetzt man die krummlinigen Kanten durch eine Strecke, so erhält man eine polygonale
Approximation Ωh an das ursprüngliche Gebiet Ω.
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Als Finite Elemente wählen wir lineare Dreieckselemente, wobei Nullrandbedingungen nur
für die Knoten auf dem Rand verlangt werden

Vh = {v ∈ C(Ω) : v|T ist linear für jedes T ∈ Th,

v(x) = 0 für jeden Knoten x ∈ Γ}.

Es ist also Vh 6⊂ H1
0 (Ω). Trotzdem braucht man wegen Vh ⊂ H1(Ω) keine neuen gitterab-

hängigen Normen einzuführen und kann

ah(u, v) = a(u, v) =

∫

Ω

〈A∇u,∇v〉 dx

und

ℓh(v) = ℓ(v) =

∫

Ω

fv dx

setzen.

Lemma 12.6 Sei Ω ein Gebiet mit C2-Rand und durch Th sei eine Folge quasi-uniformer
Triangulierungen gegeben. Dann gilt

‖vh‖L2(Γ) ≤ ch3/2|vh|H1(Ω) für alle vh ∈ Vh.

Beweis. Sei T ∈ Th ein Element mit der krummlinigen Kante ΓT = T ∩ Γ. Wir werden
∫

ΓT

v2h dσ ≤ ch3T

∫

T

{
|∂xvh|2 + |∂yvh|2

}
dx

zeigen. Dann folgt die Behauptung durch Summation über alle Dreiecke.

Das Koordinatensystem wählen wir so, dass die ξ-Achse durch die beiden auf Γ liegenden
Ecken von T läuft. Die Koordinaten der Eckpunkte seien (ξ1, 0), (ξ2, 0), und der Rand
werde durch η = g(ξ) beschrieben. Wegen g(ξ1) = g(ξ2) = 0, |ξ1 − ξ2| ≤ hT und g′′(ξ) ≤ c
ist

|g(ξ)| ≤ ch2T für ξ1 ≤ ξ ≤ ξ2. (12.9)

Da vh ∈ Vh in T linear ist und entlang der ξ-Achse verschwindet, hat vh in T die Gestalt

vh(ξ, η) = bη.

Der Gradient ist in T konstant: ‖∇vh‖2 = b. Die Fläche von T kann nach unten durch die
des Inkreises abgeschätzt werden. Sein Radius beträgt mindestens hT /κ. Deshalb ist

∫

T

‖∇vh‖22 dx ≥ π
h2T
κ2
b2.

Andererseits gilt
∫

ΓT

v2h dσ =

∫ ξ2

ξ1

(
bg(ξ)

)2√
1 + |g′(ξ)|2︸ ︷︷ ︸

≤c

dξ ≤ cb2h4T

∫ ξ2

ξ1

1 dξ = c2b2h5T .

Durch den Vergleich der beiden letzten Resultate ergibt sich die Behauptung.
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Satz 12.7 Sei Ω ein Gebiet mit C2-Rand und f ∈ L2(Ω). Für die Finite-Element-
Approximation durch lineare Dreieckselemente gilt bei quasi-uniformen Triangulierungen

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ ch‖u‖H2(Ω) ≤ ch‖f‖L2(Ω).

Beweis. Das durch die Sehne abgeschnitte Flächenstück F := T ∩ (Ω \Ωh) besitzt wegen
(12.9) nur den Inhalt

|F | ≤ hT max
ξ1≤ξ≤ξ2

|g(ξ)| ≤ ch3T ≤ chT |T |.

Sei u ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) die Lösung von Lu = f und uh die zugehörige schwache Lösung

in Vh, das heißt
a(uh, vh) = (f, vh)L2(Ω) für alle vh ∈ Vh.

Dann ergibt sich mit partieller Integration

(f, vh)L2(Ω) = (Lu, vh)L2(Ω) = a(u, vh)−
∫

Γ

〈A∇u,n〉vh dσ.

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dem Spursatz und Lemma 12.6 folgt

|a(u, vh)− (f, vh)L2(Ω)| ≤ c‖∇u‖L2(Γ)‖vh‖L2(Γ) ≤ ch3/2‖u‖H2(Ω)‖vh‖H1(Ω).

Das zweite Lemma von Strang impliziert nun die Behauptung.

Im vorliegenden Fall führt das Aubin-Nitsche-Lemma in der Form von Satz 12.3 leider
nicht zum Ziel. Daher müssen wir nachfolgendes Ergebnis zu Fuß beweisen.

Satz 12.8 Unter den Voraussetzungen des Satzes 12.7 ist

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ ch3/2‖u‖H2(Ω).

Beweis. Um keine Doppelsummen in den Randintegralen mitführen zu müssen, beschrän-
ken wir uns im folgenden auf die Poisson-Gleichung. Zu w := u − uh sei ϕ die Lösung
von

−∆ϕ = w in Ω, ϕ = 0 auf Γ.

Weil Ω glatt ist, ist das Problem H2(Ω)-regulär, das heißt, es ist ϕ = H2(Ω)∩H1
0 (Ω) und

‖ϕ‖H2(Ω) ≤ c‖w‖L2(Ω).

Im Gegensatz zu Umformungen bei konformen Finiten Elementen erhalten wir wegen
w 6∈ H1

0 (Ω) Randterme aus der Greenschen Formel

‖w‖2L2(Ω) = (w,−∆ϕ)L2(Ω) = a(w, ϕ)−
(
w,
∂ϕ

∂n

)

L2(Γ)

.



106 Kapitel 12. Nichtkonforme Finite Elemente

Da für beliebiges vh ∈ Vh gilt

a(u− uh,−vh) =
(
∂u

∂n
,−vh

)

L2(Γ)

=

(
∂u

∂n
, ϕ︸︷︷︸

=0

−vh
)

L2(Γ)

,

folgt

‖w‖2L2(Ω) = a(w, ϕ− vh)−
(
∂u

∂n
, ϕ− vh

)

L2(Γ)

−
(
w,
∂ϕ

∂n

)

L2(Γ)

. (12.10)

Wir wählen vh := Ihϕ und schätzen ab

a(w, ϕ− vh) ≤ cS‖w‖H1(Ω)‖ϕ− vh‖H1(Ω)

≤ ch‖w‖H1(Ω)‖ϕ‖H2(Ω)

≤ ch‖w‖H1(Ω)‖w‖L2(Ω).

Für die Behandlung des zweiten Terms aus (12.10) benötigen wir die Approximationsaus-
sage ‖ϕ− Ihϕ‖L2(Γ) ≤ ch3/2‖ϕ‖H2(Ω), die mit dem Spursatz und dem Transformationssatz
gezeigt werden kann. Außerdem wird der Spursatz auf ∇u angewandt, weshalb folgt

∣∣∣∣∣

(
∂u

∂n
, ϕ− vh

)

L2(Γ)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖∇u‖L2(Γ)‖ϕ− vh‖L2(Γ)

≤ ch3/2‖u‖H2(Ω)‖ϕ‖H2(Ω)

≤ ch3/2‖u‖H2(Ω)‖w‖L2(Ω).

Für den letzten Term greifen wir auf Lemma 12.6 und den Spursatz zurück:
∣∣∣∣∣

(
w,
∂ϕ

∂n

)

L2(Γ)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖w‖L2(Γ)‖∇ϕ‖L2(Γ)

= ‖ u︸︷︷︸
=0

−uh‖L2(Γ)‖∇ϕ‖L2(Γ)

≤ ch3/2‖uh‖H1(Ω)‖ϕ‖H2(Ω)

≤ ch3/2
{
‖u‖H1(Ω) + ‖u− uh‖H1(Ω)

}
‖w‖L2(Ω)

≤ ch3/2‖u‖H2(Ω)‖w‖L2(Ω).

Zusammen haben wir demnach

‖u− uh‖2L2(Ω) = ‖w‖2L2(Ω) ≤ c‖w‖L2(Ω)

{
h‖w‖H1(Ω) + h3/2‖u‖H2(Ω)

}

gezeigt, woraus die Behauptung folgt.
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13. Gemischte Finite Elemente

13.1 Gemischte Formulierung des Poisson-Problems

Wir wollen das Poisson-Problem als System erster Ordnung schreiben und dann das so
erhaltene System mit Finiten Elementen diskretisieren. Es stellt sich allerdings heraus,
dass die bislang von uns verwendete Theorie nicht ausreicht. Das resultierende System
hat Sattelpunktstruktur. Was das heißt, werden wir nun entwickeln.

Beispiel 13.1 (Strömung in einem porösen Medium) In einem völlig gesättigtem, inkom-
pressiblen Medium (etwa der Boden nach starkem Niederschlag oder eine grundwasser-
führende Bodenschicht) gelten für den Fluss v und das Druckpotential p im stationären
Zustand

div(ρv) = 0 (Massenerhaltung)

v = −K∇p (Darcey-Gesetz)

Dabei bezeichnet ρ die Dichte und K die Durchlässigkeit des porösen Mediums.

Eine Möglichkeit zur Lösung dieses Systems ist die Lösung der Gleichung

div(ρK∇p) = 0

unter Verwendung von Finiten Elementen für p und danach die Bildung von v = −K∇p.
Dabei ist jedoch die Approximationsgüte an den Fluss v, an dem man vornehmlich in-
teressiert ist, schlechter als für das Druckpotential p. Als Abhilfe verwendet man einen
gemischten Finite-Element-Ansatz zur simultanen Approximation von v und p. △
Zur Übersetzung der Poisson-Gleichung in ein System erster Ordnung verwenden wir
−∆p = div(∇p) und setzen v := ∇p. Wir erhalten dann das System

− div(v) = f, ∇p− v = 0 in Ω, p = 0 auf Γ.

Um hierzu die Variationsformulierung aufzustellen, werden wir die erste Gleichung partiell
integrieren

(v,∇q)L2(Ω) = (f, q)L2(Ω) für alle q ∈ H1
0 (Ω),

−(∇p,w)L2(Ω) + (v,w)L2(Ω) = 0 für alle w ∈ [L2(Ω)]d.

Die Lösung (v, p) lebt demnach im Produktraum X = [L2(Ω)]d × H1
0 (Ω). In X ist eine

geeignete Norm gegeben durch

‖(v, p)‖X := ‖v‖L2(Ω) + |p|H1(Ω).
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Führen wir die Bilinearform

A : X ×X → R, A
(
(v, p), (w, q)

)
:= (v,∇q)L2(Ω) − (∇p,w)L2(Ω) + (v,w)L2(Ω)

und das Funktional
ℓ : X → R, ℓ(w, q) := (f, q)L2(Ω)

ein, dann suchen wir (v, p) ∈ X, so dass gilt

A
(
(v, p), (w, q)

)
= ℓ(w, q) für alle (w, q) ∈ X. (13.1)

Die Bilinearform A ist stetig, denn es gilt

|A
(
(v, p), (w, q)

)
| ≤ ‖v‖L2(Ω)|q|H1(Ω) + |p|H1(Ω)‖w‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

≤
{
‖v‖L2(Ω) + |p|H1(Ω)

}{
‖w‖L2(Ω) + |q|H1(Ω)

}

= ‖(v, p)‖X‖(w, q)‖X.
Sie ist jedoch nicht elliptisch, denn es ist

A
(
(v, p), (v, p)

)
= (v,∇p)L2(Ω) − (∇p,v)L2(Ω) + (v,v)L2(Ω) = ‖v‖2L2(Ω).

Es fehlt offensichtlich die Kontrolle über den Anteil |p|H1(Ω). Folglich lassen sich die bisher
verwendeten Techniken nicht verwenden.

Unsere Bilinearform ist offensichtlich von der Form

A
(
(v, p), (w, q)

)
= a(v,w) + b(v, q)− b(p,w)

mit einer symmetrischen L2(Ω)-elliptischen Bilinearform

a(·, ·) : [L2(Ω)]d × [L2(Ω)]d → R, a(v,w) = (v,w)L2(Ω)

und einer gemischten Bilinearform

b : [L2(Ω)]d ×H1
0(Ω) → R, b(v, q) = (v,∇q)L2(Ω).

Wir werden dies im folgenden abstrakt formulieren, da viele partielle Differentialgleichun-
gen von dieser Form sind.

13.2 Satz vom abgeschlossenen Bild

Seien X und Y zwei Banach-Räume, deren duale Paarungen mit X ′ beziehungsweise Y ′

mit 〈·, ·〉 bezeichnet werden. Sei T : X → Y ein stetiger linearer Operator. Dann ist der
zu T adjungierte Operator T ⋆ : Y ′ → X ′ gegeben durch

〈x, T ⋆y〉 = 〈Tx, y〉 für alle y ∈ Y ′ und x ∈ X.

Der dazugehörige Kern wird mit

kern(T ⋆) := {y ∈ Y ′ : T ⋆y = 0} ⊂ Y ′

bezeichnet. Das orthogonale Komplement ist definert als

kern(T ⋆)⊥ := {y ∈ Y : 〈x, y〉 = 0 für alle x ∈ kern(T ⋆)} ⊂ Y.

Im folgenden wird mehrfach folgender Satz herangezogen, der in der englischsprachigen
Literatur als closed range theorem bekannt ist.
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Satz 13.2 (Satz vom abgeschlossenen Bild) Seien X und Y zwei Banach-Räume und
T : X → Y stetig. Dann ist das Bild T (X) genau dann abgeschlossen in Y , wenn T (X) =
kern(T ⋆)⊥ ist.

Beweis. Einen Beweis des Satzes findet der geneigte Leser in K. Yosida “Functional Ana-
lysis”.

Korollar 13.3 Seien X und Y zwei Banach-Räume und T : X → Y stetig. Ist T in-
jektiv derart, dass T−1 auf dem Bild T (X) stetig und T ⋆ injektiv ist, dann ist T ein
Isomorphismus von X nach Y .

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von T und der von T−1 auf dem Bild T (X) ist T (X)
abgeschlossen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild folgt nun mit der Injektivität
von T ⋆, dass

T (X) = kern(T ⋆)⊥ = {0}⊥ = Y.

Also ist T eine Bijektion und zusammen mit der Stetigkeit von T und T−1 ein Isomor-
phismus.

13.3 inf-sup-Bedingung

Seien U und V zwei Hilbert-Räume und

A : U × V → R

eine Bilinearform. Wir fragen bei gegebenen f ∈ V ′ nach der Lösbarkeit des Variations-
problems

suche u ∈ U , so dass A(u, v) = 〈f, v〉 für alle v ∈ V . (13.2)

Satz 13.4 Das Problem (13.2) besitzt zu jedem f ∈ V ′ eine eindeutige Lösung u ∈ U ,
wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

(i.) A ist stetig, das heißt, es ist

|A(u, v)| ≤ cS‖u‖U‖v‖V für alle u ∈ U , v ∈ V .

(ii.) Es gilt die inf-sup-Bedingung

inf
u∈U\{0}

sup
v∈V \{0}

A(u, v)

‖u‖U‖v‖V
≥ cE > 0.

(iii.) Zu jedem v ∈ V \ {0} existiert ein u ∈ U mit A(u, v) 6= 0.

Ferner erfüllt die Lösung u in diesem Fall die Stabilitätsaussage

‖u‖U ≤ 1

cE
‖f‖V ′ .
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Beweis. Die Eindeutigkeit einer etwaigen Lösung u ∈ U folgt unmittelbar aus der inf-
sup-Bedingung. Denn ist ũ ∈ U eine weitere Lösung, so gilt aufgrund der Linearität
A(u− ũ, v) = 0 für alle v ∈ V . Daraus folgt aber

sup
v∈V \{0}

A(u− ũ, v)

‖v‖V
= 0,

was wegen der inf-sup-Bedingung u− ũ = 0 bedeutet.

Die Stabilitätsaussage folgt ebenfalls aus der inf-sup-Bedingung, denn

cE‖u‖U ≤ sup
v∈V \{0}

A(u, v)

‖v‖V
= sup

v∈V \{0}

〈f, v〉
‖v‖V

≤ sup
v∈V \{0}

‖f‖V ′‖v‖V
‖v‖V

= ‖f‖V ′.

Es verbleibt also noch, die Existenz einer Lösung nachzuweisen. Hierzu betrachten wir die
Menge

W := {w ∈ V : A(u, w) = 0 für alle u ∈ U} ⊂ V.

Wir führen ferner den linearen Operator L : U → V ′ ein, der definiert ist durch

〈Lu, v〉 := A(u, v).

Der Operator L ist stetig, da A es ist. Ebenso ist L−1 auf dem Bild L(U) stetig, denn aus
cE‖u‖U ≤ ‖Lu‖V ′ folgt nämlich

‖L−1f‖U ≤ 1

cE
‖f‖V ′ für alle f ∈ L(U).

Folglich ist L(U) abgeschlossen in V ′. Um den Satz vom abschlossenen Bild anzuwen-
den, betrachten wir den zu L adjungierten Operator L⋆ : V → U ′, gegeben durch
〈u, L⋆v〉 = 〈Lu, v〉. Hier verwenden wir die Reflexivität von Hilbert-Räumen, also V ′′ = V .
Offensichtlich ist kern(L⋆) =W . Daher ist gemäß Satz 13.2

L(U) = kern(L⋆)⊥ = W⊥ = {f ∈ V ′ : 〈f, w〉 = 0 für alle w ∈ W}.

Aufgrund der Bedingung (iii.) gilt aber W = {0}. Daher ist L(U) = {0}⊥ = V ′, das heißt,
L ist surjektiv. Die Lösung erhalten wir daher durch u := L−1f für beliebig vorgegebenes
f ∈ V ′.

Bemerkung Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram, denn
im Fall U = V und einer V -elliptischen Bilinearform mit Elliptizitätskonstante cE > 0
folgt die inf-sup Bedingung gemäß

inf
u∈V \{0}

sup
v∈V \{0}

A(u, v)

‖u‖V ‖v‖V
≥ inf

u∈V \{0}

A(u, u)

‖u‖2V
≥ cE.

Die Bedingung (iii.) im vorherigen Satz ergibt sich ebenso unmittelbar, indem man u = v
wählt und die Elliptizität verwendet. △
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Satz 13.5 Die Bedingungen aus Satz 13.4 seien gleichermaßen für die Hilbert-Räume
U und V sowie für die konformen Finite-Element-Räume Uh ⊂ U und Vh ⊂ V mit
Konstanten cE, cS > 0 erfüllt. Dann gilt für die eindeutig definierte Lösung uh ∈ Uh die
Fehlerabschätzung

‖u− uh‖U ≤
(
1 +

cS
cE

)
inf

wh∈Uh

‖u− wh‖U .

Beweis. Zu beliebigem wh ∈ Uh wenden wir die Dreiecksungleichung an:

‖u− uh‖U ≤ ‖u− wh‖U + ‖uh − wh‖U .
Wir müssen offensichtlich den letzten Term beschränken. Dazu definieren wir das Funk-
tional g ∈ V ′ durch

〈g, v〉 := A(u− wh, v) für alle v ∈ V

und den stetigen linearen Operator L : Uh → V ′
h durch

〈Luh, vh〉 := A(uh, vh) für alle vh ∈ V .

Aufgrund der Galerkin-Orthogonalität gilt für vh ∈ Vh

〈g, vh〉 = A(u− wh, vh) = A(uh − wh, vh) = 〈L(uh − wh), vh〉.
Mit anderen Worten, es ist

g|Vh
= L(uh − wh),

beziehungsweise
uh − wh = L−1g.

Aus der Stetigkeit von A folgt ‖g‖V ′ ≤ cS‖u − wh‖U . Da, wie im Beweis von Satz 13.4
gezeigt, gilt ‖L−1‖V ′

h→Uh
≤ 1/cE , ergibt sich

‖uh − wh‖U = ‖L−1g‖U ≤ 1

cE
‖g‖V ′ ≤ cS

cE
‖u− wh‖U .

Zusammen erhalten wir die Behauptung.

13.4 LBB-Bedingung für Sattelpunktprobleme

Wenn wir nun von einem Sattelpunktproblem ausgehen, wie wir es unter anderem im
Fall des Poisson-Problems als System erster Ordnung vorliegen haben, so muss die inf-
sup-Bedingung für den gemischten Anteil der Bilinearform erfüllt sein. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von der LBB-Bedingung, benannt nach den Mathematikern
Ladyshenskaja, Babuška und Brezzi.

Seien U und V zwei Hilbert-Räume. Den Produktraum bezeichnen wir wie zuvor mit
X := U × V . Wir betrachten allgemein das Sattelpunktproblem

a(u, v)− b(v, p) = 〈f, v〉 für alle v ∈ U

b(u, q) = 〈g, q〉 für alle q ∈ V
(13.3)

mit stetigen Bilinearformen

a : U × U → R, b : U × V → R.
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Satz 13.6 Das Sattelpunktproblem (13.3) mit einer symmetrischen und stetigen Bili-
nearform a und einer stetigen Bilinearform b hat genau dann für beliebige f ∈ U ′ und
g ∈ V ′ eine eindeutige Lösung (u, p) ∈ X, falls gilt:

(i.) Die Bilinearform a ist U0-elliptisch, wobei

U0 := {v ∈ U : b(v, q) = 0 für alle q ∈ V }

der Kern von b ist.

(ii.) Die LBB-Bedingung ist erfüllt

inf
q∈V \{0}

sup
v∈U\{0}

b(v, q)

‖v‖U‖q‖V
≥ γ > 0.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, die Bedingungen (i.) und (ii.) seien erfüllt, und zeigen
die Existenz einer Lösung des Sattelpunktproblems. Die LBB-Bedingung ist eine inf-sup
Bedingung wie in Satz 13.4 für die Bilinearform b. Wie im dortigen Beweis gezeigt wurde,
ist der Operator B⋆ : V → U⊥

0 = {v ∈ U ′ : 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ U0} ⊂ U ′, definiert
durch

〈v, B⋆q〉 := b(v, q),

ein Isomorphismus. Dann ist aber auch der adjungierte Operator B : W → V ′ ein Iso-
morphismus, falls wir setzen

W = {v ∈ U : (v, w)U = 0 für alle w ∈ U0} ⊂ U.

Er ist definiert durch
〈Bv, q〉 := b(v, q).

Folglich existiert zu g ∈ V ′ ein vg ∈ W mit Bvg = g beziehungsweise

b(vg, q) = 〈g, q〉 für alle q ∈ V .

Daher ist das Sattelpunktproblem äquivalent zur Suche nach einem w := v − vg ∈ U und
p ∈ V mit

a(w, v)− b(v, p) = 〈f, v〉 − a(vg, v) für alle v ∈ U,

b(w, q) = 0 für alle q ∈ V .

Nun nutzen wir die U0-Elliptizität der Bilinearform a. Sie impliziert die Existenz einer
eindeutigen Lösung w ∈ U0 mit

a(w, v) = 〈f, v〉 − a(vg, v) für alle v ∈ U0. (13.4)

Nun ist noch ein p ∈ V zu finden mit

b(v, p) = −〈f, v〉+ a(vg + w, v) für alle v ∈ U .

Hier ist die rechte Seite ein Funktional in U ′:

〈ℓ, v〉 := −〈f, v〉+ a(vg + w, v) für alle v ∈ U .
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Für v ∈ U0 gilt nun aber wegen (13.4) 〈ℓ, v〉 = 0, das heißt, es ist ℓ ∈ U⊥
0 . Nun benutzen

wir nocheinmal die Isometrie-Eigenschaft des Operators B⋆, der uns jetzt eine eindeutige
Lösung p ∈ V liefert mit b(v, p) = 〈ℓ, v〉 für alle v ∈ U .

Um die Eindeutigkeit der Lösung (u, p) ∈ X zu zeigen, weisen wir die Stabilität der
Lösung nach. Da B : W → V ′ ein Isomorphismus ist, folgt

‖vg‖U ≤ 1

γ
‖g‖V ′ .

Die U0-Elliptizität der Bilinearform a liefert

cE‖w‖U ≤ ‖f‖U ′ + ‖a(vg, ·)‖U ′ ≤ ‖f‖U ′ + cS‖vg‖U ≤ ‖f‖U ′ +
cS
γ
‖g‖V ′ .

Hierbei sind cS > 0 die Beschränktheitskonstante und cE > 0 die Elliptizitätskonstan-
te von a. Schließlich ergibt sich die Eindeutigkeit aus der Eindeutigkeit der homogenen
Gleichung, bei der die rechten Seiten verschwinden.

Um die Rückrichtung zu zeigen, nehmen wir an, dass das Sattelpunktproblem ein Iso-
morphismus L : U × V → U ′ × V ′ ist. Insbesondere ist ‖L−1‖ ≤ c. Zu einem gegebenen
Funktional f ∈ U ′

0 gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach eine Erweiterung f̃ : U → R

mit ‖f̃‖U ′ = ‖f‖U ′

0
. Wir setzen (u, p) = L−1(f̃ , 0) und beachten, dass u ∈ U0 gelten muss.

Da die Abbildung f 7→ u ∈ U0 beschränkt ist, ist a auch U0-elliptisch.

Schließlich wird jedem g ∈ V ′ durch (u, p) := L−1(0, g) ein u ∈ U zugeordnet mit ‖u‖U ≤
c‖g‖V ′ . Wir bestimmen zu diesem u die Orthoprojektion Πu ∈ W . Wegen ‖Πu‖U ≤ ‖u‖U ,
ist die Abbildung g 7→ u 7→ Πu beschränkt. Es ist BΠu = g. Also ist B : W → V ′ ein
Isomorphismus, und b erfüllt nach Satz 13.4 die LBB-Bedingung.

Korollar 13.7 Es sei {Th} eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen, so dass die
Bedingungen aus Satz 13.6 für konforme Finite-Element-Räume Uh ⊂ U und Vh ⊂ V
erfüllt sind mit von h unabhängig Konstanten cE , cS und γ. Dann existiert eine eindeutige
Lösung (uh, ph) ∈ Uh × Vh und es gilt die Fehlerabschätzung

‖u− uh‖U + ‖p− ph‖V ≤ c

{
inf

wh∈Uh

‖u− wh‖U + inf
qh∈Vh

‖p− qh‖V
}
.

Beweis. Das Behauptete folgt unmittelbar aus den Sätzen 13.5 und 13.6.

Das folgende Hilfsmittel ist oftmals nützlich zum Nachweis der diskreten inf-sup-Bedingung.

Satz 13.8 (Fortins Kriterium) Sei b : U × V → R eine Bilinearform, die der LBB-
Bedingung genügt. Seien Uh × Vh ⊂ U × V eine Familie von Teilräumen derart, dass
lineare Projektoren Πh : U → Uh existieren mit

b(v −Πhv, ph) = 0 für alle v ∈ U und ph ∈ Vh,

und
‖Πhv‖U ≤ cΠ‖v‖U für alle v ∈ U
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mit einer von h unabhängigen Konstante cΠ. Dann erfüllt b auch die LBB-Bedingung für
die Räume Uh × Vh mit einer von h unabhängigen Konstanten γ̃.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt wegen Πhv ∈ Uh für beliebiges ph ∈ Vh

γ‖ph‖V ≤ sup
v∈U

b(v, ph)

‖v‖U

= sup
v∈U

=0︷ ︸︸ ︷
b(v − Πhv, ph)+b(Πhv, ph)

‖v‖U

≤ cΠ sup
v∈U

b(Πhv, ph)

‖Πhv‖U

≤ cΠ sup
v∈Uh

b(vh, ph)

‖vh‖U
.

Hieraus folgt die Behauptung mit γ̃ := γ/cΠ.

13.5 Lösbarkeit der gemischten Formulierung des Poisson-

Problems

Primal-gemischte Formulierung: Wir untersuchen jetzt die sogenannte primal-gemischte
Formulierung des Poisson-Problems

(v,w)L2(Ω) − (∇p,w)L2(Ω) = 0 für alle w ∈ [L2(Ω)]d,

(v,∇q)L2(Ω) = (f, q)L2(Ω) für alle q ∈ H1
0 (Ω).

(13.5)

Die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen ergibt sich aus dem Satz 13.6.

Satz 13.9 Zum Poisson-Problem in der primal-gemischten Formulierung (13.5) existiert
für jedes f ∈

(
H1

0 (Ω)
)′

eine eindeutige Lösung (v, p) ∈ [L2(Ω)]d ×H1
0 (Ω).

Beweis. Wir setzen U := [L2(Ω)]d, V := H1
0 (Ω), ausgestattet mit der Norm | · |H1(Ω), und

a(v,w) := (v,w)L2(Ω), b(v, p) := (v,∇p)L2(Ω).

Die Bilinearform a ist U -elliptisch, denn für v ∈ V gilt a(v,v) = ‖v‖L2(Ω). Somit ist sie
auch auf dem Kern von b elliptisch.

Um die inf-sup-Bedingung für b zu zeigen, wählen wir speziell v := ∇p. Wäre dabei
v = ∇p = 0, so wäre p konstant, was wegen p ∈ H1

0 (Ω) wiederum p = 0 impliziert. Somit
ist für p 6= 0 auch v = ∇p ∈ U \ {0} und es ergibt sich

inf
p∈V \{0}

sup
v∈U\{0}

b(v, p)

‖v‖U‖p‖V
≥ inf

p∈V \{0}

b(∇p, p)
‖∇p‖U‖p‖V

= inf
p∈V \{0}

(∇p,∇p)L2(Ω)

|p|2H1(Ω)

= 1.

Folglich sind die Voraussetzungen von Satz 13.6 erfüllt, woraus sich die Behauptung ergibt.
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Dual-gemischte Formulierung: Wir betrachten den Hilbert-Raum

Hdiv(Ω) := {v ∈ [L2(Ω)]d : div v ∈ L2(Ω)}

mit dem Skalarprodukt und der Norm

(v,w)Hdiv(Ω) := (v,w)L2(Ω) + (divv, divw)L2(Ω),

‖v‖2Hdiv(Ω) := ‖v‖2L2(Ω) + ‖ divv‖2L2(Ω).

Eine weitere gemischte Formulierung, die sogenannte dual-gemische Formulierung, lautet:
suche (v, p) ∈ Hdiv(Ω)× L2(Ω), so dass

(v,w)L2(Ω) + (p, divw)L2(Ω) = 0 für alle w ∈ Hdiv(Ω),

−(div v, q)L2(Ω) = (f, q)L2(Ω) für alle q ∈ L2(Ω).
(13.6)

Hierbei fällt auf, dass die homogene Dirichlet-Bedingung p|Γ = 0 gar nicht explizit auftritt.
Wir können sie auch (zunächst) nicht in den Raum V einbauen, da er ja nur aus L2(Ω)-
Funktionen besteht, welche auf dem Rand nicht stetig zu sein brauchen. Es stellt sich
allerdings heraus, dass die Randbedingungen bereits eingebaut sind:

Satz 13.10 Beim Poisson-Problem in der dual-gemischten Formulierung (13.6) existiert
für jedes f ∈

(
H1

0 (Ω)
)′

eine eindeutige Lösung (v, p) ∈ Hdiv(Ω)× L2(Ω). Für p gilt sogar
p ∈ H1

0 (Ω).

Beweis. Das Problem (13.6) besitzt Sattelpunktform (13.3) in den Hilbert-Räumen U =
Hdiv(Ω) und V := L2(Ω) und den Bilinearformen

a(v,w) := (v,w)L2(Ω), b(v, p) := −(div v, p)L2(Ω).

Dabei ist der Kern von b gerade

U0 := {v ∈ U : (div v, p)L2(Ω) = 0 für alle p ∈ L2(Ω)},

das heißt, er enthält alle Funktionen mit div v = 0.

Die Bilinearform a ist in U beschränkt. Außerdem ist a auch U0-elliptisch, denn für v ∈ U0

gilt ‖divv‖L2(Ω) = 0 und somit

a(v,v) = ‖v‖2L2(Ω) = ‖v‖2L2(Ω) + ‖ divv‖2L2(Ω) = ‖v‖2Hdiv(Ω).

Nun ist noch die inf-sup-Bedingung für b zu zeigen. Sei hierzu p ∈ L2(Ω) \ {0} beliebig.
Wir konstruieren uns ein geeignetes v ∈ U \ {0}. Es existiert ein p̃ ∈ C∞

0 (Ω) mit

‖p− p̃‖2L2(Ω) ≤
1

2
‖p‖2L2(Ω).

Nun setzen wir die erste Komponente von v wie folgt

v1(x1, x2, . . . , xd) := −
∫ x1

−∞
p̃(t, x2, . . . , . . . , xd) dt.
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Das Integral ist wohldefiniert, da Ω beschränkt ist. Alle übrigen Komponenten setzen wir
zu Null: v2 = · · · = vd := 0. Per Konstruktion gilt punktweise

divv =
∂v1
∂x1

= −p̃.

Daher folgt

b(v, p) = −(div v, p)L2(Ω)

= (p̃, p)L2(Ω)

=
1

2

{
‖p̃‖2L2(Ω) + ‖p‖2L2(Ω) − ‖p̃− p‖2L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

≤ 1
2
‖p‖2

L2(Ω)

}

≥ 1

4

{
‖p̃‖2L2(Ω) + ‖p‖2L2(Ω)

}

≥ 1

2
‖p̃‖L2(Ω)‖p‖L2(Ω).

Eine Argumentation wie im Beweis der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung (Satz 3.5)
liefert

‖v‖L2(Ω) ≤ c‖divv‖L2(Ω),

woraus sich

‖v‖2Hdiv(Ω) = ‖v‖2L2(Ω) + ‖divv‖2L2(Ω)

≤ (1 + c2)‖divv‖2L2(Ω)

= (1 + c2)‖p̃‖2L2(Ω)

ergibt. Folglich gilt

b(v, p)

‖v‖U‖p‖V
=

(p̃, p)L2(Ω)

‖v‖Hdiv(Ω)‖p‖L2(Ω)

≥ 1√
1 + c2

(p̃, p)L2(Ω)

‖p̃‖L2(Ω)‖p‖L2(Ω)

≥ 1

2
√
1 + c2

.

Also ist die LBB-Bedingung erfüllt. Satz 13.6 impliziert deshalb die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Lösung (v, p) ∈ Hdiv(Ω)× L2(Ω).

Es fehlt nun noch der Nachweis p ∈ H1
0 (Ω). Da [C∞

0 (Ω)]d ⊂ U ist, gilt für die Lösung p
gemäß (13.6)

(v,φ)L2(Ω) = −(p, divφ)L2(Ω) für alle φ ∈ [C∞
0 (Ω)]d.

Dies ist aber gerade das Kriterium für p ∈ H1(Ω) mit schwacher Ableitung ∇p = v. Dass
die Spur von p auf dem Gebietsrand Γ verschwindet, sieht man wieder anhand von (13.6)
durch Testen mit φ ∈ [C∞(Ω)]d ⊂ U :

0 = (v,φ)L2(Ω) + (p, divφ)L2(Ω)

= (∇p,φ)L2(Ω) + (p, divφ)L2(Ω)

=

∫

Γ

〈φ,n〉 p dσ.

Damit haben wir p ∈ H1
0 (Ω) gezeigt.
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13.6 Raviart-Thomas-Element

Wir stellen jetzt das Raviart-Thomas-Element zur Diskretisierung der dual-gemischten
Formulierung (13.6) in zwei Dimensionen vor. Dazu sei

Uh :=
{
vh ∈ [L2(Ω)]2 : vh(x, y)|T = (aT , bT ) + cT (x, y) mit aT , bT , cT ∈ R für alle T ∈ Th,

〈vh,n〉 ist stetig an den Elementgrenzen
}
.

Als endlich-dimensionalen Teilraum von V = L2(Ω) wählen wir hierbei elementweise
konstante Funktionen

Vh :=
{
p ∈ L2(Ω) : p|T ∈ P0 für alle T ∈ Th

}
.

Eine Raviart-Thomas-Funktion vh ∈ Uh erfüllt offenbar vh|T ∈ [P1]
2 und besitzt drei

Freiheitsgrade pro Element. Die Normalkomponente einer Raviart-Thomas-Funktion ist
auf jeder Dreieckskante konstant, was man wie folgt einsieht. Die Kante e sei gegeben
durch (α, β) + t(γ, δ); die dazugehörige Normale ist also ne = (−δ, γ). Es folgt

〈vh(α + tγ, β + tδ),ne〉 = 〈
(
aT + cT (α+ tγ), bT + cT (β + tδ)

)
,ne〉

= 〈(aT , bT ) + cT (α, β),ne〉,

das heißt, die Normalkomponenten sind jeweils konstant. Die drei Freiheitgrade auf jeder
Zelle können daher repräsentiert werden durch die drei Normalenkomponenten 〈vh,ne〉
zu den drei Kanten e ∈ ET :

✛

❄

✒

Wir wollen nun einmal erläutern, wie man aus der Vorgabe der drei Normalenkomponen-
ten den Ansatz vh|T ermittelt: Zu jedem Eckpunkt xi, i = 1, 2, 3, des Dreiecks T bestimmt
man die beiden Komponenten von vh(xi) aus den Normalenkomponenten der jeweiligen
beiden angrenzenden Kanten. Zu den sechs Werten vh,1(xi), vh,2(xi), i = 1, 2, 3, gibt es
nun ein eindeutiges lineares Polynom vh|T ∈ P2

1 .

Lemma 13.11 Die Abbildung div : Uh → Vh ist surjektiv und für jedes ph ∈ Vh genügt
das Urbild vh ∈ Uh der Abschätzung

‖vh‖Hdiv(Ω) ≤ c‖ph‖L2(Ω). (13.7)
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Beweis. Sei ph ∈ Vh gegeben. Wir wählen ein konvexes Polygongebiet Ω̃ ⊃ Ω und setzen
ph trivial auf Ω̃ fort. Dann existiert ein u ∈ H2(Ω̃) mit ∆u = ph auf Ω̃ und u|∂Ω̃ = 0.
Für v := ∇u ∈ H1(Ω) gilt dann div v = ph auf Ω. Nun müssen wir dieses v noch
geeignet auf den Raum Uh projezieren. Hierzu betrachten wir auf jeder Kante e ∈ Eh
die Mittelwerte der Normalkomponenten von v. Als vh ∈ Uh wählen wir nun diejeni-
ge Raviart-Thomas-Funktion, deren Normalkomponenten an den Kanten genau diesen
Mittelwerten entspricht. Nach Konstruktion gilt für jedes Element T ∈ Th

∫

T

ph dx =

∫

T

div v dx =

∫

∂T

〈v,n〉 dσ =

∫

∂T

〈vh,n〉 dσ =

∫

T

div vh dx.

Da ph ∈ Vh und div vh auf jedem Element T konstant sind, folgt divvh(x) = ph(x) auf
Ω. Mittels Transformation auf das Referenzelement zeigt man schnell, dass gilt

‖vh‖L2(T ) ≤ c‖v‖H1(T ) für alle T ∈ Th

mit einer Konstanten c = c(κ). Hieraus folgt dann

‖vh‖2Hdiv(Ω) = ‖vh‖2L2(Ω) + ‖div vh‖2L2(Ω)

=
∑

T∈Th

‖vh‖2L2(T ) + ‖ph‖2L2(Ω)

≤ c‖v‖2H1(Ω) + ‖ph‖2L2(Ω).

Aufgrund der Konvexität von Ω̃ folgt aus Satz 6.3

‖v‖2H1(Ω) = ‖u‖2H2(Ω) ≤ ‖u‖2
H2(Ω̃)

≤ c‖ph‖2L2(Ω̃)
.

Wegen der trivialen Fortsetzung von ph auf Ω̃ folgt die gewünschte Abschätzung.

Satz 13.12 Die Diskretisierung mit Raviart-Thomas-Elementen liefert für das Poisson-
Problem zu jeder rechten Seite f ∈

(
H1

0 (Ω)
)′

eine eindeutige Lösung (vh, ph) ∈ Uh × Vh.

Beweis. Wir hatten bereits gesehen, dass die kontinuierliche Sattelpunktformulierung im
Raum U × V = Hdiv(Ω)×L2(Ω) für das Poisson-Problem die Bedingungen von Satz 13.6
erfüllt und daher stets eine eindeutige Lösung liefert. Wir wollen jetzt nachprüfen, ob die
Bedingungen auch für den diskreten Ansatzraum Uh × Vh gelten.

Hierzu werden wir zunächst überprüfen, ob Uh × Vh ⊂ Hdiv(Ω) × L2(Ω) gilt. Hierbei ist
Vh ⊂ L2(Ω) offensichtlich. Es bleibt nachzuweisen, dass für jedes vh ∈ Uh gilt div vh ∈
L2(Ω). Da vh elementweise polynomial ist, gilt (div vh)|T ∈ L2(T ) für alle T ∈ Th. Hieraus
folgt sofort divvh ∈ L2(Ω).

Da die Bilinearform a(·, ·) auf Hdiv(Ω) beschränkt und auf U0 elliptisch ist, ist sie auch
auf Uh beschränkt und auf U0,h := Uh ∩ U0 elliptisch. Es verbleibt demnach, die inf-sup-
Bedingung für b(·, ·) zu zeigen. Dies geschieht durch das Kriterium von Fortin (Satz 13.8).
Wir müssen dazu eine lineare Projektion Πh : Hdiv(Ω) → Uh konstruieren mit h-unab-
hängiger Operatornorm und

b(v −Πhv, ph) =
(
div(v−Πhv), ph

)
L2(Ω)

= 0 für alle v ∈ Hdiv(Ω) und ph ∈ Vh. (13.8)
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Der Raum Vh besteht aus elementweise konstanten Funktionen. Daher lässt sich Bedin-
gung (13.8) auch lokal formulieren:

∫

T

div(Πhv) dx =

∫

T

divv dx für alle v ∈ Hdiv(Ω) und T ∈ Th.

Dass dies möglich ist, folgt nun aus dem vorhergehenden Lemma, indem wir ph ∈ Vh auf
jedem Element T konstant wählen als

pT = ph|T :=
1

|T |

∫

T

div v dx

und Πhv als das zugehörige Urbild. Es folgt dann nämlich
∫

T

div(Πhv) dx =

∫

T

ph dx = |T | pT =

∫

T

div v dx.

Außerdem folgt die h-Unabhängigkeit von der Norm der Projektion aus (13.7). Es ist

‖Πhv‖Hdiv(Ω) ≤ c‖ph‖L2(Ω)

und weiter

‖ph‖2L2(Ω) =
∑

T∈Th

‖ph‖2L2(T )

=
∑

T∈Th

|pT |2|T |

≤
∑

T∈Th
‖div v‖2L1(T )|T |−1

≤
∑

T∈Th

‖div v‖2L2(T )‖1‖2L2(T )|T |−1

= ‖divv‖2L2(Ω),

also insgesamt
‖Πhv‖Hdiv(Ω) ≤ c‖divv‖L2(Ω) ≤ c‖v‖Hdiv(Ω).

Damit ist der Beweis vollständig erbracht.

Satz 13.13 Wenn für die Lösung gilt v ∈ [H1(Ω)]d und p ∈ H1(Ω), so gilt auf quasi-
uniformen Triangulierungen für den Diskretisierungsfehler des Raviart-Thomas-Elements

‖v − vh‖Hdiv(Ω) + ‖p− ph‖L2(Ω) ≤ ch
{
|v|H1(Ω) + ‖p‖H1(Ω)

}
+ inf

fh∈Vh

‖f − fh‖L2(Ω).

Beweis. Aufgrund von Korollar 13.7 wissen wir

‖v − vh‖Hdiv(Ω) + ‖p− ph‖L2(Ω) ≤ c
{

inf
wh∈Uh

‖v−wh‖H1(Ω) + inf
qh∈Vh

‖p− qh‖L2(Ω)

}
.

Für elementweise konstante Ansatzfunktionen aus Vh erhalten wir

inf
qh∈Vh

‖p− qh‖L2(Ω) ≤ ch‖p‖H1(Ω).
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Es fehlt also nur noch eine geeignete Schranke für die Interpolation von v ∈ [H1(Ω)]d zu
finden.

Wie im Beweis von Lemma 13.11 existiert zu jedem v ∈ [H1(Ω)]d eine Funktion Ihv ∈ Uh

mit (
div(v − Ihv), qh

)
L2(Ω)

= 0 für alle qh ∈ Vh.

Falls v elementweise linear ist, gilt v = Ihv. Nach dem Bramble-Hilbert-Lemma folgt
daher

‖v− Ihv‖L2(Ω) ≤ ch|v|H1(Ω).

Um den Fehler in der Divergenz abzuschätzen, zeigen wir folgende Minimaleigenschaft:

‖ div(v − Ihv)‖L2(Ω) = inf
qh∈Vh

‖ divv − qh‖L2(Ω).

Wenn dies gezeigt ist, folgt wegen div v = f die Behauptung.

Die gesuchte Minimaleigenschaft erfüllt offensichtlich gerade die L2-Orthoprojektion von
divv auf den Raum Uh. Wir hatten aber bereits gesehen, dass

(
div(v − Ihv), qh

)
L2(Ω)

= 0 für alle qh ∈ Vh.

Daher ist div(Ihv) gerade die L2-Orthoprojektion von div v auf Vh. Insgesamt folgt schließ-
lich

inf
wh∈Uh

‖v−wh‖H1(Ω) ≤ c‖v − Ihv‖H1(Ω) ≤ ch|v|H1(Ω) + inf
qh∈Vh

‖f − qh‖L2(Ω).

13.7 Bramble-Pasciak-CG

Bei der Diskretisierung eines Sattelpunktproblems erhält man ganz allgemein ein Glei-
chungssystem der Form [

A B
BT −C

]

︸ ︷︷ ︸
=:S

[
x
y

]
=

[
f
g

]
. (13.9)

Hierbei sei A ∈ Rm×m symmetrisch und positiv definit, während C ∈ Rn×n symmetrisch
und positiv semidefinit ist. Die inf-sup-Bedingung impliziert, dass auch BTA−1B positiv
definit ist. Folglich ist die Systemmatrix symmetrisch, jedoch wegen

[
x
0

]T
S

[
x
0

]
= xTAx > 0,

[
0
y

]T
S

[
0
y

]
= −yTCy ≤ 0, x 6= 0

indefinit.

Wir nehmen nun an, dass A0 ∈ Rm×m eine symmetrische und positiv definite Matrix ist
mit

0 < xTA0x < xTAx, x 6= 0. (13.10)

Wir multiplizieren (13.9) von links mit

T :=

[
A−1

0 0
BTA−1

0 −I

]
∈ R

(m+n)×(m+n)
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und erhalten
[

A−1
0 A A−1

0 B
BTA−1

0 (A−A0) BTA−1
0 B+C

]

︸ ︷︷ ︸
=:Ŝ

[
x
y

]
=

[
A−1

0 f
BTA−1

0 f − g

]
.

Satz 13.14 Die Systemmatrix Ŝ = TS ist symmetrisch und positiv definit bezüglich des
Innenproduktes 〈[

u
v

]
,

[
x
y

]〉

M

:=

[
u
v

]T [
A−A0 0

0 I

]

︸ ︷︷ ︸
=:M

[
x
y

]
.

Beweis. Unter der Voraussetzung (13.10) ist die Matrix

M =

[
A−A0 0

0 I

]

symmetrisch und positiv definit, so dass 〈·, ·〉M in der Tat ein Innenprodukt definiert.

Nun gilt
〈
Ŝ

[
u
v

]
,

[
x
y

]〉

M

=

〈[
A−1

0 (Au+Bv)
BTA−1

0 (A−A0)u+ (BTA−1
0 B+C)v

]
,

[
x
y

]〉

M

= (Au+Bv)TA−1
0 (A−A0)x

+
(
BTA−1

0 (A−A0)u+ (BTA−1
0 B+C)v

)T
y

= uT (AA−1
0 A−A)x+ vTBTA−1

0 (A−A0)x

+ uT (A−A0)A
−1
0 By + vT (BTA−1

0 B+C)y.

Andererseits ergibt sich
〈[

u
v

]
, Ŝ

[
x
y

]〉

M

=

〈[
u
v

]
,

[
A−1

0 (Ax+By)
BTA−1

0 (A−A0)x+ (BTA−1
0 B+C)y

]〉

M

= uT (A−A0)A
−1
0 (Ax+By)

+ vT
(
BTA−1

0 (A−A0)x+ (BTA−1
0 B+C)y

)

= uT (AA−1
0 A−A)x+ uT (A−A0)A

−1
0 By

+ vTBTA−1
0 (A−A0)x+ vT (BTA−1

0 B+C)y.

Damit haben wir die Symmetrie gezeigt.

Weiter ist
〈
Ŝ

[
x
y

]
,

[
x
y

]〉

M

=
(
xT (A−A0) + yTBT

)
A−1

0

(
(A−A0)x+By

)

+ xT (A−A0)x+ yTCy.

Zerlegen wir nun [
x
y

]
=

[
x0

0

]
+

[
x1

y

]
,
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wobei x1 die eindeutige Lösung der Gleichung

Ax1 +By = 0

sei, ergibt sich der Zusammenhang

xT
1Ax1 = yTBTA−1By.

Damit erhalten wir
〈
Ŝ

[
x0

0

]
,

[
x0

0

]〉

M

= xT
0 (AA−1

0 A−A)x0 ≥ λmin(AA−1
0 A−A)︸ ︷︷ ︸

=:c1>0

‖x0‖22

und
〈
Ŝ

[
x1

y

]
,

[
x1

y

]〉

M

= xT
1A0x1 + xT

1 (A−A0)x1 + yTCy

=
1

2
xT
1Ax1 + yT

(
1

2
BTA−1B+C

)
y

≥ 1

2
λmin(A)
︸ ︷︷ ︸

=:c2>0

‖x1‖22 +
1

2
λmin(B

TA−1B)
︸ ︷︷ ︸

=:c3>0

‖y‖22.

Wegen
〈
Ŝ

[
x1

y

]
,

[
x0

0

]〉

M

=
(
xT
1A+ yTBT

)
A−1

0 (A−A0)x0 = 0,

schließen wir
〈
Ŝ

[
x
y

]
,

[
x
y

]〉

M

=

〈
Ŝ

[
x0

0

]
,

[
x0

0

]〉

M

+

〈
Ŝ

[
x1

y

]
,

[
x1

y

]〉

M

≥ c1‖x0‖22 + c2‖x1‖22 + c3‖y‖22.

Benutzen wir
‖x‖22 = ‖x0 + x1‖22 ≤ 2‖x0‖22 + 2‖x1‖22,

so ergibt sich letztlich die positive Definitheit von Ŝ:
〈
Ŝ

[
x
y

]
,

[
x
y

]〉

M

≥ 1

2
min{c1, c2}‖x‖22 + c3‖y‖22.

Da Ŝ symmetrisch und positiv definit bezüglich des 〈·, ·〉M-Innenprodukts ist, kann man
das Verfahren der konjugierten Gradienten anwenden, um das diskrete Sattelpunktpro-
blem (13.9) zu lösen. Es lässt sich so formulieren, dass nur einfache Matrix-Vektor-
Produkte zur Verfügung gestellt werden müssen. Auch muss nur A−1

0 angewendet werden.

Algorithmus 13.15 (Bramble-Pasciak-CG)
input: Matrizen A ∈ Rm×m, B ∈ Rm×n, C ∈ Rn×n, rechte Seiten f ∈ Rm, g ∈ Rn

und Startnäherungen x0 ∈ Rm, y0 ∈ Rn

output: Folge von Iterierten {(xk,yk)}k>0
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➀ Initialisierung: berechne
[
s0
t0

]
:=

[
f
g

]
−
[
A B
BT −C

] [
x0

y0

]

c0 = p0 := A−1
0 s0, d0 = q0 := BTp0 − t0

r0 := pT
0 (Ap0 − s0) + qT

0 q0

und setze k := 0

➁ berechne
[
uk

vk

]
:=

[
A B
BT −C

] [
ck
dk

]
, wk := A−1

0 uk

αk :=
rk

cTk (Awk − uk) + dT
k (B

Twk − vk)[
xk+1

yk+1

]
:=

[
xk

yk

]
+ αk

[
ck
dk

]

[
sk+1

tk+1

]
:=

[
f
g

]
−
[
A B
BT −C

] [
xk+1

yk+1

]

pk+1 := A−1
0 sk+1, qk+1 := BTpk+1 − tk+1

rk+1 = pT
k+1(Apk+1 − sk+1) + qT

k+1qk+1[
ck+1

dk+1

]
:=

[
pk+1

qk+1

]
+
rk+1

rk

[
ck
dk

]

➂ falls
√
rk+1 > ε erhöhe k := k + 1 und gehe nach ➁

Bemerkungen

1. Es ist [
pk

qk

]
= T

{[
f
g

]
−
[
A B
BT −C

] [
xk

yk

]}

das Residuum,
√
rk dessen Norm im 〈·, ·〉M-Innenprodukt und (ck,dk) eine bezüglich

des Standardinnenprodukts MTS-konjugierte Suchrichtung.

2. Ist A0 zusätzlich zu (13.10) uniform spektral äquivalent zu A, das heißt, gilt

αxTA0x ≤ xTAx ≤ βxTA0x für alle x ∈ R
m

mit von der Schrittweite h unabhängigen Konstanten 0 < α ≤ β, dann ist im
Standardinnenprodukt die Systemmatrix MTS spektral äquivalent zu

N =

[
I 0
0 BTA−1B+C

]
.

Man benötigt dann nur noch einen geeigneten Vorkonditionierer für das Schur-
Komplement von A.

△
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14. Stokessche Gleichung

14.1 Herleitung

Die mitunter einfachste Modellgleichung zur Beschreibung einer Strömung ist die Stokes-
sche Gleichung. Sie beschreibt ein extrem zähflüssiges Fluid, wie beispielsweise Honig. Im
Gegensatz zu einem weniger viskosen Fluid treten hier keine kleinskaligen Wirbel auf.

Das Fluid sei inkompressibel, das heißt, die Dichte ρ ist unabhängig von x und t. Der
Fluss v erfüllt aufgrund der Massenerhaltung

div v = 0. (14.1)

Die Impulserhaltung des Fluids in einem kleinen Volumen Ωt ⊂ Rd führt auf

ρ
∂

∂t

∫

Ωt

v(x, t) dx = ρ

∫

Ωt

f(x, t) dx

︸ ︷︷ ︸
äußere Kräfte

+

∫

∂Ωt

S(x, t) · n(x, t) dσ
︸ ︷︷ ︸

Oberflächenkräfte

.

Der Spannungstensor S ∈ Rd×d hat im Fall zäher Fluide die Form

S = −p I+ µ
[
∇v + (∇v)T

]
,

wobei der Gradient der vektorwertigen Funktion v gegeben ist als

∇v =
[
∇v1,∇v2, . . . ,∇vd

]T
=




∂v1
∂x1

∂v1
∂x2

· · · ∂v1
∂xd

∂v2
∂x1

∂v2
∂x2

· · · ∂v2
∂xd

...
...

. . .
...

∂vd
∂x1

∂vd
∂x2

· · · ∂vd
∂xd


 .

Man beachte, dass sich das Gebiet Ωt mit der Zeit ändert, das heißt, es ist

∂

∂t

∫

Ωt

vi dx =

∫

Ωt

∂

∂t
vi dx+

∫

Ωt

div(viv)︸ ︷︷ ︸
=vi divv+〈∇vi,v〉

dx, i = 1, 2, . . . , d.

Nun ist die Divergenz der matrixwertigen Funktion S = [s1, s2, . . . , sd]
T gegeben durch

divS =
[
div s1, div s2, . . . , div sd

]T
.

Setzt man die Definition des Spannungstensors ein, so folgt

divS = −∇p + µ{∆v +∇(div v︸ ︷︷ ︸
=0

)}
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mit

∆v =
∂

∂x21
v +

∂

∂x22
v + · · ·+ ∂

∂x2d
v.

Daher liefert der Gaußsche Integralsatz
∫

∂Ωt

S · n dσ =

∫

Ωt

divS dx =

∫

Ωt

{−∇p + µ∆v} dx,

schließlich

ρ

[
∂

∂t
v +∇v · v

]
= ρ f −∇p+ µ∆v. (14.2)

Die Gleichungen (14.1) und (14.2) bilden zusammen die Navier-Stokes-Gleichung. Bei
zähen Fluiden kann der nichtlineare Term ∇v · v vernachlässigt werden, außerdem be-
schränken wir uns auf stationäre Zustände. Dann erhalten wir die (stationäre) Stokes-
Gleichung:

−∆v +∇p = f , divv = 0 in Ω. (14.3)

Am Rand schreiben wir uns den Fluss vor

v = g auf Γ := ∂Ω. (14.4)

Damit zu den Randwerten g überhaupt eine divergenzfreie Strömung existieren kann,
muss nach dem Gaußschen Integralsatz

∫

Γ

〈g,n〉 dσ =

∫

Γ

〈v,n〉 dσ =

∫

Ω

divv dx = 0

gelten. Diese Kompatibilitätsbedingung an g ist für homogene Randwerte selbstverständ-
lich erfüllt.

Weiterhin fällt auf, dass nur der Gradient des Drucks p in (14.3) vorkommt und nicht
der Druck selbst. Daher kann der Druck nicht eindeutig sein, weshalb man ihn normiert
gemäß ∫

Ω

p dx = 0.

14.2 Variationsformulierung

Der Gaußsche Integralsatz liefert die beiden Gleichungen

−(∆v,φ)L2(Ω) = (∇v,∇φ)L2(Ω) − (∇v · n,φ)L2(Γ),

−(∇p,φ)L2(Ω) = (p, divφ)L2(Ω) + (pn,φ)L2(Γ).

Multiplizieren wir die erste Gleichung aus (14.3) mit einer Testfunktion φ ∈ [C∞
0 (Ω)]d

und integrieren über Ω, so erhalten wir folglich

(∇v,∇φ)L2(Ω) − (p, divφ)L2(Ω) = (f ,φ)L2(Ω). (14.5)

Wir ziehen uns wie üblich auf homogene Randbedingungen (14.4) zurück und definieren
die Bilinearformen

a : [H1
0 (Ω)]

d × [H1
0 (Ω)]

d → R,

a(v,w) := (∇v,∇w)L2(Ω) =

d∑

i,j=1

∫

Ω

∂vi
∂xj

∂wi

∂xj
dx
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und

b : [H1
0 (Ω)]

d × L2
0(Ω) → R, b(v, q) := −(div v, q)L2(Ω),

wobei L2
0(Ω) den Raum

L2
0(Ω) :=

{
q ∈ L2(Ω) :

∫

Ω

q dx = 0

}

bezeichne. Aus (14.3) und (14.5) erhalten wir dann die Variationsformulierung der Sto-
kesschen Gleichung: suche v ∈ [H1

0 (Ω)]
d und p ∈ L2

0(Ω), so dass

a(v,w) + b(w, p) = (f ,w)L2(Ω) für alle w ∈ [H1
0 (Ω)]

2,

b(v, q) = 0 für alle q ∈ L2
0(Ω).

(14.6)

Speziell für d = 2 erhalten wir ausgeschrieben die Gleichungen
∫

Ω

{
∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

}
q dx = 0 für alle q ∈ L2

0(Ω),

∫

Ω

{
∂v1
∂x

∂w1

∂x
+
∂v1
∂y

∂w1

∂y

}
dx−

∫

Ω

p
∂w1

∂x
dx =

∫

Ω

f1w1 dx für alle w1 ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

{
∂v2
∂x

∂w2

∂x
+
∂v2
∂y

∂w2

∂y

}
dx−

∫

Ω

p
∂w2

∂y
dx =

∫

Ω

f2w2 dx für alle w2 ∈ H1
0 (Ω).

Satz 14.1 Für rechte Seiten f ∈ [L2(Ω)]d sind schwache Lösungen v ∈ [H1
0 (Ω)]

d und
p ∈ L2

0(Ω) von (14.6) mit v ∈ [C2(Ω)]d und p ∈ C1(Ω) klassische Lösungen von (14.3).

Beweis. Wir wählen als Testfunktion q := divv ∈ L2(Ω). Dann gilt mit einer Konstanten
c, dass q − c ∈ L2

0(Ω). Aufgrund von (14.6) gilt nun

‖ divv‖2L2(Ω) = (divv, q)L2(Ω) = (div v, c)L2(Ω) = c

∫

Ω

div v dx.

Aus dem Gaußschen Integralsatz schließen wir wegen v|Γ = 0, dass
∫

Ω

div v dx =

∫

Γ

〈v,n〉 dσ = 0.

Also ist ‖ divv‖L2(Ω) = 0 und aus v ∈ [C1(Ω)]d folgt daher die Divergenzfreiheit in jedem
Punkt x ∈ Ω.

Die punktweise Gültigkeit der ersten Gleichung aus (14.3) erhalten wir durch ein Zurück-
führen auf das Poisson-Problem. Für die schwache Lösung v ∈ [H1

0 (Ω)]
d gilt

(∇v,∇w)L2(Ω) = (g,w)L2(Ω)

mit (g,w)L2(Ω) := (f ,w)L2(Ω) + (p, divw)L2(Ω). Somit ist v die klassische Lösung des
Poisson-Problems

−∆v = g = f −∇p in Ω

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Dies ist aber gerade die gesuchte Gleichung.
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Die Bilinearform a(·, ·) ist offensichtlich auf ganz [H1
0 (Ω)]

d elliptisch. Um die Existenz
und Eindeutigkeit der Lösung der Stokesschen Gleichung zu garantieren, müssen wir nach
Satz 13.4 also nur noch die LBB-Bedingung für die Bilinearform b(·, ·) nachweisen. Dies
erfolgt über eine Abschätzung, deren Beweis allerdings den Rahmen sprengen würde. Dazu
bezeichne H−1(Ω) :=

(
H1

0 (Ω)
)′

den Dualraum von H1
0 (Ω), ausgestattet mit der Norm

‖p‖H−1(Ω) := sup
q∈H1

0 (Ω)

(p, q)L2(Ω)

‖q‖H1(Ω)

.

Lemma 14.2 Sei Ω ein beschränktes, zusammenhängendes Gebiet mit Lipschitz-
stetigem Rand.

(i.) Das Bild der linearen Abbildung

∇ : L2(Ω) → [H−1(Ω)]d (14.7)

ist abgeschlossen in [H−1(Ω)]d.

(ii.) Es gilt mit einer Konstante c = c(Ω):

‖p‖L2(Ω) ≤ c
{
‖∇p‖H−1(Ω) + ‖p‖H−1(Ω)

}
für alle p ∈ L2(Ω), (14.8)

‖p‖L2(Ω) ≤ c‖∇p‖H−1(Ω) für alle p ∈ L2
0(Ω). (14.9)

Satz 14.3 In beschränkten Lipschitz-Gebieten Ω besitzt das Stokes-Problem (14.6) für
beliebiges f ∈

(
[H1

0 (Ω)]
d
)′

eine eindeutige Lösung (v, p) ∈ [H1
0 (Ω)]

d × L2
0(Ω).

Beweis. Wir müssen nur noch die LBB-Bedingung für die Bilinearform b(·, ·) nachweisen.
Für p ∈ L2

0(Ω) folgt aus (14.9)

‖∇p‖H−1(Ω) ≥
1

c
‖p‖L2(Ω).

Nach Definition der H−1(Ω)-Norm gibt es ein v ∈ [H1
0 (Ω)]

d mit ‖v‖H1(Ω) = 1 und

(∇p,v)L2(Ω) ≥
1

2
‖v‖H1(Ω)‖∇p‖H−1(Ω) ≥

1

2c
‖p‖L2(Ω).

Wegen b(v, p) = −(div v, p)L2(Ω) = (v,∇p)L2(Ω) folgt

b(v, p)

‖v‖H1(Ω)

= (v,∇p)L2(Ω) ≥
1

2c
‖p‖L2(Ω)

und damit die LBB-Bedingung.

14.3 Instabile Elemente

Lange war wegen der Einfachheit das sogenannte Q1-P0-Element, ein Rechteckelement,
sehr beliebt zur Diskretisierung der Stokes-Gleichung. Der Fluss wird hier mit bilinearen
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Funktionen approximiert, der Druck mit elementweise konstanten Funktionen:

Uh :=
{
v ∈ [C(Ω)]2 : v|Γ = 0 und v|T ∈ [Q1]

2, also bilinear für alle T ∈ Th

}
,

Vh :=
{
p ∈ L2

0(Ω) : p|T ∈ P0, also elementweise konstant für alle T ∈ Th

}
.

Dieses Element ist instabil, denn es erfüllt nicht die diskrete LBB-Bedingung. Ein Hinweis
auf die Instabilität ist die Tatsache, dass der Kern von B⋆ : Vh → U ′

h nicht nur das
Nullelement enthält.

Wir numerieren die Knoten im Element Ti,j wie folgt:

• •

• •

•

(i, j) (i+ 1, j)

(i+ 1, j + 1)(i, j + 1)

(i+ 1/2, j + 1/2)

Weil auf jedem Element divv linear und p konstant ist, ergibt sich
∫

Ti,j

q div v dx = h2q(i+1/2,j+1/2) div v(i+1/2,j+1/2)

= h2q(i+1/2,j+1/2)
1

2h

{
v1,(i+1,j+1) + v1,(i+1,j) − v1,(i,j+1) − v1,(i,j)

+ v2,(i+1,j+1) − v2,(i+1,j) + v2,(i,j+1) − v2,(i,j)
}
.

Wir summieren über alle Elemente und sortieren die Terme nach den Gitterpunkten um
∫

Ti,j

q div v dx = −h2
∑

i,j

{
v1,(i,j)(∇1q)i,j + v2,(i,j)(∇2q)i,j

}

mit den Differenzenquotienten

(∇1q)i,j :=
1

2h

{
q(i+1/2,j+1/2) + q(i+1/2,j−1/2) − q(i−1/2,j+1/2) − q(i−1/2,j−1/2)

}
,

(∇2q)i,j :=
1

2h

{
q(i+1/2,j+1/2) − q(i+1/2,j−1/2) + q(i−1/2,j+1/2) − q(i−1/2,j−1/2)

}
.

Wegen v ∈ [H1
0 (Ω)]

2 erstreckt sich die Summation über alle inneren Knoten. Es ist q ∈
kern(BT

h ), wenn ∫

Ω

q divv dx = 0 für alle v ∈ Uh

gilt, also (∇1q)i,j und (∇2q)i,j an allen inneren Knoten verschwinden. Dies tritt ein falls

q(i+1/2,j+1/2) = q(i−1/2,j−1/2), q(i+1/2,j−1/2) = q(i−1/2,j+1/2).
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Die beiden Gleichung bedeuten nicht, dass q konstant sein muss. Es braucht nur

q(i+1/2,j+1/2) =

{
a, falls i+ j gerade,

b, falls i+ j ungerade,

zu sein. Die Zahlen a und b sind dabei so zu wählen, dass
∫
Ω
p dx = 0 gilt. Insbesondere

haben a und b entgegengesetzte Vorzeichen. Es bildet sich daher ein Schachbrettmuster,
weshalb man auch von Schachbrettinstabilität spricht:

• • • • • • • • • •

• • • • • • • • • •

• • • • • • • • • •

• • • • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

+ + + + +− − − −

− − − − −+ + + +

+ + + + +− − − −

− − − −+ + +

+ + + +− − −

− − − −+ + +

Bemerkung Es hilft nichts, den Raum Vh so einzuschränken, dass er orthogonal auf dem
Kern von BT

h ist. Man kann zeigen, dass dann die LBB-Bedingung zwar erfüllt ist, jedoch
mit einer h-abhängigen Konstanten. Dies zeigt, dass die LBB-Bedingung eine analytische
Eigenschaft ist und nicht rein algebraisch verstanden werden darf. △

14.4 MINI-Element

Das MINI-Element basiert auf einer P1-P1-Diskretisierung, wobei allerdings der Geschwin-
digkeitsraum angereichert ist. In zwei Dimensionen betrachten wir auf jedem Dreiecksele-
ment T ∈ Th die kubische Blasenfunktion bT (x) = 9λT,1λT,2λT,3, wobei (λT,1, λT,2, λT,3)
die baryzentrischen Koordinaten auf dem Dreieck T bezeichnen. Es ist also

Uh :=
{
v ∈ [C(Ω)]2 : v|Γ = 0 und v|T ∈ [P1 ⊕ span{bT }]2 für alle T ∈ Th

}
,

Vh :=
{
p ∈ C(Ω) : p|T ∈ P1 für alle T ∈ Th

}
.

Satz 14.4 Sei Ω ein konvexes Polygongebiet. Dann erfüllt das MINI-Element die LBB-
Bedingung mit einem β > 0.

Beweis. Wir weisen die Gültigkeit von Fortins Kriterium nach. Wir haben also die Exis-
tenz einer Projektion Πh : [H1

0 (Ω)]
2 → Uh nachzuweisen mit der Orthogonalitäts-Eigenschaft

(
div(v −Πhv), qh

)
L2(Ω)

= 0 für alle v ∈ [H1
0 (Ω)]

2 und qh ∈ Vh

und deren Beschränktheit mit einer von h-unabhängigen Konstanten cΠ

‖Πhv‖H1(Ω) ≤ cΠ‖v‖H1(Ω).
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Diese Projektion wird von der Form

Πh = π
(1)
h + π

(2)
h (I − π

(1)
h )

mit zwei weiteren Projektionen π
(1)
h , π

(2)
h : [H1

0 (Ω)]
2 → Uh sein.

Die erste Projektion π(1)
h definieren wir über die Lösung der Helmholtz-Gleichung. Es ist

(
∇(π

(1)
h v),∇wh

)
L2(Ω)

+
(
π
(1)
h v,wh

)
L2(Ω)

= (∇v,∇wh)L2(Ω) + (v,wh)L2(Ω)

für alle wh ∈ Uh. Offensichtlich ist dann

∥∥π(1)
h v

∥∥
H1(Ω)

≤ ‖v‖H1(Ω).

Das übliche Dualitätsargument liefert sofort

∥∥v − π
(1)
h v

∥∥
L2(Ω)

≤ ch
∥∥v− π

(1)
h v

∥∥
H1(Ω)

≤ ch‖v‖H1(Ω). (14.10)

Die zweite Projektion wird uns die Orthogonalitäts-Eigenschaft sichern:

π
(2)
h v =

∑

T∈Th

βT bT mit βT :=

(∫

T

bT dx

)−1 ∫

T

v dx.

Man beachte, dass (π
(2)
h v)|T eine Blasenfunktion ist, die den Mittelwert von v|T erhält.

Aufgrund dieser Konstruktion besitzt diese Projektion die Eigenschaft
∫

T

{
v − π

(2)
h v

}
dx = 0 für alle T ∈ Th.

Hieraus folgt dann mit partieller Integration

(
div(v − π

(2)
h v), qh

)
L2(Ω)

=
∑

T∈Th

(
div(v − π

(2)
h v), qh

)
L2(T )

=
∑

T∈Th

{
− (v − π

(2)
h v,∇qh)L2(T ) +

∫

∂T

〈v − π
(2)
h v,n〉qh dσ

}
.

Nun ist zu bemerken, dass die inneren Kantenintegrale verschwinden aufgrund des wech-
selnden Vorzeichens der Normalen. Die Kantenintegrale entlang der äußeren Kanten ver-
schwinden, da v|Γ = π

(2)
h v|Γ = 0. Da die Druckgradienten ∇ph elementweise konstant

sind, ergibt sich insgesamt:

(
div(v− π

(2)
h v), qh

)
L2(Ω)

= −
∑

T∈Th

〈
(∇qh)|T ,

∫

T

{
v − π

(2)
h v

}
dx

︸ ︷︷ ︸
=0

〉
= 0.

Man kann sich die Projektion π(2)
h als zweistufigen Prozess vorstellen. Zunächst wird auf die

elementweise konstante Funktionen projiziert. Danach werden die konstanten Ansatzfunk-
tionen durch Blasenfunktionen mit gleichem Integral ersetzt. Daher folgt die L2-Stabilität

‖π(2)
h v‖L2(Ω) ≤ c‖v‖L2(Ω). (14.11)
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Die gleichmäßige Beschränktheit von Πh ergibt sich aus (14.10), (14.11) und

v − Πhv = v−
(
π
(1)
h v + π

(2)
h (v − π

(1)
h v)

)
= (I − π

(2)
h )(v − π

(1)
h v).

Denn mit Hilfe der inversen Abschätzung erhalten wir

‖Πhv‖H1(Ω) ≤
∥∥π(1)

h v
∥∥
H1(Ω)

+ h−1
∥∥π(2)

h (I − π
(1)
h )v

∥∥
L2(Ω)

≤ c
{
‖v‖H1(Ω) + h−1

∥∥(I − π
(1)
h )v

∥∥
L2(Ω)

}

≤ c‖v‖H1(Ω).

Fortins Kriterium liefert schließlich die Behauptung.

Korollar 14.5 Sei Ω ein konvexes Polygongebiet. Dann erfüllt das MINI-Element die
Fehlerabschätzung

‖v− vh‖H1(Ω) + ‖p− ph‖L2(Ω) ≤ ch
{
‖v‖H2(Ω) + ‖p‖H1(Ω)

}
.

Beweis. Wegen

inf
wh∈Uh

‖v−wh‖H1(Ω) ≤ ch‖v‖H2(Ω), inf
qh∈vh

‖p− qh‖L2(Ω) ≤ ch‖p‖H1(Ω)

ergibt sich das Behauptete unmittelbar aus Korollar 13.7.

14.5 Taylor-Hood-Element

Bei dem oft benutzten Taylor-Hood-Element werden wie bei den instabilen Elementen für
den Fluss Polynome höheren Grades als für den Druck herangezogen. Allerdings wird der
Druck stetig angesetzt:

Uh :=
{
v ∈ [C(Ω)]2 : v|Γ = 0 und v|T ∈ [P2]

2 für alle T ∈ Th

}
,

Vh :=
{
p ∈ C(Ω) : p|T ∈ P1 für alle T ∈ Th

}
.

Dabei sei Th eine Zerlegung von Ω in Dreiecke. Auf Vierecken verwendet man entsprechend
Q2-Q1-Elemente anstelle von P2-P1-Elementen.

Satz 14.6 Sei Ω ein konvexes Polygongebiet. Dann erfüllt das Taylor-Hood-Element die
LBB-Bedingung mit einem β > 0.

Beweis. Ziel ist es, zu gegebem ph ∈ Vh ein vh = vh(ph) ∈ Uh zu konstruieren, für das die
LBB-Bedingung erfüllt ist. Wir vollziehen den Beweis in drei Schritten.

(i.) Zu jeder Kante e im Inneren von Ω bezeichne te den Tangentenvekor und ne den
Normalenvektor. In jedem Kantenmittelpunkt me setzen wir

〈vh(me), te〉 := 〈te, (∇ph)(me)〉, 〈vh(me),ne〉 := 0.
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Man beachte hierbei, dass die Tangentialableitung des Drucks entlang der Kante e wohl-
definiert ist. Ferner setzen wir vh(x) := 0 in den Eckpunkten aller Dreiecke und an den
Kantenmittelpunkten auf Γ.

Nach Konstruktion gilt einerseits

‖vh‖L2(Ω) ≤ |ph|H1(Ω). (14.12)

Weil 〈vh,∇ph〉|T quadratisch und (∇ph)|T konstant ist, gilt andererseits

∫

T

〈vh,∇ph〉 dx =
|T |
3

3∑

i=1

〈vh(mei), (∇ph)(mei)〉

=
|T |
3

3∑

i=1

〈tei, (∇ph)(mei)〉2

≥ |T |
3
cκ
∥∥(∇ph)|T

∥∥2

=
cκ
3

∫

T

‖∇ph‖2 dx.

Aufsummation über alle T ∈ Th ergibt schliesslich

b(vh, ph) ≥
cκ
3

∑

T∈Th

∫

T

‖∇ph‖2 dx =
cκ
3
|ph|2H1(Ω). (14.13)

(ii.) Zu K > 0 bezeichne

V K
h :=

{
ph ∈ Vh : ‖ph‖L2(Ω) ≤ Kh|ph|H1(Ω)

}
.

Für ph ∈ V K
h gilt wegen (14.13) mit dem in Schritt (i.) konstruierten vh = vh(ph)

b(vh, ph)

‖vh‖H1(Ω)

≥ cκ
3

|ph|2H1(Ω)

‖vh‖H1(Ω)

≥ cκ
3Kh

|ph|H1(Ω)‖ph‖L2(Ω)

‖vh‖H1(Ω)

.

Aus (14.12) und der inversen Abschätzung folgt daher die LBB-Bedingung für alle Funk-
tionen aus V K

h :

b(vh, ph)

‖vh‖H1(Ω)

≥ cκ
3Kh

‖vh‖L2(Ω)‖ph‖L2(Ω)

‖vh‖H1(Ω)

≥ cκ
3cinvK

‖ph‖L2(Ω).

(iii.) Sei nun ph 6∈ V K
h . Wir wählen ein v ∈ [H1

0 (Ω)]
2 derart, dass ‖v‖H1(Ω) = 1 und

b(v, ph) ≥ β‖ph‖L2(Ω)

für ein β > 0 erfüllt ist. Dies ist aufgrund der Gültigkeit der kontinuierlichen LBB-
Bedingung (vergleiche Satz 14.3) möglich.

Ferner bezeichne vh die Clément-Approximation von v, die nach Satz 9.1 der Fehlerab-
schätzung

‖v − vh‖L2(Ω) ≤ ch‖v‖H1(Ω)

genügt und H1-stabil ist

‖vh‖H1(Ω) ≤ ‖v − vh‖H1(Ω) + ‖v‖H1(Ω) ≤ c‖v‖H1(Ω).
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Es sei angemerkt, dass die Clément-Approximation so modifiziert werden kann, dass auch
vh Nullrandbedingungen erfüllt. Insbesondere weisen wir darauf hin, dass die Konstante
c nicht von ph und damit nicht von K abhängt.

Wir haben nun

b(vh, ph) = b(v, ph)− b(v − vh, ph)

≥ β‖ph‖L2(Ω) + (v − vh,∇ph)L2(Ω)

≥ β‖ph‖L2(Ω) − ‖v− vh‖L2(Ω)|ph|H1(Ω)

≥ β‖ph‖L2(Ω) − ch ‖v‖H1(Ω)︸ ︷︷ ︸
=1

|ph|H1(Ω).

Wegen ph 6∈ V K
h , ist

|ph|H1(Ω) <
1

Kh
‖ph‖L2(Ω)

und es ergibt sich

b(vh, ph) ≥
(
β − c

K

)
‖ph‖L2(Ω).

Damit ist auch im Fall ph 6∈ V K
h die LBB-Bedingung gezeigt, falls K hinreichend groß

gewählt wurde.

Korollar 14.7 Das Taylor-Hood-Element erfüllt die Fehlerabschätzung

‖v− vh‖H1(Ω) + ‖p− ph‖L2(Ω) ≤ chk
{
‖v‖Hk+1(Ω) + ‖p‖Hk(Ω)

}

mit k ∈ {1, 2}, sofern v ∈ [Hk+1(Ω)]d und p ∈ Hk(Ω) gilt.

Beweis. Für k ∈ {1, 2} gelten die Approximationsabschätzungen

inf
wh∈Uh

‖v −wh‖H1(Ω) ≤ chk‖v‖Hk+1(Ω), inf
qh∈Vh

‖p− qh‖L2(Ω) ≤ chk‖p‖Hk(Ω),

vorausgesetzt die Normen auf der rechten Seite sind wohldefiniert. Damit folgt die Be-
hauptung sofort aus Korollar 13.7.

Bemerkung Man kann den Fluss auch linear auf einer einmal uniform verfeinerten Tri-
angulierung ansetzen, anstelle ihn mit quadratischen Elementen zu approximieren. Auch
dieses Element wird oftmals als Taylor-Hood-Element bezeichnet. △
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15. Eigenwertprobleme

15.1 Motivation

Die klassische Formulierung eines Eigenwertproblems lautet

Lu = λu in Ω, u = 0 auf Γ. (15.1)

Dabei ist L ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung. Eine Lösung u 6≡ 0 von
(15.1) heißt Eigenfunktion, das zugehörige λ Eigenwert.

Beispiel 15.1 Gemäß Kapitel 1 lautet die Wellengleichung

∂2u

∂t2
−∆u = f in (0, T )× Ω, u = 0 auf (0, T )× Γ,

wobei zum Zeitpunkt t = 0 Anfangsbedingungen vorgegeben sind:

u(0, ·) = g,
∂u

∂t
(0, ·) = h in Ω.

Unter der Vorraussetzung, dass f = 0 ist, führt der Separationsansatz

u(t,x) = v(t)w(x)

auf die Gleichung
v′′(t)w(x) = v(t)∆w(x).

Dies bedeutet, dass
v′′(t)

v(t)
=

∆w(x)

w(x)
:= −λ ≡ const

gelten muss, was einerseits die Gleichung

v′′(t) + λv(t) = 0

und andererseits die Gleichung

−∆w = λw in Ω, w = 0 auf Γ

impliziert. Die Funktion v besitzt demanch die Form

v(t) = A cos(
√
λt) +B sin(

√
λt), A, B ∈ R,

während w durch ein Eigenwertproblem bestimmt ist. △
Wie in Kapitel 3 kann man die klassische Darstellung (15.1) des Eigenwertproblems
durch eine äquivalente Variationsformulierung ersetzen, wobei eine geeignete Bilinearform
a(·, ·) : V × V → R an die Stelle von L tritt:

suche u ∈ V , so dass a(u, v) = λ(u, v)L2(Ω) für alle v ∈ V . (15.2)
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15.2 Spektraltheorie

Wir wollen einen abstrakten Rahmen für das Eigenwertproblem (15.2) entwickeln. Sei H
ein separabler Hilbert-Raum mit der Norm ‖·‖H und dem Skalarprodukt (·, ·). Es sei V ein
Unterraum, der durch die Norm ‖ · ‖V zum Hilbert-Raum wird. Dabei sei die Einbettung
V →֒ H stetig, das heißt, es ist ‖v‖H ≤ c‖v‖V für alle v ∈ V . Ferner sei a : V × V → R

eine stetige und V -elliptische Bilinearform.

Es bezeichne S : H → V den Lösungsoperator des Problems

suche u ∈ V , so dass a(u, v) = (f, v) für alle v ∈ V ,

das heißt, u = Sf ist dessen Lösung. Offensichtlich ist S linear und beschränkt

‖Sf‖V ≤ c‖f‖H ,

denn es gilt

‖Sf‖2V = ‖Sf‖V ‖u‖V = ‖u‖2V ≤ 1

cE
a(u, u) =

1

cE
(f, u) ≤ 1

cE
‖f‖H‖u‖H ≤ c

cE
‖f‖H‖u‖V .

Deshalb ist das Eigenwertproblem äquivalent zu

suche (λ, u) ∈ C×H , so dass u = λSu. (15.3)

Lemma 15.2 Die Einbettung V →֒ H sei kompakt und a : V ×V → R symmetrisch und
V -elliptisch. Dann ist der Lösungsoperator S : V → V kompakt, symmetrisch bezüglich
des Innenprodukts a(·, ·),

a(Su, v) = a(u,Sv) für alle u, v ∈ V ,

und positiv
a(Su, u) > 0 für alle 0 6= u ∈ V .

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass S : V → V ein kompakter Operator ist. Hierzu sei
B ⊂ V eine beschränkte Menge. Da die Einbettung V →֒ H kompakt ist, ist B ⊂ H eine
kompakte Menge. Aufgrund der Stetigkeit von S : H → V ist S(B) ⊂ V eine kompakte
Menge. Daher bildet S : V → V beschränkte Mengen auf kompakte Mengen ab, ist
folglich also ein kompakter Operator.

Aus der Definition von S folgt, dass

a(Su, v) = (u, v) = (v, u) = a(Sv, u) für alle u, v ∈ V .

Die Symmetrie der Bilinearform a(·, ·) impliziert daher

a(Su, v) = a(u,Sv) für alle u, v ∈ V .

Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich schließlich aus

a(Su, u) = (u, u) = ‖u‖2H > 0 für alle 0 6= u ∈ V .
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Satz 15.3 (Spektralsatz) Es sei H ein separabler Hilbert-Raum und V ⊂ H dicht. Die
Einbettung V →֒ H sei kompakt und a : V ×V → R symmetrisch und V -elliptisch. Dann
existieren abzählbar viele reelle Eigenwerte

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · ·

mit zugehörigen Eigenvektoren {uk} ⊂ V zum Eigenwertproblem

suche (λ, u) ∈ C×H , so dass a(u, v) = λ(u, v) für alle v ∈ V . (15.4)

Dabei ist +∞ der einzige Häufungspunkt von der Folge {λk}. Die Eigenvektoren {uk}
bilden eine Orthonormalbasis von H , während {λ−1/2

k uk} eine Orthonormalbasis von V
bezüglich des Innenprodukts a(·, ·) bilden.

Beweis. Anstelle des Eigenwertproblems (15.4) betrachten wir (15.3), beziehungsweise

suche (µ, u) ∈ C×H , so dass Su = µu.

Da S : V → V symmetrisch und kompakt ist, folgt aus dem Spektralsatz für symmetrische
und kompakte Operatoren, dass eine abzählbare Folge von positive Eigenwerten {µk}
mit zugehörigen Eigenvektoren {vk} ⊂ V existieren. Die Eigenwerte {µk} häufen sich
höchstens in der 0, die Eigenvektoren {vk} bilden eine Orthonormalbasis von V bezüglich
des Innenprodukts a(·, ·).
Wir setzen λk := 1/µk für alle k ∈ N und erhalten

a(vk, w) = λka(Svk, w) = λk(vk, w) für alle w ∈ V .

Daraus ergibt sich für uk :=
√
λkvk

(uk, uℓ) =
1

λk
a(uk, uℓ) =

√
λℓ
λk
a(vk, vℓ) = δk,ℓ.

Folglich ist {uk} orthonormal in H bezüglich des Innenprodukts (·, ·).
Wir wollen nun zeigen, dass {uk} auch eine Basis von H ist. Dazu sei das Gegenteil ange-
nommen. Dann existiert ein 0 6= f ∈ H , so dass (f, uk) = 0 für alle k ∈ N, beziehungsweise

(f, vk) = 0, k = 1, 2, . . . .

Da {vk} aber eine Orthonormalbasis in V bezüglich des Innenprodukts a(·, ·) ist, ergibt
sich

lim
n→∞

∥∥∥∥w −
n∑

k=1

a(w, vk)vk

∥∥∥∥
H

= 0 für alle w ∈ V .

Weil V ⊂ H folgt

|(f, w)| ≤
∣∣∣∣

n∑

k=1

a(w, vk) (f, vk)︸ ︷︷ ︸
=0

∣∣∣∣ + ‖f‖H
∥∥∥∥w −

n∑

k=1

a(w, vk)vk

∥∥∥∥
H

n→∞−→ 0

für alle w ∈ V . Da V ⊂ H dicht ist, schließen wir (f, v) = 0 für alle v ∈ H , speziell also
‖f‖H = 0 beziehungsweise f = 0 in H , was zu einem Widerspruch führt.
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15.3 Min-Max-Prinzip

Betrachte den Raleigh-Quotient

R(v) =
a(v, v)

(v, v)
für alle v ∈ V .

Die Eigenpaare {(λk, uk)} von (15.4) erfüllen gerade

R(uk) = λk k = 1, 2, . . . .

Sei 0 6= v =
∑∞

k=1 αkuk ∈ V . Dann folgt

R(v) =

∑∞
k=1 λkα

2
k∑∞

k=1 α
2
k

≥ λ1

und λ1 = min06=v∈V R(v). Sei

Um := span{uk : k = 1, 2, . . . , m} ⊂ V

und

U⊥
m :={v ∈ V : a(v, w) = 0 für alle w ∈ Um}

={v ∈ V : a(v, uk) = 0 für alle k = 1, 2, . . . , m}.
Falls v =

∑∞
k=1 αkuk ∈ U⊥

m−1, dann folgt αk = 0 für alle k = 1, 2, . . . , m− 1 und

R(v) =

∑∞
k=m λkα

2
k∑∞

k=m α
2
k

≥ λm.

Insbesondere ist
λm = min

06=v∈U⊥

m−1

R(v). (15.5)

Allgemein haben wir

Satz 15.4 (Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer) Unter den Annahmen von Satz 15.3
gilt

λm = min
Vm⊂V

dimVm=m

max
06=v∈Vm

R(v).

Beweis. Sei Vm ⊂ V mit dimVm = m beliebig und 0 6= v ∈ Vm so gewählt, dass (v, uk) = 0
für alle k = 1, 2, . . . , m−1, das heißt, v ∈ Vm∩U⊥

m−1. Gleichung (15.5) impliziert R(v) ≥ λm
und da v beliebig war gilt folglich

max
06=v∈Vm

R(v) ≥ λm.

Im Fall Vm = Um gilt sogar Gleichheit. Denn aus 0 6= v =
∑m

k=1 αkuk folgt

R(v) =

∑m
k=1 λkα

2
k∑m

k=1 α
2
k

≤ λm.

Wegen R(vm) = λm erhalten wir daher

max
06=v∈Um

R(v) = λm.
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15.4 Finite-Element-Approximation

Sei VN ⊂ V ein endlichdimensionaler Teilraum. Die Galerkin-Diskretisierung von (15.4)
lautet:

suche (λ, u) ∈ C× VN , so dass a(u, v) = λ(u, v) für alle v ∈ VN . (15.6)

Satz 15.5 Unter den Annahmen von Satz 15.3 existieren N diskrete Eigenwerte {λN,k} ⊂
RN von (15.6) und eine Orthonormalbasis {uN,k} von VN in H , so dass

a(uN,k, vN) = λN,k(uN,k, vN) für alle vN ∈ VN .

Beweis. Sei VN = span{ϕk : k = 1, 2, . . . , N} und uN =
∑N

k=1 xkϕk. Dann ist (15.6)
äquivalent zu

N∑

k=1

xka(ϕk, ϕℓ) = λ

N∑

k=1

xk(ϕk, ϕℓ), ℓ = 1, 2, . . . , N.

Sei A = [a(ϕk, ϕℓ)]k,ℓ ∈ RN×N die Steiffigkeitsmatrix und M = [(ϕk, ϕℓ)]k,ℓ ∈ RN×N die
Massenmatrix. Dann ist (15.6) also äquivalent zum verallgemeinerten Eigenwertproblem

Ax = λMx.

Mit der Cholesky-Zerlegung LLT = M ist dieses Problem äquivalent zu

Ãx̃ := L−1AL−T x̃ = λx̃, x̃ = LTx.

Dabei ist Ã symmetrisch und positiv definit, weshalb N Eigenwerte

0 < λN,1 ≤ λN,2 ≤ · · · ≤ λN,N

mit zugehörigen Eigenvektoren {x̃k}Nk=1 existieren, welche eine Orthonormalbasis des RN

bilden. Die entsprechenden Eigenfunktionen {uN,k}Nk=1 ⊂ VN sind orthonormal inH wegen

(uN,k, uN,ℓ) = xT
kMxℓ = xT

kLL
Txℓ = x̃T

k x̃ℓ = δk,ℓ.

15.5 Konvergenz der Eigenwerte

Lemma 15.6 Es bezeichne PN : V → VN die Galerkin-Projektion, definiert durch

a(u− PNu, vN) = 0 für alle vN ∈ VN , (15.7)

und sei

σN,m := inf
06=v∈Um

‖PNv‖H
‖v‖H

.

Dann gilt

λm ≤ λN,m ≤ 1

σ2
N,m

λm für alle m = 1, 2, . . . , N,

vorausgesetzt es ist σN,m > 0.
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Beweis. Aus σN,m > 0 folgt dim(PNUm) = m. Denn falls nicht, dann ist der Projektor
PN : Um → PNUm nicht bijektiv und es würde ein 0 6= v ∈ Um existieren mit PNv = 0.
Dies widerspricht jedoch σN,m > 0.

Es folgt

λN,m ≤ max
06=v∈PNUm

R(v) = max
06=v∈Um

a(PNv, PNv)

‖PNv‖2H
= max

v∈Um

‖v‖H=1

a(PNv, PNv)

‖PNv‖2H
.

Da PN die orthogonale Projektion von v auf VN bezüglich des Innenprodukts a(·, ·) ist,
folgt

a(PNv, PNv) ≤ a(v, v).

Wegen

λm = max
06=v∈Um

R(v) = max
06=v∈Um

a(v, v)

‖v‖2H
,

folgt hieraus

λN,m ≤ sup
v∈Um

‖v‖H=1

a(v, v)

‖PNv‖2H
≤ λm · sup

v∈Um

‖v‖H=1

1

‖PNv‖2H
,

das ist die obere Schranke für λN,m.

Die untere Schranke λm ≤ λN,m ergibt sich sofort aus dem Min-Max-Prinzip.

Lemma 15.7 Für jedes m ≥ 1 existiert eine Konstante c = c(m) > 0, so dass für jedes
VN ⊂ V mit N ≥ m gilt

σ2
N,m ≥ 1− c(m) sup

v∈Um

‖v‖H=1

‖v − PNv‖2V .

Beweis. Sei w =
∑m

k=1 αkuk ∈ Um mit ‖w‖2H =
∑m

k=1 α
2
k = 1. Dann gilt

1− ‖PNw‖2H = (w,w)− (PNw, PNw)

= (w − PNw,w + PNw)

= −‖w − PNw‖2H + 2(w − PNw,w),

dies bedeutet,
‖PNw‖2H ≥ 1− 2(w − PNw,w).

Wegen a(uk, v) = λk(uk, v) für alle v ∈ V ergibt sich

(w − PNw,w) =

m∑

k=1

αk(w − PNw, uk) =

m∑

k=1

αk

λk
a(w − PNw, uk).

Weil a(w − PNw, v) = 0 ist für alle v ∈ VN , folgt weiter

(w − PNw,w) =

m∑

k=1

αk

λk
a(w − PNw, uk − PNuk︸ ︷︷ ︸

∈VN

).
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Die Stetigkeit der Bilinearform a(·, ·) liefert

|(w − PNw,w)| ≤ cS‖w − PNw‖V
(

m∑

k=1

|αk|
λk

‖uk − PNuk‖V
)

≤ cS‖w − PNw‖V
(

m∑

k=1

α2
k

λ2k

)1/2( m∑

k=1

‖uk − PNuk‖2V

)1/2

≤ cS

√
m

λ1
‖w − PNw‖V sup

v∈Um

‖v‖H=1

‖v − PNv‖V .

Damit erhalten wir die Behauptung mit c(m) = 2cS
√
m/λ1.

Satz 15.8 (Konvergenz approximativer Eigenwerte) Es gelten die Annahmen von Satz 15.3
und sei limN→∞ infvN∈VN

‖v − vN‖V = 0 für alle v ∈ V . Dann existiert zu jedem m ∈ N

ein N0 > 0 derart, dass

0 ≤ λN,m − λm ≤ c(m) sup
v∈Um

‖v‖H=1

inf
vN∈VN

‖v − vN‖2V

für alle N ≥ N0.

Beweis. Die Galerkin-Projektion erfüllt aufgrund des Céa-Lemmas

‖v − PNv‖V ≤ cS
cE

inf
vN∈VN

‖v − vN‖V N→∞−→ 0

für alle v ∈ V . Für jedes v =
∑m

k=1 αkuk ∈ Um mit ‖v‖H =
∑m

k=1 α
2
k = 1 gilt außerdem

‖v − PNv‖V ≤
m∑

k=1

|αk|‖uk − PNuk‖V ≤
(

m∑

k=1

α2
k

︸ ︷︷ ︸
=1

)1/2( m∑

k=1

‖uk − PNuk‖2V

)1/2

.

Die Kombination beider Abschätzungen ergibt

lim
N→∞

sup
v∈Um

‖v‖H=1

‖v − PNv‖V = 0.

Hieraus folgt mit Hilfe von Lemma 15.7, dass ein N ≥ N0 existiert, so dass σN,m ≥ 1/2
ist. Lemmata 15.6 und 15.7 liefern schließlich

λm ≤ λN,m ≤
(
1 + c(m) sup

v∈Um

‖v‖H=1

‖v − PNv‖2V

)
λm

mit einer Konstante c(m) > 0.
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15.6 Konvergenz der Eigenfunktionen

Wir zeigen die Konvergenz der Eigenfunktionen nur im Fall, dass λm ein einfacher Eigen-
wert ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 15.8 gilt dann λN,k 6= λm für alle k 6= m
und N ≥ N0. Deshalb ist die Größe

ρN,m := max
1≤k≤N
k 6=m

λN,m

|λN,k − λm|

wohldefiniert.

Lemma 15.9 Sei λm ein einfacher Eigenwert. Dann existiert ein N0 derart, dass mit
geeigneten uN,m ∈ VN gilt

‖um − uN,m‖H ≤ 2(1 + ρN,m)‖um − PNum‖H

für alle N ≥ N0.

Beweis. Es bezeichne PN : H → VN die Galerkin-Projektion auf VN . Sei vN,m die H-
orthogonale Projektion von PNum auf die lineare Hülle von {uN,m}, das heißt

vN,m = (PNum, uN,m)uN,m. (15.8)

Da {uN,k}Nk=1 eine Orthonormalbasis in VN bezüglich des Innenprodukts (·, ·) ist, folgt

‖PNum − vN,m‖2H =

∥∥∥∥∥
N∑

k=1
k 6=m

(PNum, uN,k)uN,k

∥∥∥∥∥

2

H

=
N∑

k=1
k 6=m

(PNum, uN,k)
2
H . (15.9)

Aufgrund der Definition von PN (vergleiche (15.7)) gilt

(PNum, uN,k) =
1

λN,k

a(PNum, uN,k)

=
1

λN,k

a(um, uN,k)

=
λm
λN,k

(um, uN,k)

und daher
(λN,k − λm)(PNum, uN,k) = λm(um − PNum, uN,k).

Diese Gleichung eingesetzt in (15.9) ergibt

‖PNum − vN,m‖2H ≤ ρ2N,m

∑

1≤k≤N
k 6=m

(um − PNum, uN,k)
2

≤ ρ2N,m

N∑

k=1

(um − PNum, uN,k)
2

≤ ρ2N,m‖um − PNum‖2H . (15.10)
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Wegen (15.8) ist

‖vN,m − uN,m‖H =
∥∥{(PNum, uN,m)− 1

}
uN,m

∥∥
H
= |(PNum, uN,m)− 1| ‖uN,m‖H︸ ︷︷ ︸

=1

(15.11)

und
‖um‖H︸ ︷︷ ︸

=1

−‖um − vN,m‖H ≤ ‖vN,m‖H︸ ︷︷ ︸
=|(PNum,uN,m)|

≤ ‖um‖H︸ ︷︷ ︸
=1

+‖um − vN,m‖H ,

das heißt,
|1− (PNum, uN,m)| ≤ ‖um − vN,m‖H . (15.12)

Die Kombination von (15.11) und (15.12) ergibt

‖vN,m − uN,m‖H ≤ ‖um − vN,m‖H ≤ ‖um − PNum‖+ ‖PNum − vN,m‖H .
Damit erhalten wir

‖um − uN,m‖H ≤ ‖um − PNum‖H + ‖Pnum − vN,m‖H + ‖vN,m − uN,m‖H
≤ 2‖um − PNum‖+ 2‖PNum − vN,m‖H .

Abschätzung (15.10) liefert schließlich die Behauptung.

Lemma 15.10 Es gilt die Identität

a(uN,m − um, uN,m − um) = λm‖uN,m − um‖2H + λN,m − λm.

Beweis. Das Behauptete folgt aus

a(uN,m − um, uN,m − um) = a(uN,m, uN,m) + a(um, um)− 2a(uN,m, um)

= λN,m + λm − 2λm(uN,m, um)

= λN,m − λm + 2λm
{
1− (uN,m, um)

}

und

‖uN,m − um‖2H = ‖uN,m‖2H + ‖um‖2H − 2(uN,m, um) = 2
{
1− (uN,m, um)

}
.

Satz 15.11 (Konvergenz approximativer Eigenfunktionen) Es gelten die Annahmen von
Satz 15.3 und sei limN→∞ infvN∈VN

‖v − vN‖V = 0 für alle v ∈ V . Ist λm ein einfacher
Eigenwert, dann existiert ein N0 > 0 derart, dass für alle N ≥ N0 λN,m ebenfalls ein
einfacher Eigenwert ist. Weiterhin existiert eine von N unabhängige Konstante c > 0, so
dass die Fehlerabschätzungen

‖um − uN,m‖V ≤ c sup
v∈Um

‖v‖H=1

inf
vN∈VN

‖v − vN‖V

und
‖um − uN,m‖H ≤ c‖um − PNum‖H

gelten.
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Beweis. Aus Satz 15.8 ergibt sich, dass der Eigenwert λN,m einfach ist. Ferner ist ρN,m

unabhängig von N beschränkt, so dass die zweite Abschätzung aus (15.9) folgt. Zusammen
mit Satz 15.8 und Lemma 15.10 folgt hieraus dann die erste Abschätzung

‖um − uN,m‖2V ≤ 1

cE
a(uN,m − um, uN,m − um)

=
1

cE

{
λm‖uN,m − um‖2H + λN,m − λm

}

≤ 1

cE

{
cλm‖um − PNum‖2H + c(m) sup

v∈Um

‖v‖H=1

inf
vN∈VN

‖v − vN‖2V
}
,

denn es ist

‖um − PNum‖2H ≤ c‖um − PNum‖2V ≤ c inf
vN∈VN

‖um − vN‖2V .

Bemerkung Für einen Differentialoperator zweiter Ordnung ist V = H1
0 (Ω) und H =

L2(Ω). Bei einer Galerkin-Diskretisierung mit linearen Elementen konvergieren die Eigen-
werte quadratisch in h. Hingegen konvergieren die Eigenfunktionen in der Energienorm
nur linear, während sie in L2(Ω) ebenfalls quadratisch konvergieren. Man beachte jedoch,
dass die Konstanten dabei von der Nummer m des Eigenwerts abhängen. △
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16. Lineare Elastizität

16.1 Herleitung

In der Elastizitätstheorie werden Verformungen und Spannungen von Körpern betrach-
tet. Ausgegangen wird von einem elastischen Körper, der mit einem beschänkten und
zusammenhängenden Gebiet Ω ⊂ Rd identifiziert werde. Wirken auf diesen Körper Ober-
flächenkräfte g : ΓN → Rd und Volumenkräfte f : Ω → Rd, so erzeugen diese einen
Spannungszustand im Innern des Körpers. Dieser wird beschrieben durch den Spannungs-
tensor

σ = [σi,j] : Ω → R
d×d
sym .

Die Spannung erzeugt eine Deformation ϕ : Ω → Rd des Körpers. Durch diese Deforma-
tion wird jeder Massenpunkt x ∈ Ω auf ϕ(x) ∈ Rd abgebildet. Die Abbildung ϕ wird im
folgenden stets als genügend glatt und lokal injektiv vorausgesetzt. Daher muss für den
Deformationsgradienten ∇ϕ gelten:

det(∇ϕ) = det




∂ϕ1

∂x1

∂ϕ1

∂x2
· · · ∂ϕ1

∂xd
∂ϕ2

∂x1

∂ϕ2

∂x2
· · · ∂ϕ2

∂xd
...

...
. . .

...
∂ϕd

∂x1

∂ϕd

∂x2
· · · ∂ϕd

∂xd


 > 0.

Wichtig sind die durch die Deformation ϕ erzeugten Änderungen des Linienelements. Es
ist

ϕ(x+ y) = ϕ(x) +∇ϕ(x)y +O(‖y‖2).
Also gilt für den Euklidischen Abstand

‖ϕ(x+ y)−ϕ(x)‖2 = ‖∇ϕ(x)y‖2 +O(‖y‖3) = yT
(
∇ϕ(x)

)T∇ϕ(x)y +O(‖y‖3).

Für die lokale Änderung von Längen ist also der Cauchy-Greensche Verzerrungstensor
ausschlaggebend:

C =
(
∇ϕ(x)

)T∇ϕ(x).

Die durch

E =
1

2
(C− I) (16.1)

definierte Abweichung von der Identität bezeichnet man als Verzerrung .

In der Praxis ist die Verschiebung u : Ω → Rd wichtiger als die Deformation. Sie ist
gegeben durch

u(x) = ϕ(x)− x, x ∈ Ω, (16.2)
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Durch Einsetzen von (16.2) in (16.1) erhält man

E =
1

2

[
∇u+ (∇u)T

]
+

1

2
(∇u)T∇u.

Bei kleinen Verzerrungen kann der letzte Term vernachlässigt werden und so entsteht der
linearisierte Verzerrungstensor

ε = [εi,j] : Ω → R
d×d
sym,

welcher gegeben ist durch

ε(u) :=
1

2

[
∇u+ (∇u)T

]
. (16.3)

Gemäß des Hookeschen Gesetzes wird der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen
ε und den Spannungen σ durch den (konstanten) Elastizitätstensor A : Rd×d

sym → R
d×d
sym

beschrieben:

σ = Aε :=
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
tr
(
ε)I+

E

1 + ν
ε.

Hier ist E > 0 das Elastizitätsmodul und 0 < ν < 1/2 die Poisson-Zahl .

Beispiel 16.1 Aufgrund der Symmetrie des Verzerrungs- und des Spannungstensors lau-
tet in Matrix-Schreibweise der Zusammenhang zwischen beiden in zwei Raumdimensionen



σ1,1
σ2,2
σ1,2


 =

E

(1 + ν)(1 − 2ν)



1− ν ν
ν 1− ν

1− 2ν





ε1,1
ε2,2
ε1,2




und in drei Raumdimensionen



σ1,1
σ2,2
σ3,3
σ1,2
σ1,3
σ2,3



=

E

(1 + ν)(1− 2ν)




1− ν ν ν
ν 1− ν ν
ν ν 1− ν

1− 2ν
1− 2ν

1− 2ν







ε1,1
ε2,2
ε3,3
ε1,2
ε1,3
ε2,3



.

In zwei Raumdimensionen sieht man sofort mit Hilfe von Gerschgorin-Kreisen

|λ− (1− ν)| ≤ ν oder λ = 1− 2ν

ein, wobei wir den Faktor vor der Kopplungsmatrix weggelassen haben, dass diese für
0 < ν < 1/2 positiv definit ist. In drei Raumdimension zeigt man dies, indem man die
Gerschgorin-Kreise für deren Inverse betrachtet:

1

E




1 −ν −ν
−ν 1 −ν
−ν −ν 1

1 + ν
1 + ν

1 + ν



.

Denn für die Inverse gilt modulo Skalierung

|λ− 1| ≤ 2ν oder λ = 1 + ν.

△
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Im Gleichgewichtszustand gilt im Körper

− div
(
σ(u)

)
= f in Ω, (16.4)

wobei die Divergenz einer matrixwertigen Funktion S = [s1, s2, . . . , sd]
T gegeben ist durch

divS =
[
div s1, div s2, . . . , div sd

]T
.

Zusätzlich zu (16.4) gelten Dirichlet- bzw. Verschiebungsrandbedingungen

u = 0 auf ΓD ⊂ ∂Ω (16.5)

oder Neumann- bzw. Spannungsrandbedingungen

σ(u)n = g auf ΓN = ∂Ω\ΓD. (16.6)

Wir wollen abschließend noch eine äquivalente Schreibweise der linken Seite von (16.4)
herleiten. Mit Hilfe der Lamé-Konstanten

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
(16.7)

und (16.3) folgt der direkte Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u und dem
Spannungstensor σ:

σ(u) = λ div(u)I+ µ
[
∇u+ (∇u)T

]
. (16.8)

Demnach haben wir die Beziehung

div
(
σ(u)

)
= µ∆u+ (λ+ µ)∇(divu)

mit dem Laplace-Operator für vektorwertige Funktionen:

∆u =
∂

∂x21
u+

∂

∂x22
u+ · · ·+ ∂

∂x2d
u.

16.2 Variationsfomulierung

Um die Variationsformulierung zu erhalten, müssen wir (16.4) mit einer Testfunktion
v : Ω → Rd multiplizieren und über das Gebiet Ω integrieren:

−
∫

Ω

〈div
(
σ(u)

)
,v〉 dx =

∫

Ω

〈f ,v〉 dx. (16.9)

Die partielle Integration der linken Seite via komponentenweisem Anwenden des Gauß-
schen Integralsatzes liefert

−
∫

Ω

〈div
(
σ(u)

)
,v〉 dx =

∫

Ω

σ(u) : ∇v dx−
∫

∂Ω

〈σ(u)n,v〉 dσ. (16.10)

Hierbei ist für zwei Matrizen B = [bi,j ],D = [di,j] ∈ Rd×d das Frobenius-Skalarprodukt
definiert durch

B : D =

d∑

i,j=1

bi,jdi,j.
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In Anbetracht von (16.5) erfüllen alle kinematisch zulässigen Verschiebungen die Bedin-
gung v = 0 auf ΓD. Demnach lautet der Energieraum

V :=
{
v ∈ [H1(Ω)]d : v

∣∣
ΓD

= 0
}
.

Definieren wir also die Bilinearform a : V × V → R durch

a(u,v) :=

∫

Ω

σ(u) : ∇v dx

und die Linearform ℓ : V → R durch

ℓ(v) :=

∫

Ω

〈f ,v〉 dx +

∫

ΓN

〈g,v〉 dσ,

so erhalten wir wegen (16.6) offensichtlich die Variationsformulierung:

suche u ∈ V , so dass a(u,v) = ℓ(v) für alle v ∈ V . (16.11)

Hierbei können wir wegen der Symmetrie von σ(u) und (16.8) die Bilinearform a(·, ·) auch
umschreiben gemäß

a(u,v) =

∫

Ω

σ(u) :
1

2

[
∇v + (∇v)T

]
dx =

∫

Ω

Aε(u) : ε(v) dx

= 2µ

∫

Ω

ε(u) : ε(v) dx+ λ

∫

Ω

div(u) div(v) dx.

(16.12)

Hieraus ist sofort ersichtlich, dass die Bilinearform a(·, ·) symmetrisch ist. Mit Hilfe der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung weist man ausserdem leicht

|a(u,v)| ≤ 1

2
µ
∥∥∇u+ (∇u)T

∥∥
L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

≤2‖∇u‖L2(Ω)

∥∥∇v + (∇v)T
∥∥
L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

≤2‖∇v‖L2(Ω)

+dλ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)

≤ (2µ+ dλ)|u|H1(Ω)|v|H1(Ω)

nach, das heißt die Bilinearform a(·, ·) ist stetig. Auch das Funktional ℓ(·) ist stetig:

|ℓ(v)| ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + ‖g‖L2(ΓN )‖v‖L2(ΓN ) ≤ c‖v‖H1(Ω).

Die Existenz und die Eindeutigkeit der Lösung der Variationsformulierung (16.11) folgt
deshalb aus dem Satz von Lax-Milgram (Satz 3.11), vorausgesetzt a(·, ·) ist elliptisch.

16.3 Elliptizitätsabschätzung

Um die Elliptizität der Bilinearform a(·, ·) im Fall eines Dirichlet-Randwertproblems nach-
zuweisen, benötigen wir folgendes Lemma.

Lemma 16.2 (erste Kornsche Ungleichung) Für alle v ∈ [H1
0 (Ω)]

d gilt
∫

Ω

ε(v) : ε(v) dx ≥ 1

2
|v|2H1(Ω).
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Beweis. Für ϕ ∈ [C∞
0 (Ω)]d folgt

∫

Ω

ε(ϕ) : ε(ϕ) dx =
1

4

∫

Ω

[
∇ϕ+ (∇ϕ)T

]
:
[
∇ϕ+ (∇ϕ)T

]
dx

=
1

2

∫

Ω

∇ϕ : ∇ϕ dx +
1

2

∫

Ω

∇ϕ : (∇ϕ)T dx.

Zweimaliges partielles integrieren ergibt

∫

Ω

∇ϕ : (∇ϕ)T dx =

d∑

i,j=1

∫

Ω

∂ϕi

∂xj

∂ϕj

∂xi
dx =

d∑

i,j=1

∫

Ω

∂ϕi

∂xi

∂ϕj

∂xj
dx =

∫

Ω

[ d∑

i=1

∂ϕi

∂xi

]2
dx

=

∫

Ω

(
div(ϕ)

)2
dx ≥ 0.

Daher erhalten wir
∫

Ω

ε(ϕ) : ε(ϕ) dx ≥ 1

2

∫

Ω

∇ϕ : ∇ϕ dx =
1

2
|ϕ|2H1(Ω).

Diese Abschätzung impliziert die Behauptung aufgrund der Dichtheit von [C∞
0 (Ω)]d in

[H1
0 (Ω)]

d.

Aus (16.12) folgern wir

a(v,v) ≥ 2µ

∫

Ω

ε(u) : ε(u) dx ≥ µ|v|2H1(Ω).

Aufgrund der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung (Satz 3.5), welche auf jede Kompo-
nente von v ∈ [H1

0 (Ω)]
d angewendet werden kann, folgt nun offensichtlich die Elliptizität

der Bilinearform
a(v,v) ≥ cE‖v‖2H1(Ω) für alle v ∈ [H1

0 (Ω)]
d. (16.13)

Bemerkung Die Elliptizitätsabschätzung (16.13) behält auch dann ihre Gültigkeit, wenn
für v nur auf einem Teil des Rands Nullrandbedingungen vorgeschrieben sind, also wenn
v ∈ V und |ΓD| 6= 0 ist. △

16.4 Starrkörperbewegungen

Im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems ist der Körper nirgendwo fixiert. Es ist
anschaulich klar, dass dann Starrkörperbewegungen, also Translationen und orthogonale
Transformationen, den Spannungszustand eines Körpers nicht ändern. Diese Starrkörper-
bewegungen werden gerade durch den Raum

R :=
{
v(x) = Bx+ d : B = −BT , B ∈ R

d×d, d ∈ R
d
}
⊂ [L2(Ω)]d (16.14)

charakterisiert, denn es gilt:
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Lemma 16.3 Es gilt ε(v) = 0 genau dann, wenn v ∈ R.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass ε(v) = 0 für v ∈ R. Wir müssen also nur die
Rückrichtung zeigen. Dazu beachte man die Identität

∂vk
∂xi∂xj

=
∂εj,k(v)

∂xi
+
∂εi,k(v)

∂xj
− ∂εi,j(v)

∂xk
.

Im Fall ε(v) = 0 folgt hieraus ∂vk/(∂xi∂xj) = 0. Deshalb ist v = Bx + d eine lineare
Funktion. Wegen 0 = 2ε(v) = ∇v+ (∇v)T = B+BT ergibt sich B = −BT und d ∈ Rd.
Dies impliziert v ∈ R.

Bemerkung Die durch den Vektor d charakterisierten Verschiebungen heißen Starrkör-
pertranslationen. Die durch die Matrix B charakterisierten orthogonalen Drehungen hei-
ßen Starrkörperrotationen. Wie man sich leicht überlegt, ist die Dimension von R gerade
d(d+ 1)/2. Dies bedeutet, es gilt in d = 2 Raumdimensionen dimR = 3 und

R = span

{[
1
0

]
,

[
0
1

]
,

[
x2
−x1

]}
,

während in d = 3 Raumdimensionen dimR = 6 ist und

R = span







1
0
0


 ,



0
1
0


 ,



0
0
1


 ,



x2
−x1
0


 ,




0
x3
−x2


 ,



−x3
0
x1





 .

△
Beschränkt man sich auf Funktionen v ∈ [H1(Ω)]d, die orthogonal zu den Starrkörperbe-
wegungen sind, das heißt, für die v ⊥ R gilt, so erhält man die folgende Elliptizitätsab-
schätzung.

Lemma 16.4 (zweite Kornsche Ungleichung) Für alle v ∈ [H1(Ω)]d ∩R⊥ gilt
∫

Ω

ε(v) : ε(v) dx ≥ c‖v‖2H1(Ω).

Beweis. Den Beweis dieser Abschätzung findet der geneigte Leser beispielsweise in O.A. Olei-
nik, A.S. Shamaev and G.A. Yosifian “Mathematical Problems in Elasticity and Homoge-
nization”.

Weil insbesondere div(v) = 0 gilt für alle v ∈ R, schließen wir aus Lemma 16.3, dass

a(v,v) = 0 für alle v ∈ R. (16.15)

Deshalb benötigen wir im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems eine Kompatibi-
litätsbedingung an die rechte Seite:

ℓ(v) =

∫

Ω

〈f ,v〉 dx+

∫

ΓN

〈g,v〉 dσ = 0 für alle v ∈ R. (16.16)
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Definieren wir nun
V :=

{
v ∈ [H1(Ω)]d : v ⊥ R

}
,

so folgt aus der zweiten Kornschen Ungleichung die V -Elliptizität der Bilinearform a(·, ·)
auch im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems:

a(v,v) ≥ 2µ

∫

Ω

ε(v) : ε(v) dx ≥ 2µc‖v‖2H1(Ω) für alle v ∈ V.

Deshalb besitzt das Variationsproblem (16.11) unter der Voraussetzung (16.16) eine ein-
deutige Lösung in V .

16.5 Lagrange-Multiplikatoren

Im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems ist die Variationsformulierung nur dann
eindeutig lösbar, falls die Lösung orthogonal zu den Starrkörperbewegungen gesucht wird.
Diese Nebenbedingung kann man mittels Lagrange-Parametern erzwingen. Dazu sei {r1, r2, . . . , rR}
mit R = dimR eine Basis von R. Wir suchen nun u ∈ [H1(Ω)]d und λ1, λ2, . . . , λR ∈ R,
so dass

a(u,v) +

R∑

k=1

λk〈rk,v〉 = ℓ(v) für alle v ∈ [H1(Ω)]d,

〈rk,u〉 = 0 für alle k = 1, 2, . . . , R.

(16.17)

Wählen wir als Testfunktionen gerade die rk, k = 1, 2, . . . , R, so folgt wegen (16.15),
(16.16) und der linearen Unabhängigkeit der Funktionen {rk} sofort λk = 0 für alle
k = 1, 2, . . . , R. Folglich können wir λk = 0 in der ersten Gleichung aus (16.17) durch die
entsprechende zweite Gleichung aus (16.17) ersetzen und erhalten

a(u,v) +
R∑

k=1

〈rk,u〉〈rk,v〉 = ℓ(v) für alle v ∈ [H1(Ω)]d. (16.18)

Die modifizierte Bilinearform

amod(u,v) := a(u,v) +

R∑

k=1

〈rk,u〉〈rk,v〉

ist nun elliptisch auf ganz [H1(Ω)]d, da in Lemma 16.5 gezeigt wird, dass durch

|||v|||2 := |v|2H1(Ω) +

R∑

k=1

|〈rk,v〉|2

eine zur [H1(Ω)]d-Norm äquivalente Norm definiert wird. Folglich ist das Variationspro-
blem (16.18) eindeutig lösbar in [H1(Ω)]d.

Lemma 16.5 Es gilt
c‖v‖H1(Ω) ≤ |||v||| ≤ c‖v‖H1(Ω)

für alle v ∈ [H1(Ω)]d.
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Beweis. Wegen

R∑

k=1

|〈rk,v〉|2 ≤
R∑

k=1

‖rk‖2L2(Ω)‖v‖2L2(Ω) ≤ c‖v‖2H1(Ω),

ist die Abschätzung nach oben trivial. Die Abschätzung nach untere wird hingegen indirekt
nachgewiesen.

Angenommen, die Abschätzung nach unten gilt nicht. Dann gibt es zu jedem n ∈ N eine
Funktion vn ∈ [H1(Ω)]d, so dass

‖vn‖H1(Ω) = 1 und |||vn||| <
1

n

gilt. Demnach muss

lim
n→∞

R∑

k=1

|〈rk,vn〉|2 = 0 und lim
n→∞

|vn|H1(Ω) = 0

gelten. Weil nach dem Rellichschen Auswahlsatz 5.9 die Einbettung [H1(Ω)]d →֒ [L2(Ω)]d

kompakt ist, existiert es eine Teilfolge von {vn}, welche in [L2(Ω)]d konvergiert. Ohne
Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, dass es sich dabei um die ganze
Folge handelt. Aufgrund von

‖vn − vm‖2H1(Ω) = ‖vn − vm‖2L2(Ω) + |vn − vm|2H1(Ω)

schließen wir, dass {vn} eine Cauchy-Folge in [H1(Ω)]d ist. Wegen der Vollständigkeit des
Raums existiert ein Grenzelement v⋆ ∈ [H1(Ω)]d mit ‖vn − v⋆‖H1(Ω) → 0 für n → ∞.
Aus Stetigkeitsgründen ergibt sich

‖v⋆‖H1(Ω) = 1 und |||v⋆||| = 0.

Es folgt also |v⋆|H1(Ω) = 0, weshalb v⋆ konstant sein muss. Wegen
∑R

k=1 |〈rk,v⋆〉|2 = 0
muss aber v⋆ = 0 sein, was ein Widerspruch zu ‖v⋆‖H1(Ω) = 1 darstellt.

Bemerkung Bei diesem Lemma handelt es sich um eine spezielle Version des Normie-
rungssatzes von Sobolev, dessen Beweis auf derselben Beweistechnik beruht. Speziell ha-
ben wir zuvor diese Technik bereits zum Beweis von Lemma 5.10 verwendet. △

16.6 Finite-Element-Approximation

Zunächst erörtern wir die Galerkin-Diskretisierung der Variationsformulierung (16.11)
im Fall |ΓD| > 0. Dazu sei Vh ⊂ V ein endlichdimensionaler Teilraum von V . Speziell
betrachten wir stückweise lineare Ansatzfunktionen auf einer quasi-uniformen Familie Th

von Triangulierungen des Gebietes Ω:

Vh =
{
v ∈ [C(Ω)]d : v|T ∈ [P1]

d für alle T ∈ Th und v|ΓD
= 0

}
.

Man beachte, dass der Knoten am Übergang von den Dirichlet-Randbedingungen zu
Neumann-Randbedingungen selbst ein Dirichlet-Randknoten ist, das heißt, ΓD ist eine
abgeschlossene Menge.



152 Kapitel 16. Lineare Elastizität

Die Galerkin-Diskretisierung der Variationsformulierung (16.11) lautet nun:

suche uh ∈ Vh, so dass a(uh,vh) = ℓ(vh) für alle vh ∈ Vh. (16.19)

Aufgrund von Stetigkeit und Elliptizität der Bilinearform a(·, ·) folgt sofort aus dem Céa-
Lemma (Satz 4.1), dass

‖u− uh‖Hk(Ω) ≤ ch2−k‖u‖H2(Ω), k = 0, 1, (16.20)

vorausgesetzt die Lösung u ist in [H2(Ω)]d enthalten. Dazu genügt im Fall eines reinen
Dirichlet-Randwertproblems die Voraussetzung, dass Ω ein konvexes Polygongebiet und
f ∈ [L2(Ω)]d ist. Im Fall gemischter Randbedingungen ist die Regularitätstheorie we-
sentlich schwieriger, weil im allgemeinen Singularitäten am Übergang von Dirichlet- zu
Neumann-Randbedingungen auftreten.

Wie im Abschnitt 16.5 gezeigt wurde, behält die Fehleranschätzung (16.20) auch im Fall
eines reinen Neumann-Randwertproblems ihre Gültigkeit, falls die modifizierte Bilinear-
form aus (16.18) zugrundegelegt wird.

Schließlich wollen wir die Bilinearform (16.12) auch noch explizit anzugeben. Dazu ver-
wenden wir die unter Ingenieuren übliche Voigtsche Notation. Für

ε̂ :=



ε1,1
ε2,2
2ε1,2


 =




∂u1

∂x1
∂u2

∂x2
∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2




gilt, ausgedrückt mit Hilfe der Lamé-Konstanten aus (16.7),

σ̂ :=



σ1,1
σ2,2
σ1,2


 =



λ+ 2µ λ
λ λ+ 2µ

µ


 ε̂,

vergleiche Beispiel 16.1. Weil aufgrund der Symmetrie die Nebendiagonalelemente in der
Summe σ : ε =

∑2
i,j=1 σi,jεi,j doppelt vorkommen, folgt in zwei Raumdimensionen

a(u,v) =

∫

Ω




∂u1

∂x1
∂u2

∂x2
∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2




T 

λ+ 2µ λ
λ λ+ 2µ

µ






∂v1
∂x1
∂v2
∂x2

∂v1
∂x1

+ ∂v2
∂x2


 dx.

Analog ergibt sich im dreidimensionalen Fall für

ε̂ :=




ε1,1
ε2,2
ε3,3
2ε1,2
2ε1,3
2ε2,3



=




∂u1

∂x1
∂u2

∂x2
∂u3

∂x3
∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
∂u1

∂x1
+ ∂u3

∂x3
∂u2

∂x2
+ ∂u3

∂x3



,

dass

σ̂ :=




σ1,1
σ2,2
σ3,3
σ1,2
σ1,3
σ2,3



=




λ+ 2µ λ λ
λ λ+ 2µ λ
λ λ λ+ 2µ

µ
µ

µ



ε̂.
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Daher ist

a(u,v) =

∫

Ω




∂u1

∂x1
∂u2

∂x2
∂u3

∂x3
∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
∂u1

∂x1
+ ∂u3

∂x3
∂u2

∂x2
+ ∂u3

∂x3




T 


λ+ 2µ λ λ
λ λ+ 2µ λ
λ λ λ+ 2µ

µ
µ

µ







∂v1
∂x1
∂v2
∂x2
∂v3
∂x3

∂u1

∂x1
+ ∂u2

∂x2
∂u1

∂x1
+ ∂u3

∂x3
∂u2

∂x2
+ ∂u3

∂x3



dx.
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