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Aufgabe 1 (Galerkin-Projektionen | 4 Punkte). Sei Q C R? ein Gebiet. Wir bezeichnen mit
P;: H{(Q) — V; die Galerkin-Projektion beziiglich der elliptischen und symmetrischen
Bilinearform a : H{ () x Hj(£2) — R auf den Finite-Element-Raum V; C Hy(Q2). Zeigen
Sie fiir u, v € H}(Q2) die folgenden Aussagen:

(a) a(u, Pjv) = a(Pju, Pjv) = a(Pju,v),
() a(w, (I — Pjw) =a((I — P)u, (I — Pjv) = a(( — Pu,v),

(c) a(Pju, Pjv) = a(u,v) — a((I —Pju,(I - Pj)v).

Aufgabe 2 (Zweigitterverfahren | 4 Punkte). Wir betrachten das Zweigitterverfahren zur
Losung der Poisson-Gleichung auf einem Gebiet  C R? mit einspringenden Ecken. Die
Konvexititsbedingung an das Gebiet ist also verletzt, so dass keine H2-Regularitit vorliegt.
Bezeichnet V; den Finite-Element-Raum der stiickweise linearen Funktionen zur Schrittweite
hj= 277, so lisst sich fiir v ; € V; und die Galerkin-Projektion vj_; = P;_qv; zeigen, dass die
zugehorigen Koefhizientenvektoren v; bzw. v;_; die Approximationseigenschaft

1V = Boyvimalls; <ellvs =Hyvially
erfiillen.

Fiihren Sie mithilfe dieser Eigenschaft den Beweis des Zweigitterverfahrens aus. Zeigen
Sie also, dass fiir das Zweigitterverfahren mit K A-priori-Glittungsschritten und ohne A-
posteriori-Glittung gilt

C
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Aufgabe 3 (V-Zyklus und W-Zyklus | 4 Punkte). Die zweidimensionale Poisson-Gleichung
—Au=finQ, u=0aufo

soll auf dem Einheitsquadrat £ = (0, 1)* mit dem Mehrgitterverfahren zur Schrittweite h; :=
27/ gelost werden. Wie viele arithmetische Operationen werden benétigt, um einen V-Zyklus
bzw. einen W-Zyklus mit jeweils drei Vor- und drei Nachglittungsschritten durchzufiithren?

Als Glitter soll hierbei das Gauss-Seidel-Verfahren verwendet werden. Geben Sie die Anzahl
der Operationen in Abhingigkeit von h; an. Nehmen Sie hierfiir an, dass die Systemmatrizen
A; diinnbesetzt sind, das heisst, es gibt jeweils nur O(1) nichttriviale Eintrige pro Zeile oder
Spalte. Zudem soll jeder Eintrag in A; und in f; jeweils mit konstantem Aufwand bestimmt
werden kénnen.

Aufgabe 4 (Konstruktion von Iterationsverfahren | 4 Punkte). Sei A = M — N eine Zerlegung
der symmetrischen, positiv definiten Matrix A. Zusitzlich sei auch N symmetrisch und positiv
definit. Zeigen Sie, dass das Iterationsverfahren gegeben durch die Iterationsvorschrift

Xir1 = Xk + M7(b — Axy)

wohldefiniert und konvergent ist. Zeigen Sie hierzu, dass M~ existiert und dass die Eigenwerte
der zugehérigen Iterationsmatrix alle im Intervall (0, 1) liegen.



