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Vorwort

Diese Mitschrift kann und soll nicht ganz den Wortlaut der Vorlesung wiedergeben. Sie soll
das Nacharbeiten des Inhalts der Vorlesung erleichtern. Hilfreich, aber nicht notwendig,
zum Verstehen der Vorlesung sind Kenntnisse aus der Numerischen Mathematik, wie man
sie beispielsweise in folgenden Biichern findet:

— M. Hanke-Bourgeois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissen-
schaftlichen Rechnens, Teubner-Verlag

— R. Schaback und H. Wendland: Numerische Mathematik, Springer-Verlag
— J. Stoer und R. Bulirsch: Numerische Mathematik 1+11I, Springer-Verlag

Literatur zur Vorlesung:
— H. Wendland: Scattered Data Approzimation, Cambridge University Press.

— G. Fasshauer und M. McCourt: Kernel-Based Approximation Methods Using Matlab,
World Scientific Publishing Company.



Inhaltsverzeichnis 3
Inhaltsverzeichnis
1 Motivation 5
2 Grundlagen 9
2.1 Die Raume C*(Q), CH*(Q) und LP(2) . . . . . .. ... ... ... ... 9
2.2 Verallgemeinerte Ableitung und Sobolev-Réume . . . . . . . ... ... .. 11
2.3 Distributionen und Sobolev-Radume . . . . . . . ... ... ... ... ... 14
3 Native Spaces 20
3.1 Reproducing Kernel Hilbert Spaces . . . . . . . ... ... ... ... ... 20
3.2 Positiv definite Kerne . . . . . . . . ..o 21
3.3 Native Spaces und Sobolev-Rdume . . . . . . . . .. ... ... ... 24
4 Fehleranalysis 27
4.1 Power Function . . . . . . . . ... 27
4.2 Fill Distance und Approximationsfehler . . . . . . .. ... ... ... ... 30
5 Pivotisierte Cholesky-Zerlegung 33
5.1 Uber die Cholesky-Zerlegung . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... . 33
5.2 Niedrigrangapproximation . . . . . . . .. ... .00 34
5.3 Newton-Basis . . . . . . . . . 37
6 Spektrale Eigenschaften 40
6.1 Spektralzerlegung . . . . . . .. 40
6.2 Hilbert-Schmidt-Operatoren . . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 43
6.3 Spektralabschiatzungen . . . . . . ... .00 45
6.4 Spektrale Basen im RKHS . . . . . .. ... ... ... 0. 47
7 7H-Matrixapproximation 51
7.1 Niedrigrangapproximation . . . . . . . .. . .. ... L o1
7.2 Clusterbaum . . . . . . . ... 52
7.3 Partition der Kernmatrix . . . . . . . . . .. ..o 53
7.4 Kernentwicklung . . . . ..o 55}
7.5 Aufwand . . . ... 55
8 Support Vector Machines 56
8.1 Lineare Support Vector Machines . . . . . . .. .. .. ... ... ..... 56
8.2 Duale Formulierung . . . . . . . . ... oL o8
8.3 Nicht linear-separierbarer Fall . . . . . . . . .. ... ... ... .. 60
8.4 Feature Maps . . . . . . .. 61



Inhaltsverzeichnis

8.5 Nichtlineare Support Vector Machines . . . . . . . . .. ... .. ... ... 62



1. Motivation

Es sei 2 C R? ein Gebiet, das auch unbeschrinkt sein kann. Wir wollen gleich voll
einsteigen mit folgender Definition:

Definition 1.1 (Reproducing Kernel Hilbert Space) Ein reproduzierender Kern « von
einem Hilbert-Raum #H mit Innenprodukt (-, -)y ist eine Funktion  : Q x Q — R derart,
dass

1. k(-,x) € H fir alle x € Q,
2. u(x) = (u, w(:,%)),, fiir alle u € H und alle x € Q.

Ein Hilbert-Raum H mit reproduzierendem Kern k : € x Q2 — R wird Reproducing
Kernel Hilbert Space (RKHS) genannt.

Ein stetiger Kern & : Q x Q — R wird als positiv semidefinit auf Q C R? bezeichnet, wenn

ZZaiozj/f(xi,xj) >0 (1.1)

i=1 j=1

gilt fiir alle N € N, alle Mengen paarweise verschiedener Punkte X = {x;,...,xy} C

und alle a = (ay,...,ay)" € RY. Der Kern ist sogar positiv definit, falls die Ungleichung

in (1.1) streng ist, sofern a # 0 gilt.

Wir interessieren uns speziell fiir radiale Kernfunktionen, das heifst fiir Kerne der Form
k(x,x) = o([lx — x[|2) (1.2)

mit ¢ : [0,00) — R. Ein typisches Beispiel eines solchen radialen Kerns ist der Gauf-Kern

2,2

o(r)=e7". (1.3)

Dieser ist ein Spezialfall der Klasse der Matérn-Kerne.

Definition 1.2 Essei o € (0,00). Dann ist der Matérn-Kern «, (x,X') := ¢, (||x—x'||2)
der Ordnung v > 0 gegeben durch

pu(r) = I%l(;) ( i_W)VKV<\/i_W). (1.4)

Hierbei bezeichnet K, die modifizierte Bessel-Funktionen zweiter Art der Ordnung v und
I' ist die Gamma-Funktion.
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Abbildung 1.1: Matérn-Kerne fiir verschiedene Parameter v.

Beispiel 1.3 Der Ausdruck (1.4) ldsst sich im Fall v = p+1/2 mit p € Ny vereinfachen.

Es gilt dann

oty
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Ein Visualisierung dieser Kerne fiir verschiedene Werte von v ist in Abbildung 1.1 zu
finden. Aus dieser geht hervor, dass der Parameter v offensichtlich die Glattheit der
Kernfunktion beschreibt. Der analytische Gauf-Kern ergibt sich als Grenzfall v — oc.

A



Die erste Eigenschaft aus Definition 1.1 impliziert, dass H alle Funktionen der Form

u—ZOzZ X;) (1.5)

enthéilt, vorausgesetzt die Punkte {xi,...,xy} gentigen fiir jedes j € {1,..., N} der

Bedingung x; € €. Ist
N
v = Zﬁjﬁ( X
j=1

eine zweite Funktion der Form (1.5), so folgt wegen der zweiten Eigenschaft aus Definition
1.1, dass

(uv U)?-l = Z Z O‘z’ﬁj (’%<'7 Xi)u K('v Xj))q.é = Z Z O‘Zﬁ] X X] (16)

=k(x;,%i)=k(X;,X;)

Beachte, dass wir hier ausgenutzt haben, dass die Symmetrie des (-, -)»-Innenprodukts
bereits die Symmetrie des reproduzierenden Kerns s impliziert.

Wir wihlen nun N paarweise verschiedene Punkte X = {xi,..., Xy} beliebig aber fest
und setzen ¢; := k(-,x;) fiir alle j € {1,..., N}. Damit kénnen wir den N-dimensionalen
Unterraum

HX = Span{¢17 - 7¢N} CH

definieren. Die H-orthogonale Projektion einer vorgegebenen Funktion f € H auf Hy ist
gegeben als Losung des Variationsproblems

suche u € Hy, so dass (u,v)y = (f,v)y fiir alle v € Hy.

Der Ansatz u = Ziil a;¢; fithrt in Anbetracht von (1.6) und der zweiten Eigenschaft aus
Definition 1.1 auf das lineare Gleichungssystem

Aa=p3
mit der Kernmatrix
k(x1,%x1) -0 K(X1,XN)
A= : : (1.7)
FL(XN,Xl) e K‘<XN7XN>
und der rechten Seite 8 = (f(x1),..., f (XN))T. Insbesondere erkennen wir, dass das ent-
stehende Gleichungssystem gerade mit der Interpolation in den Punkten X = {xy,...,xy}

zusammenfallt:

!

Zomb x;) = f(x;) fur alle j = {1,..., N}.

In einem RKHS ist die Interpolation einer Funktion u € Hx in den Punkten X demnach
die Bestapproximation von f € H in Hx. Daher spricht man auch von Kerninterpolation.
Da die Kerninterpolation auf beliebig unstrukturierten Punktmengen funktioniert, wird
sie gerne zur Approximation unstrukturierter Daten eingesetzt. Solche unstrukturierten
Daten gibt es in der Computergraphik, aber auch beim maschinellen Lernen hochdimen-
sionaler Datensatze.

Wir wollen folgende Fragen beantworten:
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1. Welche Eigenschaften haben RKHS? Wie sehen sinnvolle Kerne aus und welche
Réaume werden durch Kerne induziert?

2. Wie genau ist die Kerninterpolation? Wir wollen also die Frage beantworten, wie
grof der Fehler
inf [ju— ux||
ux €Hx
beziiglich einer geeigneten Norm || - || ist.

3. Da der Kern x im allgemeinen eine nichtlokale Funktion ist, ist die Kernmatrix A
aus (1.7) vollbesetzt. Das Speichern und Losen des resultierenden Gleichungssystems
ist daher nur im begrenzten Rahmen mdglich. Wir werden geeignete Matrixnéhe-
rungsverfahren studieren, mit denen auch grofse Probleme gelést werden kénnen.



2. Grundlagen

2.1 Die Riaume C*(Q), C**(Q) und LP(Q)

Definition 2.1 Fiir d € N heifst der Vektor 8 = (81, 52, - - -, 84), Bi € No, Multiindex
mit dem Betrag |3| = 51 + P2 + - - - + [4 und der Fakultat 8! = 5,!5;! - 84!

Fiir x € R? ist x? = xf ! x§2 . xgd, und fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion
u kann die Berechnung partieller Ableitungen geschrieben werden als

o B1 o B2 o Ba
& N _— o =
0%u(x) = (3:61) (8:1:2) (&Ud) u(xy, o, ..., Tq).

Definition 2.2 Sei Q) C R? ein beschriinktes Gebiet und k € Ny, dann bezeichnet C*(2)
den Raum der auf 2 beschréankten und k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, versehen

mit der Norm
||U||Ck(n) = Z sup |8BU(X)|-
181<k €2

Entsprechend definiert C*°(€2) den Raum der beschrinkten und unendlich oft differen-
zierbaren Funktionen, wobei

CyP () :={ue C®() :suppu C O}

der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger ist.

Die Funktionenraume der stetigen Funktionen konnen noch feiner eingeteilt werden, wenn
man zusatzlich auch die Holder-Stetigkeit der darin enthaltenen Funktionen misst.

Definition 2.3 Fiir k¥ € Ny und a € (0,1] definiert C**(Q) den Raum der auf Q
Holder-stetigen Funktionen, versehen mit der Norm

108u(x) — OPu(y)|
lullera = lulloxa + D sup .
) £ xyen ||x vl
XAy

Speziell fiir a = 1 ist C*1(Q2) der Raum aller Funktionen, deren Ableitungen 9Pu der
Ordnung |3| = k Lipschitz-stetig sind.
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Fiir alle k € Ny und « € (0, 1] sind sowohl C*(Q) als auch C**(Q) Banach-Riume.

Definition 2.4 Sei Q C RY, d > 2, ein Gebiet. Das Gebiet wird als Lipschitz-Gebiet
bezeichnet, falls der Rand I' = 0€) kompakt ist und beziiglich einer beliebigen Zerlegung

F:UFZ- mit ;= {x€eR?:x=n,(s) firsex; cR"'} (2.1)

i=1

dargestellt werden kann, wobei jede Parametrisierung -, : 3; — ['; der Form

7 =Ty

geniige mit einer Lipschitz-stetigen Funktion ¢; : 3; — R und einer orthogonalen Matrix
T, € R™? Hierbei werden die Parameterbereiche 3; und auch die Randstiicke I'; C T als
offen vorausgesetzt. Die lokale Darstellung (2.1) ist im allgemeinen nicht eindeutig.

Beispiel 2.5 Keine Lipschitz-Gebiete sind etwa:

A

Erfiillen die lokalen Parametrisierungen sogar v; € C*(X;) oder v, € C*(;) fiir alle i =
1,2,...,m, dann ist der Rand entsprechend k-mal stetig differenzierbar beziehungsweise
Holder-stetig zum Exponenten «. Gilt diese Regularitdt nur lokal, so heift das Gebiet
stiickweise glatt berandet.

Definition 2.6 Mit LP(£2) wird der Raum von Aquivalenzklassen aller auf ) definierten,
messbaren Funktionen bezeichnet, deren p-te Potenz integrierbar ist. Die zugehorige Norm
ist

1/p
fulley = ([ boPax) ", 1<p <o
Q

Zwei Funktionen u, v € LP(€2) werden miteinander identifiziert, wenn sie sich nur auf einer
Menge K vom Maf p(K) = 0 unterscheiden.
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Mit L*°(€2) wird der Raum der auf {2 messbaren und fast iiberall beschrankten Funktio-
nen bezeichnet, versehen mit der Norm

AN .= esssu u\xX = inf Su u\x .
fulli~ey = esssmpflual) = _nf  sup {juGo)])

Beziiglich der Normen ||| zr(q) sind die LP(£2)-Réaume vollstiandig, das heifst, diese Rdume
sind Banach-Raume. Fiir v € LP(Q) und v € L9(Q2) mit

1 1

- =1

p g

gilt die Hélder-Ungleichung

| 600(x) dx < sy ol

Mit der Definition des Dualititsprodukts

(u, v) = / u(x)v(x) dx

folgt insbesondere
1 1
vl ag) = sup (w.v)o fir 1<p<oo und -+-=1.
ueLr(Q)\{0} HUHLP(Q) p q

Fiir alle LP(Q) mit 1 < p < oo ist L9(€2) der Dualraum. Speziell ist L>°(Q2) der Dualraum
von L'(€). Man beachte jedoch, dass L'(€2) nicht der Dualraum von L*°(2) ist.

Fiir p = ¢ = 2 definiert L?(©) den Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen und
die Holder-Ungleichung ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Weiterhin ist

(u,v) 2() ::/Qu(x)v(x) dx

ein Skalarprodukt in L*(©2), mit dem der Raum L?*(Q) ein Hilbert-Raum wird.

2.2 Verallgemeinerte Ableitung und Sobolev-Raume

Definition 2.7 Mit L; _(€) wird der Raum der lokal integrierbaren Funktionen bezeich-
net, das heifft, u € L} (Q) ist beziiglich jeder kompakten Teilmenge K C € integrierbar.

loc

Beispiel 2.8 Sei 2 = (0,1) und u(z) = 1/x. Wegen

1 1 1
/ u(z)dr =lim [ —dz =limlog (—) = 00
0 e—0 x e—0 g

€

ist u & LY(2). Fiir beliebiges K = [a,b] C (0,1) = Q folgt jedoch

"1 b
u(z)de = | —de=log|—) <oo
K a T a

und somit u € L}, (9). A
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Fiir Funktionen ¢, € C§°(2) gilt die Formel der partiellen Integration

/Q aii‘p(x)i/’@‘) dx = — /Q p(x) axiw") dx.

Die Integrale sind auch fiir nichtglatte Funktionen wohldefiniert. Dies motiviert die fol-
gende Definition einer verallgemeinerten Ableitung:

Definition 2.9 Eine Funktion u € L], () besitzt eine schwache Ableitung nach x;,

loc
falls eine Funktion v € L}, () existiert, so dass gilt

0 . ~
/Qv(x)gp(x) dx = — /Q u(x) 8xi<,0(x) dx fiir alle p € C5°(92). (2.2)

Die schwache Ableitung wird wieder mit du/0x; = v bezeichnet.

Die rekursive Anwendung von (2.2) erméglicht durch

/Qaﬁu(x)go(x) dx = (—1)P! /Qu(x)ﬁﬂw(x) dx fiir alle p € C5°(Q)

die Definition der schwachen Ableitung 9Pu € L} ().

loc

Beispiel 2.10 Sei u(z) = |z| fiir x € 2 := (=1, 1). Fiir beliebiges ¢ € C§°(2) ist

/_11 u(x)éw(:c) dv = — /(1 azd—i@(:c) dz + /01 xégp(:ﬁ) A

mit
+1, = >0,
sign(z) =49 0, =0,
-1, z<1.

Deshalb ist die schwache Ableitung von u(z) = |z| gegeben durch

0 .
%UCU) = Slgl’l(ﬂf) € Llloc

Fiir die Berechnung der zweiten Ableitung ergibt sich

/_ sign(x)%gp(az) de = — /_1 %@(z) dz —i—/o %gp(az) dz = —2¢(0).

1

(2).

Es existiert jedoch keine lokal integrierbare Funktion v € L} () mit

/_ v(z)p(z)dr = 2¢(0) fiir alle p € C5°(R2).

1

Spater wird die verallgemeinerte Ableitung von sign(z) jedoch als Distribution erklért. A
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Definition 2.11 Fiir k € Ny ist der Sobolev-Raum W*P(Q) definiert als Vervollstin-
digung von C'*(2) beziiglich der Norm

1/p
(Z ||aﬁu||L1’(Q ) ) 1 S p < oo,
HUHW’W(Q) =

IBI<k

max]|0%u| = p=00

(2.3)

Dies bedeutet, es existiert fiir jedes u € W*P(Q) eine Folge {¢; }ien € C°°(Q) mit
hm ||u — (pi”wk,p(ﬂ) = O

—00

Entsprechend definiert die Vervollsténdigung von Cg°(Q2) beziiglich der Norm || - [|yyx.(q)
den Sobolev-Raum

Wer(@) = Cr@) e,

Die Definition der Sobolev-Normen und damit der Sobolev-Raume kann auf beliebige
s € R erweitert werden. Im Fall s > 0 definieren wir néamlich:

Definition 2.12 Sei 0 < s = k + o mit £ € Ny und « € (0,1). Dann definiert

1/p
lullwesr == (Iullengey + ilvuney)
die Sobolev-Slobodeckii-Norm mit der Seminorm

1/p
|0Pu(x) — Pu(y)|P
[ulwsr) == ( Z / X — y [ dx dy .

1Bl=F

Bemerkung Ist s =k € N, so definieren wir analog die Seminorm

1/p
(Z ”aﬁuHLP(Q ) , 1 <p<oo,
|U|Ws,p(Q) =

1Bl=k

‘Ig‘axﬂ(? ul[ (), b = oc.

Speziell fiir p = 2 ist W*2(Q) ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(U, V)ws2(q) = Z/(’?ﬂ x)0Pv(

|B|<k
> / (Pux) = 0°u(y)) (P0x) = 90ty)) |

Ix = y|#=e

\,@\ k
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Dabei ist der letzte Term wegzulassen, falls s = k € Ny ist.

Fiir s < 0 und 1 < p < oo wird der Sobolev-Raum W#?(2) als Dualraum von W *%(£2)
definiert. Dabei ist 1/p+ 1/¢ = 1 und

. (uv U)Q
lullweriy = sup
veW —5:4(2)\{0} ||U||w—s,q(9)

Entsprechend wird W;"(Q) als Dualraum von W~59(Q2) definiert.

Satz 2.13 (Sobolevscher Einbettungssatz) Sei © C R? ein beschriinktes Gebiet mit
Lipschitz-Rand I' = 92 und sei
d<s firp=1

beziehungsweise
d )
- <s fiurp>1.
p

Fir u € W#P(Q) ist dann v € C(€2) und es gilt

ull o) < cllul|wsr) fiir alle u € W*P(Q).

Beweis. Einen Beweis findet der geneigte Leser beispielsweise in J. Wloka “Partielle Dif-
ferentialgleichungen”. O

2.3 Distributionen und Sobolev-Raume

Beispiel 2.10 hat gezeigt, dass nicht jede Funktion in L} () eine schwache Ableitung
besitzt. Deshalb werden Ableitungen im distributionellen Sinn betrachtet. Dazu bezeichne
D(2) := C5°(2) den Raum der Testfunktionen.

Definition 2.14 Eine Distribution ist eine stetige Linearform 7' : D(Q2) — C. Dabei
heiflt 7" stetig auf D(Q2), falls aus ¢, — ¢ in D(Q) stets T'(px) — T(p) in C folgt. Die
Gesamtheit aller Distributionen wird mit D’(€2) bezeichnet.

Zu jedem u € L},.(Q) definiert

Tu(p) = /Qu(x)go(x) dx fiir alle p € D(Q) (2.4)

eine Distribution. Distributionen, die wie (2.4) durch Funktionen induziert werden, werden
regulir genannt. Der Raum L}, () kann als eine Teilmenge von D'(€2) aufgefasst werden,
da man die Aquivalenzklassen von u aus (2.4) zuriickgewinnen kann. Deshalb schreibt
man statt 7, € D'(Q2) auch v € D'(Q2). Nichtreguldre Distributionen heiften singuldr.
Wichtigstes Beispiel einer singuldren Distribution ist die fiir xg € €2 durch

dxo (¢) = @(xq) fiir alle p € D(Q)
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definierte 5- oder Dirac-Distribution.

Analog zur schwachen Ableitung kénnen wir nun die distributionelle Ableitung definieren:

Definition 2.15 Die Distribution 9°T, € D’'() heikt distributionelle Ableitung von
T, € D'(0), falls gilt

(OPT,) () = (—D)PIT,(8Py) fiir alle ¢ € D(R).

Beispiel 2.16 (Fortsetzung von Beispiel 2.10) Fiir die Funktion u(z) = sign(z) € L}, .(Q)
und 2 = (—1,1) ergibt sich durch partielle Integration

! d i,

/ sign(z)—e(z)dz = —2¢(0) = —/ —u(x)p(x)dr fir alle p € D(Q).
1 dx _, 0z

Somit ist die distributionelle Ableitung von u gegeben durch

0

6—xu

(z) = 20(z) € D'(Q).

A

Im folgenden fithren wir Sobolev-Réume H*({2) ein, die unter bestimmten Voraussetzun-
gen an die Glattheit des Gebiets ) dquivalent zu den Raumen W*?(Q) sind.

Definition 2.17 Der Raum S(R%) der schnell abklingenden Funktionen ist der Raum
der in R? unendlich oft differenzierbaren Funktionen ¢ mit

lpllie := sup § (1+|1x[*¥) D 10%0(x)] p < oo fiir alle k, £ € No.
A Bl

Dies bedeutet, ¢ klingt mitsamt seiner Ableitungen schneller ab als jedes Polynom.

Beispiel 2.18 Fiir die Funktion ¢(x) := e IXI” ist ¢ € S(R?), aber es gilt ¢ & C°(R?).
A

Analog zur Definition 2.14 wird der Raum &'(R%) der temperierten Distributionen erklirt
als der Raum der iiber S(R?) komplexwertigen und stetigen Linearformen.

Definition 2.19 Fiir Funktionen ¢ € S(R?) definiert

B(E) == (Fo)(€) = (2m) %2 / 8 (x) dx, £ € RY

R4

die Fourier-Transformierte ¢ € S(R?).



16 Kapitel 2. Grundlagen

Die Abbildung F : S(RY) — S(R?) ist eine Isometrie (und damit eindeutig) und die
inverse Fourier-Transformation ist gegeben durch

(FP)0) =m0 [ 95 de gere
Rd
Dariiber hinaus gelten fiir alle ¢ € S(R?) und B € Ng die Rechenregeln
0°(Fo)(€) = (=) F(x0)(8),
& (Fp)(€) = (—)PIF(8°9)(€).

Weitere Eigenschaften der Fourier-Transformation sind in folgender Tabelle zusammen-
gefasst:

(2.5)

Funktion f(x) Fourier-Transformierte f(ﬁ)
x) = (2m) %2 el F(e)de | f(x) = (2m) Y2 78 f(x) dx
70 = () [ =9f(g)ag | Jlx) = 2m) 2 [ e pix)
f(x =) el f(€)
1 >(§
flax) ol (a)
Fx) f(=¢)
()b = [ fox=y)aty fl&)- gt
f gerade / ungerade fgerade / ungerade
f reell Re(f) gerade / Im(f) ungerade

Bemerkung Das Unschiirfeprinzip besagt, dass aus ¢ € D(R?Y) immer @ ¢ D(R?) folgt.
A

Lemma 2.20 Die Fourier-Transformation erhélt die Rotationssymmetrie, das heifst, fiir
u € S(RY) gilt w(€) = u(||€])) fiir alle £ € R? genau dann, wenn u(x) = u(||x||) fiir alle
x € R? gilt.

Beweis. Sei zunachst d = 2. Die Darstellung in Polarkoordinaten
— ]| cos Y cos<z§
sin |’ sin ¢
( ) (||€|| ,ll) / / —ZTHEH(COS¢cosw+51n¢smw ( )T’dgb dr

1 / / el cos@=)1, (1) dh .
T™Jo Jo

ergibt
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Fiir ¢y € [0,27) und der Substitution &5 = ¢ — 1y erhalten wir deshalb
1 ) 2m )
gl v+ ) = [ [ e dgar
2 Jo  Jo

1 [e.e] 2’71'7’1,[)0 . ~ ~
L / / =il eos @)y, (1Y 4G iy,
21 Jo —vo

Hieraus folgt wegen

0 _ . 2T _ .
/ emirlEllcos@—v) 43 _ e-irlEllcos@—) 43
2o 2m—1o

die Rotationssymmetrie (&) = u(||&||): fiir beliebiges 1y € [0, 27) ist

o] 2T _ .
lellv+in) =5 [ [ eI agar — ael 0

Fiir d = 3 verwenden wir Kugelkoordinaten

cos ¢ sin ) cos ¢ sin 6
€= €|l |sinysind|, x=7|sin¢gsind
cos v cos 6

Dann ist

u(&) = u(l|&ll, . 9)
1 > n " —ar cos(¢p—1)) sin 6 sin ¥-+cos 6 cos ¥ 2
_ (27T)3/2/0 /0 /0 e rll€l{cos(9—v) + Yu(r)r? sin 6 df de dr-.

Wie im Fall d = 2 ergibt sich

u(ll€ll, v + tho, V) = u(|[€l], &, 9)  fiir alle 4 € [0, 2).

Fiir festes ¥ € [0, 7) und vorgegebenen Radius p gilt folglich u(&) = u(||€||) = u(p) entlang
der Kreislinie
£+ =p" und & = pcosd.

Die Verwendung vertauschter Kugelkoordinaten liefert allerdings auch u(§) = u(||€||) =
u(p) entlang der Kreislinie

g+ =p" und & = peosd.
Dies impliziert die Behauptung u(&) = u(||€]|) fiir alle & € R, O

Wir wollen die Fourier-Transformation mittels Dualitit auf S'(R?) iibertragen: Fiir Dis-
tributionen 7' € §'(R?) wird die Fourier-Transformierte 7' € &’(R¢) durch

T(p) =T(p) fiir p € S(RY)

definiert. Die Abbildung F : S'(R?) — S'(R?) ist eindeutig und die inverse Fourier-
Transformation ist durch

(F'T)(p) := T(F ) fiir p € S(RY)
erkliirt. Die Rechenregeln (2.5) bleiben entsprechend fiir Distributionen T € S'(R?) giiltig.
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Definition 2.21 Fiir s € R ist der Bessel-Potentialoperator J° : S(R?) — S(R?)
definiert durch

(T*u)(x) == (2m) "2 / (1+|\£||2)8/2a(g)e@'<x75> d¢, x e R

R4

Wie man leicht nachrechnet ist
Tou=F((1+€1”) " Fu),

das heiftt, J* ist linear und beschrénkt. Im Fourier-transformierten Raum entspricht fiir
s > 0 aufgrund der Gleichung

FTu=(1+ € Fu

die Anwendung von J° der Multiplikation mit einer Funktion der Ordnung O(]|€||®).
Gemék (2.5) kann J*° daher als Differentialoperator der Ordnung s angesehen werden.

Der Bessel-Potentialoperator J° kann per Dualitdt ebenfalls auf Distributionen angewen-
det werden. Fiir T € S'(RY) wird durch

(T°T) () = T(JT%p) fiir alle ¢ € S(RY)

ein beschriinkter, linearer Operator J° : §'(R?) — &'(R?) auf dem Raum der temperierten
Distributionen definiert.

Definition 2.22 Fiir alle s € R ist der Sobolev-Raum H*(R%) der Raum aller Distri-
butionen u € &' (RY) mit J%u € L?(RY), ausgestattet mit dem Innenprodukt

(o) = (70 TDwey = [ (T0T0I .
R
Dieses induziert die Norm

1

(2m)d / (1+ 1€11%)"a(e) [ de.

||u||§{S(Rd) = ||~78U||i2(Rd) =
Fiir ein Gebiet Q C R? und s € R ist der Sobolev-Raum H*(2) definiert durch
H¥ Q) := {u=1|g:ue H R}

mit der Norm

Hu| H3(Q) = inf Y Hﬂ| Hs(R%)-

GeHs (RY):1|q

Auferdem werden die Sobolev-Raume
ﬁs(Q) — MII.”HS(Rd)7 HE(Q) = M”.Hm(m

eingefiihrt, die fiir fast alle s > 0 zusammenfallen.
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Satz 2.23 Fiir ein Lipschitz-Gebiet Q C R? und s > 0 gilt
H*(Q) C H ().

Insbesondere ist

N | W

9

N | —

H*(Q) = H(Q) fiir alle s ¢ { g L }
Weiterhin ist
/

H(Q) = (H*(Q)), H(Q) = (H*(Q)) fiir alle s € R.

Beweis. Der interessierte Leser sei auf W. McLean “Strongly elliptic systems and boundary
integral equations” verwiesen. Ol

Die Aquivalenz der Sobolev-Riume W*2(Q) und H*(Q2) gilt nur bei hinreichender Glatt-
heit des Gebiets (2:

Satz 2.24 Fiir ein Lipschitz-Gebiet Q C R? gilt

W*2(Q) = H*(Q) fiir alle s > 0, (2.6)
woraus insbesondere auch

WS2(Q) = H3(Q) fiir alle s > 0
folgt. Ist Q = RY, so gilt die Gleichung (2.6) sogar fiir alle s € R.

Beweis. Einen Beweis dieses Satzes findet man zum Beispiel in J. Wloka “Partielle Diffe-
rentialgleichungen”. O
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3. Native Spaces

3.1 Reproducing Kernel Hilbert Spaces

In Definition 1.1 haben wir Reproducing Kernel Hilbert Spaces eingefiihrt. Dabei ist der
reproduzierende Kern eindeutig. Denn sind x; und kg zwei reproduzierende Kerne, so
folgt aus der zweiten Eigenschaft von Definition 1.1, dass

(U, I{l(‘,X) - ’%2('7X))’H =0
fir alle u € H und x € € ist. Setzen wir u := k1 (-, X) — Ka(+, X) ein, so folgt
[ (- %) = Fa (%) [l = 0

und damit die Eindeutigkeit des reproduzieren Kerns.

Satz 3.1 Sei H ein Hilbert-Raum von Funktionen u : € — R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. Die Punktauswertung ist stetig, das heifst, es ist 6, € H’ fiir alle x € Q.
2. Der Raum H besitzt einen reproduzieren Kern.

Beweis. Ist die Punktauswertung stetig, so gibt es gemél des Rieszschen Darstellungs-
satzes fiir jedes x € ) ein kyx € H, so dass dx = (u, kyx)y fir alle u € H gilt. Damit ist
K(X,y) = kx(y) der reproduzierende Kern von H.

Ist nun umgekehrt H ein RKHS, so erfiillt der reproduzierende Kern

5X<u> = (U, H('7X))H < HUHHHH(7X)”H
fiir alle u € H. Damit ist dx stetig fiir jedes x € . O
Ein RKHS besitzt viele Eigenschaften. Wir wollen hier einige davon zusammenfassen.

Satz 3.2 Sei H ein Hilbert-Raum von Funktionen « : 2 — R mit reproduzierenden Kern
k. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Es gilt die Gleichung

’%(Xv Y) = (’%("X)v K’('?Y))'H = (53(’5)')7-[’-
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2. Der reproduzierende Kern ist symmetrisch
k(x,y) = k(y,x) fiir alle x,y € Q.

3. Konvergiert u, — u beziiglich der Norm || - ||, dann konvergiert w, — u auch
punktweise.

Beweis. Der Rieszsche Darstellungssatz liefert eine Abbildung R : H' — H, die jeder
Punktevaluation éx € H' die Funktion R(dx) = k(-,x) € H zuordnet aufgrund der Eigen-
schaften des RKHS. Daraus folgt

(dx: 9y )2 = (R(0x), R(0y)),, = (1, %), 5(,y)),,

Weiter gilt auch
’KV(Xv y) = 5X (H('v y)) = (’i('a X)7 KV('7 y))?{
was die erste Aussage beweist.

Die zweite Aussage folgt direkt aus der ersten, wihrend sich die dritte Aussage aus

(%) = u(x)] = [ (un — v, 5( %)), | < llun = ulllls (%)

ergibt. Ol

Das néchste Resultat zeigt, dass reproduzierende Kerne stets positiv semidefinit sind.

Satz 3.3 Der Kern k(-,-) eines RKHS # ist positiv semidefinit. Er ist sogar positiv
definit, sofern alle Punktauswertungen linear unabhéangig in H’ sind.

Beweis. Der Kern ist reell und symmetrisch, weshalb sich fiir paarweise verschiedene
Punkte {x;}¥, C Q und a € RY

E a0k (X, X5) <E a5xl,g o XJ) =
H/

i,j=1

>0

H/

N 2
E ai5xi
1=1

ergibt. Hierin ist letzte Ausdruck stets von Null verschieden, falls Punktauswertungen
stets linear unabhéngig sind und a # 0 ist. O

3.2 Positiv definite Kerne

Die zweite Eigenschaft aus Definition 1.1 impliziert, dass alle Funktionen der Form u =
Zi]\il a;k(-,%;) in H liegen falls {x;}, C Q. Ferner gilt

N N
ol = (Y auntx). D)) S o).
i=1 =1

i,7=1
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Wir wollen diese Eigenschaft benutzen, um fiir einen positiv definiten Kern x : 2 x ) — R
einen RKHS zu konstruieren, wobei wir stets annehmen, dass der Kern eine auf €2 x Q
stetige Funktion ist. Dazu definieren wir den reellen Vektorraum

H,.(Q) := span{x(-,x) : x € 2}.

Auf H,(Q2) wollen wir die folgende Bilinearform betrachten:

(éai“('axi)aéﬁjﬁ(wy]‘)) iiaiﬁj/@(xi,yj),

K i=1 j=1
Hierbei gelte {x; fil, {yj}jM:l c Q.

Satz 3.4 Ist der Kern k : Q2 xQ — R positiv definit, so definiert (-, -), ein Innenprodukt.
Speziell ist H,(Q2) ein Pra-Hilbert-Raum (das ist ein Vektorraum mit Innenprodukt) mit
reproduzierendem Kern k.

Beweis. Offenbar ist (-,-), bilinear und symmetrisch. Wahlen wir eine Funktion u =

Zi]\il aik(-,%;) € He(Q) \ {0}, so erhalten wir!)

N
(w,u), = Z a;ajk(x;,x5) > 0,

i,j=1

weil k positiv definit ist. Schlieklich ergibt sich die Reproduktionseigenschaft des Kerns
aus

(u, k(- %)), = Zam(xi,x) = u(x).
: UJ

Die Vervollstdndigung H,(2) von H,(£2) beziiglich der Norm || - ||,; ist der kanonische
Kandidat, um einen RKHS zum Kern s zu erhalten. Allerdings sind dessen Elemente
dann abstrakte Objekte, welche wir nun als Funktionen interpretieren miissen.

Da Punktauswertungen stetig in H,(2) sind, bleiben diese auch stetig beziiglich der Ver-
vollstandigung #H,(€2). Daher kénnen wir sie benutzen, um die durch die Vervollstandigung
erhaltenen Objekte zu charakterisieren. Dazu definieren wir die Abbildung

EH(Q) = C(Q), (Eu)(x):= (u, I{(-,X))K. (3.1)
Die so entstehenden Funktionen sind in der Tat stetig, da
(Eu)(x) = (Eu)(y)] = |(u, 6(- %) = £(¥)) | < ullella(-%) = &0, 3)l

und
HH('7X) o ’%<7y)”i = ’KV(Xv X) o 2H<X7 y) + ’KV(yu y)
Auferdem gilt (Eu)(x) = u(x) fiir alle v € H,(2) und x € Q.

DBeachte, dass u = 0 dquivalent ist zu o = 0. Denn die Kernmatrix K := [r(x;, x;)]
und positiv definit, also regulér, woraus Ka = 0 nur fiir a = 0 folgt.

N . .
ivj—1 1st symmetrisch



3.2. Positiv definite Kerne 23

Lemma 3.5 Die lineare Abbildung &£ : H,(2) — C(Q2) aus (3.1) ist injektiv.

Beweis. Zu zeigen ist, dass aus u # v folgt Eu # Ev. Dies ist aufgrund der Linearitét
von & gleichbedeutend damit, dass Eu = 0 nur fiir v = 0 gilt. Nun impliziert Eu = 0
fiir ein u € H.(2), dass (u,x(-,x)) = 0ist fiir alle x € Q. Mit anderen Worten, es gilt
u L H,(Q). Da H,(Q) die Vervollstandigung von H, () ist, ist u = 0 das einzige Element
aus H,(€2), das orthogonal auf H,(2) steht. O

Definition 3.6 Der Native Space N (€2) zum reproduzierenden Kern : Q x Q — R
ist gegeben durch

Nu(Q) 1= E(HA(Q)).

Dieser besitzt das Innenprodukt

(U,’U)/\/‘N(Q) = (Eiluagilv)%-

Satz 3.7 Der zu einem positiv definiten Kern « : 2 x 2 — R gehorige Native Space
N,(9) ist ein RKHS.

Beweis. Der Native Space ist offenbar ein Hilbert-Raum stetiger Funktionen mit repro-
duzierendem Kern x: Weil x(-,x) € H,(2) und damit invariant unter £ ist, folgt ndmlich

u(x) = (Eu, k(- %)), = (u, H("X»NN(Q)'

Es ist per Konstruktion H,(Q) C N,(Q) dicht in N, (Q) und es gilt
ullx = lJulla @ fir alle w € H, ().

Der nachfolgende Satz besagt weiter, dass der Native Space zum Kern x eindeutig ist in
dem Sinne, dass es keinen weiteren RHKS mit diesem reproduzierenden Kern gibt.

Satz 3.8 Seien k : 2 x  — R ein symmetrischer und positiv definiter Kern und H
ein zugehoriger RKHS von Funktionen u :  — R. Dann gilt H = N,(Q2) und das
Innenprodukt stimmt iiberein.

Beweis. Aufgrund der Anmerkungen am Anfang dieses Unterkapitels folgt H,.(Q2) C H
und
wllz = ||ul|ar @) fiir alle u € H,(€2).

Sei nun u € N, (). Dann existiert eine Cauchy-Folge {u,}>°, C H.(Q) mit u, — u
in NV.(Q) (beachte, dass u, = £ 'u, gilt). Wegen Satz 3.2 konvergiert u, — u auch
punktweise. Allerdings ist {u,}>2; auch eine Cauchy-Folge in H und konvergiert daher
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auch gegen ein v € H. Diese Konvergenz ist aber auch wieder punktweise, da ‘H ein RHKS
ist. Daher folgt u(x) = v(x) fiir alle x € Q und damit u = v € H, das heifst N,(Q) C H
und [|ul|a, ) = [Jullx fir alle u € N ().

Angenommen, es gilt N, (Q) # H. Da N, (2) abgeschlossen ist, konnen wir ein v € H\ {0}
finden, das orthogonal auf N, () steht. Dies bedeutet jedoch v(x) = (U,R(~,X))H =0
fir alle x € Q, was v # 0 widerspricht. Da die Normen in N,.(2) und H nach dem
bereits gezeigten libereinstimmen, stimmen auch die Innenprodukte iiberein aufgrund der
Polarisationsformel. O

3.3 Native Spaces und Sobolev-Raume

Im folgenden sei = R%. Wir wollen nun fiir gegebenes ¢ € C(R?) Kerne von der Form

k(x,y) = p(x—y), xycR? (3.2)

betrachten. Offensichtlich muss ¢ symmetrisch sein: p(x) = ¢(—x) fiir alle x € R%
Auferdem liefert fiir beliebiges x,y € R die positive Definitheit des Kerns

0 < k(x,x) £ 26(x,y) + k(y,y).
Setzen wir z := x — y, so erhalten wir hieraus
k(% ¥)] = le(2)] < ¢(0) = K(x,x) = K(y,y).
Positiv definite Kerne der Form (3.2) geniigen demnach der Abschitzung
lo(x)] < ¢(0) fiir alle x € R (3.3)

Satz 3.9 Sei ¢ € C(R?) N LYRY) eine reellwertige Funktion derart, dass x(x,y) :=
p(x — y) symmetrisch und positiv definit ist. Dann ist der Raum

H = {u e CRYNLXRY) : 4/+/3 € L*(RY)}

ein Hilbert-Raum mit dem Innenprodukt

(u,v)5 = 2m)"2(@//, @\/\/é)L?(Rd) a (27rl)d/2 /Rd ﬁ(gzg | .

und dem reproduzierenden Kern x. Insbesondere gilt # = N, (RY) und die Innenprodukte
stimmen iiberein und jedes u € H kann durch seine Fourier-Transformierte 7 € L'(R?) N
L?(R4) rekonstruiert werden.

Beweis. Wir benutzen das folgende Resultat aus der Fourier-Analysis: Ist ¢ € C(RY) N
LY*(RY) und k symmetrisch und positiv definit, so ist » € L'(R?) nichtnegativ und ver-
schwindet nicht. Insbesondere ist ¢ auch symmetrisch und reell. Fiir gegebenes u € H gilt
daher u € L'(R?) wegen

/\ )€ < \// dé\//ﬂw £) d¢ < 0.




3.3. Native Spaces und Sobolev-Réaume 25

Deshalb ist die inverse Fourier-Transformation von u wohldefiniert und die Stetigkeit von
u erlaubt die punktweise Rekonstruktion

1

(27)d/2 /Rd e'>8T(€) dg.

Wir zeigen nun, dass die Bilinearform (-, )3 ein Innenprodukt darstellt. Zunéchst beob-
achten wir in Anbetracht von u(x) — u(€) und u(x) — u(—§&), dass fiir eine reellwertige
Funktion u die Identitdt u(&) = u(—§&) gilt. Daraus schliefen wir

) (=&

a€yo§) .. _ ((E)( ())d
Lo e L (e e )
_ (g ﬁ@(&)) 1
[ e ) e
Re (u(£)v(¢))
=2 —=d
foo g
dies bedeutet, die Bilinearform ist reell. Als gewichtetes L?-Innenprodukt ist sie auch
positiv definit. Damit ist H ein Pri-Hilbert-Raum.

u(x) =

Wir wollen nun zeigen, dass H vollstdndig ist. Dazu sei {u,}%, eine Cauchy-Folge aus
H. Dies bedeutet, dass {u,//? }>° | eine Cauchy-Folge in L?*(R?) ist und daher dort
ein Grenzwert 0 € L*(R?) existiert. Wir kénnen aufgrund unserer Annahmen schlieRen
U/ @ € LY(RY) N L3(RY), denn es ist

[ Iote)v/3@] ae < \/ L |a<s>|2ds\/ [ #teae < o

/ 5(&) VB A < 1l e 1912 g

und

Deshalb ist

1 L6
u(x) ::W/ A5(6)\/3(€) de.

wohldefiniert, stetig, aus L?(R?) und geniigt der Gleichung i/+/% = v € L*(R?). Insbe-
sondere gilt

0(§)V@(€) —un(§)| d€

1
) = 0,0 < s [

1 / n 0
< Gy l? =T/ VB Bl s ey =0

sprich u ist ebenfalls reell und daher ist u € H. Schlieflich haben wir auch

ot = g = o[ T L f5 Tl noxy
U= Unlln = d/2 = =~ - d/2 v = = )
(27T) / \/; \/; L2(]Rd) (27T) / \/; LQ(]Rd)

das heifst H ist vollsténdig.
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Es verbleibt zu zeigen, dass k(x,y) = p(x—y) der reproduzierende Kern von # ist. Wegen
(3.3) ist der ¢ € L'(R?) durch ¢(0) auf ganz R? beschriinkt und es folgt ¢ € L?(R%).

Wegen
|t —/v7]

gilt auferdem (- — x) € H fiir jedes x € R%. Die Reproduktionseigenschaft ergibt sich
schlielich aus

2

L2R4) = HSOHLl(Rd)

O

Native Spaces sind aufgrund dieses Resultats eine Verallgemeinerung von Sobolev-Réumen.
Dazu beachten wir, dass fiir s > d/2 die Sobolev-Réume der Ordung s definiert sind als

H*RY) = {ue PR NCRY a1+ | - |2)*?* € L2RY) ).

Daher ist der Native Space zu einem algebraisch abklingenden Kern ein Sobolev-Raum.

Korollar 3.10 Angenommen, ¢ € L'(R?) N C(RY) geniigt fiir s > d/2 der Abschiitzung
c(L+[1€15) 7" < B(8) <e(1+[|g]l3)~" fiir alle £ € R™. (3-4)

Dann stimmt der Native Space N, (RY) zum Kern k(x,y) = ¢(x — y) mit dem Sobolev-
Raum H*(R¢) iiberein, wobei die Normen || - || -, ra) und || - || zrs(ray &quivalent sind.

Die Fourier-Transformation des Matérn-Kerns ¢, (]|z||2) aus Beispiel 1.3 erfiillt

- EQ —v—d/2
Fe a1+ 5 l6B)

wobei « ein Skalierungsfaktor ist, der von v, ¢ und d abhéngt. Bei entsprechender Wahl
von ¢ := /2v gilt also (3.4) mit ¢ = a = ¢ Demnach sind die Matérn-Kerne genau die
reproduzierenden Kerne der Sobolev-Riume H*(R?) mit s = v + d/2.
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4. Fehleranalysis

4.1 Power Function

Um Fehlerabschétzungen fiir die Kerninterpolation zu erzielen, benotigen wir die folgende
Definition.

Definition 4.1 Sei Q C R? ein Gebiet und & :  x Q — R ein symmetrischer und positiv
definiter Kern. Ferner sei X := {x3,...,xy} C Q eine Menge paarweise verschiedener
Punkte. Dann ist fiir jedes x € €2 die Power Function gegeben durch

Py (x) = sup |f(x) = fx ()|
rer\{o} £l

Fiir gegebenes f € H und zugehoriger Kerninterpolante fx € Hyx folgt mit Hilfe der
Power Function offenbar sofort die Fehlerabschétzung

[f(x) = fx ()| < Prxe ()| fll3-

Wir miissen also nur noch Py, abschétzen. Dazu benotigen wir zunachst folgendes Lem-
ma.

Lemma 4.2 Die Power Function geniigt der Gleichung

Pryye (%) = [15(, %) = hix (- %) |

Beweis. Wir setzen g(x) := f(x) — fx(x) fiir alle x € Q. Dann gilt ¢ € H und es folgt
mit Hilfe der Galerkin-Orthogonalitéit

)

l9(x)| = | (9.

—
= | (£t 20 = )| < Il ) = s 0l

Somit ist Py, (x) < [|k(+,x) —kx(+,X)||3. Setzen wir allerdings f := k(-,x) —kx(-,x) € H
ein, so folgt wegen f = g sogar Gleichheit und damit die Behauptung. O
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Die Funktion kx(+,x) besitzt die Darstellung

k() = D Li(0r(x;). (4.1)

Indem wir nun x = x;, einsetzen und dann kx (-, x;) im Punkt x; auswerten, so erkennt
man
Li(xg) = 0; furalleik=1,...,N.

Der folgende Satz zeigt, dass die Funktionen {L;}Y | die Lagrange-Basis in Hx bilden.

Satz 4.3 Es gilt {L;}}Y, C Hx und die Interpolante fx € Hx von f € H besitzt die
Darstellung

fx = ZLj(')f(Xj)-

Beweis. Die Kerninterpolante von f besitzt die Darstellung fx = Z]kvzl agk(-,xk) € Hx.
Aufserdem folgt aus (4.1) die Gleichung

N
Rl xe) = kx (%K) = Y Li()R(x;,%%).
j=1
Daraus ergibt sich
N N N
fx =) anr(x) = > oy Li()R(x, ).
k=1 k=1 j=1
Umsortieren der Summe und Beachtung der Interpolationseigenschaft fx(x;) = f(x;)
liefern
N N N
fx = Z L;() Z%H(ijxk) = Z Li(-) f(x5).
j=1 k=1 j=1

Da diese Identitét fiir jedes fx € Hx gilt, schlieken wir insbesondere auch {L;}¥, C
Hx. O

Satz 4.4 Die Power Function besitzt die explizite Darstellung

[Prsc ()] = 1) =23 Li(0)0635) + 3 L) Ly(x)r(xi, %5).

Bewers. Es gilt geméls Satz 4.2

[P (9]” = (%) = mix (), 5, %) = s (%)),
= (k(-,x), /{(-,X)),H - 2(k(-,x), /{X(-,x))H + (kx (-, %), I{X(-,X)),H.
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Der erste Term auf der rechten Seite ist identisch zu x(x,x) aufgrund von Satz 3.2. Fiir
den zweiten Term erhalten wir unter Verwendung von (4.1)

(’%(WX)

x), k(- X]))’H

XX]

i

wobei wir wieder im letzten Schritt Satz 3.2 verwendet haben. Schlieklich ergibt sich fiir
den dritten Term vollstdndig analog

I
N
%
-
%
A
fa
2

(Iix(',X),HX(~,X))H

[PHX }

Daher erhalten wir folgende, zu Satz 4.4 dquivalente Darstellung der Power Function.

Satz 4.5 Fiir zwei Punktmengen X = {xy,...,xy} und Y = {y1,...,yu} sei

K(X1,y1) .. K(X1,YMm)

AX,Y =

(XN, y1) .- K(XN,YM)

Dann gilt

Pry(x) = 1/ 6(%,%) — AL, (1 A xAx -

Beweis. Die Koeffizienten von kx (-, x) = Ejvzl a;jk(-,x;) sind gegeben durch
o = A)_(’lXAx,{x}.

Wegen
N

rx(x,x) = Y ar(x,x;) = A (G A A g

j=1

folgt das Behauptete aufgrund der oben stehenden Formel fiir die Power Function. O
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4.2 Fill Distance und Approximationsfehler

Sei Q C R? ein Gebiet und  : Q x Q — R ein symmetrischer und positiv definiter Kern
zum Native Space H := N (Q). Ferner sei X := {x1,...,xy} C Q eine Menge paarweise
verschiedener Punkte. Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, fithrt die Kerninterpolation
einer Funktion f € H auf die Bestapproximation fx im Raum

Hx :=span{¢y,...,on} CH mit ¢;:=k(-,x;), i=1,...,N.

Um den Interpolationsfehler |f(x) — fx(x)| fiir x € Q abschétzen zu kénnen, bendtigen
wir einen Begriff, der die Giite einer zugrundeliegenden Punktverteilung X beschreibt.

Definition 4.6 Der Fill Distance der Punktmenge X := {xi,...,xy} C Q in einem
beschrankten Gebiet Q C R? ist definiert als

hxq :=sup min [|x — x;||2.
xeQ 1<i<N

Fiir jedes x € ) ist der Abstand zum néchstgelegenen Punkt x; € X hochstens hx o. Im
folgenden wollen wir uns nun mit der Konvergenz des Interpolationsfehler fiir hx o — 0
beschéaftigen. Dazu benétigen wir folgendes Lemma aus der Approximationstheorie.

Lemma 4.7 Angenommen, Q) C R? ist beschriankt und erfiillt eine Kegelbedingung, und
sei k € Ny fest gewahlt. Dann existieren positive Konstanten H, ¢ und ¢ derart, dass fiir
alle X = {xy,...,xy} mit hyo < H und alle x € Q Zahlen v;(x),...,vn(x) existieren
mit
1. Zjvzl v;(x)p(x;) = p(x) fiir alle p € II,(R?),
N _
2. Zj:l lv;(x)| <,

Die erste Bedingung ist die polynomiale Exaktheit, die dritte Bedingung bedeutet Loka-
litdt. Die Konstante aus der zweiten Bedingung ist als Lebesque-Konstante bekannt.

Satz 4.8 Angenommen, 2 C R? ist beschrinkt und erfiillt eine Kegelbedingung. Der
Kern x : Q x Q — R sei symmetrisch, positiv definit und aus C?*(Q x Q). Dann existieren
positive Konstanten H und ¢, so dass

|f(x) = fx ()| < ch o v/ Culx) || fll
gilt fiir alle x € Q und f € H, vorausgesetzt es ist hx o < H. Dabei ist

C.(x) = 0P NI
(x) e y,y,eﬂrggﬁghxﬁg)l k(y,y")l
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Beweis. Zu zeigen ist die Abschatzung

Py, (x) < chl)‘“(,Q VCOi(%).

Da geméfs Lemma 4.2 die Power Function den Ausdruck

In(-13) = 3 (- ,)

minimiert unter allen o € RY, folgt in Anbetracht von Satz 4.4, dass

N N

[Prc ()] < Q(x) := k(x,%) = 23 0, (), 35) + D wil3e) ()3, ).

j=1 i,j=1

Taylor-Entwicklung des Kerns x(x,y) beziiglich y um x liefert

R(xy) = Y

18l<2k

9% k(x, x)

5 (y — %)’ + R(x,y)

mit dem Restglied
Oy k(x, € y))
Rlxy)= Y L2y x)P,

|
|B|=2k A
wobei £,y auf der Verbindungsstrecke von x und y liegt. Wir setzen diese oben ein
N
Pr(x,x
Q) = rlxx) =23 w0 30 g -39+ R
j=1 |8<2k ’
N
8BH<XZ', Xz)
#3034 (x|
ij=1 1B8|<2k :

Die erste Eigenschaft aus Lemma 4.7 impliziert fiir p := (- — z)? € Ty (R?), dass

N
Zvj(x)(xj — Z)ﬂ‘z:x = (x — Z)ﬂ‘z:x =0 fiir alle B8 # 0.
j=1

Damit ergibt sich

Q00) = 5lx%) — 26(x%) — 23", () Rx, %)
N I k(xi, x;) 3 N
+ Z v;(x) | |Z BT (x —x;)7 + Z v (x)v;(x) R(x;, X;).
i—1 B<2k ij=1

Die Taylor-Entwicklung liefert die Identiét

R(Xi,X) = Z

1Bl<2k

35/&()(1-, Xz)

il (x — xi)ﬁ + R(x;,x),
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was auf

Q60 = —r(x.x) = Syl x) |21 x) - iw(x)R(xi,xj)}

J=1
N

+ Z vi(x) [K(xi,%) — R(x;,%)]

i=1
fithrt. Mit Hilfe einer letzten Taylor-Entwicklung

I r(x,x)

3l (x; — x)ﬁ + R(x,x;)

k(x4,X) = K(X,%X;) = Z

|B|<2k

erhalten wir schliefllich
N N
_Zvj(x){ X, X;) + R(x;,x) sz R(x;,x; ]
j=1 =1

Aus Lemma 4.7 folgt Z;VZI lv;(x)| <@ Aukerdem kann ||x—x;|l2 < Chx o und ||x;—x;[2 <
2¢hx o angenommen werden, da ansonsten die Koeffizienten v;(x) = 0 sind. Daher kénnen
alle drei Terme in der Klammer durch Ch%éQCK(X) beschrankt werden. Daraus folgt die
Behauptung. Ol

Bemerkung Eine verfeinerte Fehleranalysis liefert das folgende Resultat: Ist der Kern
von der Gestalt kK(x —y) = p(x —y) und erfiillt ¢ die Abschétzung (3.4) fiir ein s > d/2,
dann gilt die Abschitzung

17 (0) = Fx () lz2@) < e all fll

sofern 2 C R? beschrinkt ist und einer Kegelbedingung geniigt. A
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5. Pivotisierte Cholesky-Zerlegung

5.1 Uber die Cholesky-Zerlegung

Es 0 # A € R™" eine symmetrische and positiv semidefinite Matrix mit den Eigen-
werten \; > 0,4 = 1,2,...,n. Aufgrund der Identitdt trace(A) = > o \; > 0 existiert
mindestens ein positiver Diagonaleintrag a > 0. Wir nehmen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit an, dass sich dieser an der (1,1)-Position befindet. Andernfalls finden wir
einen Index 2 < ¢ < n derart, dass der /-te Diagonaleintrag positiv ist und vertauschen
jeweils die erste Zeile und Spalte mit der /-ten Zeile und Spalte. Dies kann durch eine
symmetrische Permutationsmatrix P € R™*" ausgedriickt werden, welche P? = T erfiillt.

P a/ bT nxn
b= [%W] €R

sei symmetrisch und positive semidefinit mit @ > 0. Dann ist das Schur-Komplement

Lemma 5.1 Die Matrix

1
S:=C--bbTe R=Dx(n=1) (5.1)

wohldefiniert und ebenso symmetrisch und positiv semidefinit.

Beweis. Da a > 0 ist, ist das Schur-Komplement wohldefiniert und wegen

ST :(:T—l(loloT)T —c-lpbi=s
a a

auch symmetrisch. Betrachte nun y € R"! and setze x := —bTy/a € R. Dann folgt
BB Ve B s
0< AlY| = — — yTSy,
B M y y| [zb+Cy y| [Sy] =V
das heifst, S is auch positiv semidefinit. Ol

Als Konsequenz dieses Lemmas konnen wir die Matrix A zerlegen geméaf

w351 ] - [318]

Falls nun das Schur-Komplement S # 0 erfiillt, dann kénnen wir diese Prozedur fiir S
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wiederholen, was auf die Zerlegung

) . W 1T | 0 017 0 0|0
P,P,AP,P, = a—P2 { bll ] [ bll } P, + — | @ a | +10 0|0
1 2 b2 b2 00 SQ

fithrt. Allgemein erhalten wir demnach

J
Pj---PgPlAPlPQ---PjZZEiEZTJF {8 é) } (5.3)
i—1 ’

mit _ -
0
R 1 : } (1 — 1)-mal
Ei = —P]P],1 s P/L'Jrl 0 (54)
Vai "
. bZ -
und )
Q;

firalle: = 1,2, ..., 7. Die endgiiltige Zerlegung der Matrix A ergibt sich durch beidseitige
Multiplikation mit den Permutationsmatrizen:

j .
. 1 : . . .
A= g £i€2+Ejm1t£i::ﬁP1P2---Pi 0 | firallei=1,2,...,7.

— i
i=1 a;

Hierbei ist die Restmatrix E; gegeben durch

010
Ej = P1P2‘ : ‘Pj {T’Si} Pj . ‘P2P1.
J

Indem wir die Matrix L; = [£,£,,...,¥;] einfithren konnen wir diese Zerlegung kurz
schreiben als A = L;L} + E;.

Falls rank(A) = k£ < n gilt, dann bricht der obige Algorithmus nach k Schritten mit
E; = 0 ab, da die Matrix Ay := L;L] wegen ay, as, ..., a; > 0 offensichtlich den Rang
k besitzt. Falls der Algorithmus ohne vorzeitigen Abbruch endet und P; immer als die
Identitéit gewdhlt wird, dann produziert er die {ibliche Cholesky-Zerlegung.

5.2 Niedrigrangapproximation

Wie wir gesehen haben, bricht die pivotisierte Cholesky-Zerlegung im Fall rank(A) =
m < n nach m Schritten mit E,, = 0 ab. Daher ergibt sich die folgende Fragestellung:
Angenommen, es existiert eine Rang-m-Matrix A, € R"*" derart, dass

|A = Al < e
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gilt. Kann dann die Cholesky-Zerlegung verwendet werden um diese Approximation zu
finden? Mit anderen Worten, fiithrt die Berechnung von m < n Termen von (5.3)—(5.5) zu
einer Rang-m-Approximation A,, = L, LT von A mit ||A — A,,|| <&?

Um diese Frage zu beantworten, wahlen wir die Spurnorm als Fehlermaf. Dann wird
die bestmogliche Reduktion des Fehlers in (5.2) erzielt, wenn die Spurnorm des Schur-
Komplements klein wird. Dies fiithrt auf die Aufgabenstellung

1
trace(S) = trace(A) — —HaZH2 — m1{1

’l ’l
wobei a; den i-ten Spaltenvektor und a,; den i-te Diagonaleintrag von A bezeichnen.

Da das obige Minimierungsproblem nur gelost werden kann, wenn die Matrix A vollstandig
bekannt ist, wahlen wir eine andere Strategie: Wir eleminieren einfach den betragsgrofiten
Eintrag a; ; von A. Mit x € R" derart, dass z; = \/a;;/a;;, ; = £+/a;;/a;; und x; =0
sonst folgt 0 < xTAx = 2(,/a;,a;; — |a;;|), das heift, es gilt

la; ;| < aiqa;; <

Folglich befindet der betragsgrofste Elntrag auf der Diagonalen der Matrix A. Unsere
Strategie ist es daher, den betragsgrofsten Diagonaleintrag als Pivotelement auszuwéhlen.
Dabei beachte man, dass aufgrund von (5.1) die Folge der Pivotelemente monoton fal-
lend ist bis das Schur-Komplement verschwindet oder das Verfahren beendet wird. Damit
erhalten wir den folgenden Algorithmus:

a; —i—a
UL “<maxakk, i=1,2,...,n.
k=

Data: Matrix A = [a; ;] € R"*" und Fehlertoleranz ¢ > 0

Result: Niedrigrang-Approximation A, = """ £;£] mit trace(A — A,,) <&
begin

setze m = 1;

setze d := diag(A) and error := ||d||1;

initialisiere 7w := (1,2,...,n);
while error > ¢ do
bestimme i := argmax{d, : j =m,m+1,...,n};

vertausche m,, und 7;;

setze U r,n = \/r,s

form+1<i<ndo

m—1
berechne ¢y, , := (awmm — g Emmfjm)/fmmm;

datiere d,, == d,, — (2 f‘

m,m;

berechne error := E Ar;;
i=m-+1
erhohe m :=m + 1;

Man beachte, dass dieser Algorithmus nur alle Diagonaleintrige der Matrix A und die m,
mit den Pivotelementen assoziierten Spalten explizit bendtigt, um die Rang-m-Approxi-
mation aufzustellen. Alle weiteren Matrixeintrédge gehen nirgendwo in die Berechnung ein.
Diese Eigenschaft macht den Algorithmus extrem attraktiv zur effizienten Approximation
von nichtlokalen Operatoren.
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Satz 5.2 Sei A € R™" symmetrisch und positiv semidefinit. Dann benotigen m Schritte
der pivotisierten Cholesky-Zerlegung den Rechenaufwand O(m?n).

Beweis. Der teuerste Teil im Algorithmus ist die Berechnung der Cholesky-Vektoren £,
k=1,2,...,m. Diese benttigt jeweils

m

Zi21<z 1)n <72n

k=1 i=k+1 j=1

Additionen und Multiplikationen, woraus das Behauptete folgt. O

Klingen die Eigenwerte der Matrix A hinreichend stark exponentiell ab, dann kann bewie-
sen werden, dass die pivotisierte Cholesky-Zerlegung eine Rang-m-Approximation liefert,
welche die Matrix A exponentiell approximiert.

Satz 5.3 Die Eigenwerte der Matrix A € R™*" mogen unabhéngig von n der Bedingung
4"\, < aexp(—bm)

fiir gewisse Konstanten a,b > 0 gentigen. Dann erfiillt die pivotisierte Cholesky-Zerlegung
A,, mit Rang m > |log(e/n)|/b die Abschétzung trace(A,, — A) < ce gleichmékig fiir
jedes € > 0.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Matrix A so
permutiert ist, dass sich fiir alle k = 1,2, ..., n das k-te Pivotelement an der (k, k)-Position
befindet. Dann ist L,, € R"™ stets eine untere Dreiecksmatrix. Wir partitionieren die
Matrizen A und L,, geméfs

A Agg Ly O
A= A Al L O]
[Am A2,2:| {LZI 0}
Aus
Ay =L,LT — {LMLL LML;J} _ [AM A }

T T T
L2,1L1,1 L2,1L2,1 A271 L271L2,1

ist leicht ersichtlich, dass Ly L], die (pivotisierte) Cholesky-Zerlegung von A ist. Es
gilt folglich
1

A (A11
wobei A, (Aq 1) den m-tgrofiten Eigenwert der Matrix A, ; bezeichnet.

= [|Aill, = il

Ein bekanntes Resultat aus der numerischen linearen Algebra besagt nun, dass fiir die pi-
votiserte Cholesky-Zerlegung die (scharfe) Abschétzung HLI% H2 < VAm 4+ 6m —1/(30,,m)

gilt. Damit erhalten wir

1 4™ +6m —1 4m
< < .
)\m(Al,l) N 9€%n,m N g%L,m

(5.6)
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Weil die Spurnorm von A — A,,, beschrénkt ist durch das (n —m)-fache des Pivotelements
02 . folgt daraus sofort

m,m)

trace(A — A,,) <4™(n —m)An (A1) < 4™, (Aq ). (5.7)

Nun bezeichne II,, : R® — R" die orthogonale Projektion auf die ersten m Koordinaten
des R". Dann liefert der Satz von Courant-Fischer die Abschétzung

Am(Ar) = vicanm sup |A11v]]2
dim(V)=m—1 IIVvﬁV

= inf sup ||I1,,,AIL, V|2
. VCR® vevt
dim(V)=m—1 vl

2=1

2=1

< inf sup [|[Av||2
_VCR™ vevt
dlm(V):m—l ||V||2:1

= A\n(A).

Setzen wir dies in (5.7) ein, dann erhalten wir schlieflich

trace(A — A,,) < 4™n\,(A) < anexp(—bm).
Wé&hlt man nun m > |log(e/n)|/b, so ergibt sich die Behauptung. O
Bemerkungen

1. Die Schranke (5.6) ist scharf, dass heift, der Faktor 4™ kann nicht vermieden werden.

2. Im Fall exponentiell abklingender Eigenwerte \,, < aexp(—bm) ist die Spurnorm
der Matrix A € R™ " #quivalent zu ihrer £2-Norm, denn es gilt einerseits

1Al = max A, = aexp(—b)

und anderseits

trace(A) = Z Am < a Z exp(—bm) < ca.
m=1 m=1

5.3 Newton-Basis

Sei Q C R? ein Gebiet und & : Q x Q — R ein symmetrischer und positiv definiter Kern.
Der Raum H bezeichne den zugehorigen Native Space und

Hx = Span{’%('vxl)v S I{('axN)} CH

sei der N-dimensionaler Unterraum, der durch die Wahl einer Menge X = {xy,...,xx} C
2 von paarweise verschiedenen Punkte entsteht.

In Abschnitt 4.1 hatten wir die Lagrange-Basis {L; }}Y., von Hx eingefiihrt. Diese ist durch
die zwei Eigenschaften L; € Hy und L;(x;) = §;; eindeutig charakterisiert. Der Ansatz
Li(x) = Ejvzl a; jk(X, X;) zeigt, dass die Koeffizienten durch a; = Ay've; gegeben sind.
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Wir berechnen nun eine Cholesky-Zerlegung LLT der Kernmatrix A x x und setzen L =
[£1,...,LN], Aukerdem definieren die Koeffizientenvektoren

ﬁi:LiTeZ’7 Zzl,’N

Dann bilden die Funktionen {N;}¥ | C Hy mit

N
= Zﬁi,jff(x,xj), i=1,...,N,
=1

offenbar ebenfalls eine Basis von Hx. Auferdem gilt
[N (X])] = Ax x3;, =LLL Te; = ¢;,
das heifst, jede Funktion N; besitzt die Eigenschaft
Ni(x;) =0 fiir alle j < .

Daher sprechen wir von einer Newton-Basis.

Lemma 5.4 Es gilt

Beweis. Es gilt geméfs Satz 4.5

2 _
[PHX(X)] = K(x,x) — A% {x}AX,lXAX,{x}-

Wir miissen daher nur die Identitéit

ZN2 X{ }AXXAX{X}

nachweisen. Diese folgt jedoch trivialerweise aus

Ni(x) = AT, L Te;,

Xi{x}

denn es ist

N N

Y ONZx) =S AL L TeelL Ay = AL LTL Ay
i Ax} [t} Ax} X{x} o 2 X {x}

i= 1=1

A1
*AX,X

Aus diesem Lemma kénnen wir den nachfolgenden Satz schliefien.
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Satz 5.5 Sei X,, 1 ={x1,...,%x, 1} C X,, = X,, 1 U{x,_1} C Q. Dann gilt

2

N2(%) = [P, (®)]* = [Prx, ®)]° < [Prx,, (9]

Falls x,, rekursiv gewéhlt wird als

X, = argmax [Py, (X)}2, (5.8)
er n—1

dann gilt
N%(x) < N%(x,) fiir alle x € Q.

Dies bedeutet, die Newton-Basis besitzt keine parasitdren Maxima.

Beweis. In Hinblick auf Lemma 5.4, miissen wir nur die letzte Aussage beweisen. Diese
folgt aber sofort aus

2 2
Na(x) < [Prx, ()] < [Pry,_, (x0)]” = No(xa0),
wobei wir im letzten Schritt Py, (x,) = 0 benutzt haben. O

Die Suche nach dem Maximum in (5.8) iiber alle x € € ist nicht praktikabel. Daher
schrankt man sich auf eine Menge X = {x,...,xy} von N Punkten ein:

2 _
X, = argg)l(ax [PHXn—l (x)} = argér)l(ax {/{(x, X) — A}nil7{X}AX1717X%1AX”717{X}}.

Mit anderen Worten, man erhélt genau die pivotisierten Cholesky-Zerlegung aus dem
vorherigen Abschnitt.
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6. Spektrale Eigenschaften

6.1 Spektralzerlegung

Es sei  C RY ein Lipschitz-Gebiet. Wir wollen uns zunéichst mit Operatoren beschiftigen,
die Funktionen aus L*(©) in L?*(f2) abbilden.

Definition 6.1 Ein Operator K : L?(Q) — L?(Q) wird symmetrisch genannt, wenn
(u, Ku) o) = (Ku,u)r2(q) fiir alle u € L*(9).
Ein symmetrischer Operator K : L?(Q) — L*(Q) ist positiv semidefinit, falls
(u, Ku) o) > 0 fiir alle u € L*(Q).

Im Fall der strengen Ungleichung ist der Operator positiv definit.

Fiir symmetrische und positiv semidefinite Operatoren haben wir das folgende Lemma.

Lemma 6.2 Es sei K : L?(Q2) — L*(Q) ein stetiger, symmetrisch positiv semidefiniter
Operator. Dann gilt
K= sup (U,/CU)H(Q)-

||u||L2(Q):1

Beweis. Einerseits ist fiir jedes normierte u € L?(€2)
(u, Ku) 20y < IK[ull720) = 1Kl

Andererseits haben wir fiir ein beliebiges A > 0

1 1 1 1
4HICUH%2(Q) = (IC [)\v + —]CU] , AU+ —/CU) — (IC [)\v — —]CU:| LAV — —ICU)
A A L2(Q) A A L2(Q)

A

1
= 2{ Rl + 5ol | s (1K)

||u||L2(Q):1

2

1
A — —Kv

1
AU+ XICU 3

i

2
} sup  (u, Ku) 2

L2(Q) £2(Q) ) llullp2(q)=1



6.1. Spektralzerlegung 41

Setzt man nun A? = ||Kvl| 2 /[|v|| 12 ein, so folgt

1Kv]|r2) < [[vll2  sup  (w, Ku) 2.

HUHL2(Q):1

Da diese Ungleichung trivialerweise auch im Fall ||Kv||;2q) = 0 richtig ist, folgt das
Behauptete. O

Definition 6.3 Ein Operator K : L*(Q) — L?(2) heikt kompakt, falls er stetig ist und
das Bild jeder beschriankten Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Symmetrische, positiv semidefinite, kompakte Operatoren besitzen eine Spektralzerle-
gung.

Satz 6.4 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren) Ist K : L*(Q) — L*(Q) ein symmetri-
scher, positiv semidefiniter und kompakter Operator, so erhilt man eine Orthonormalfolge
{v,} von Eigenvektoren, indem man zunéchst eine Losung v, der Variationsaufgabe

(u, Ku) r2(0) = max unter der Nebenbedingung lull 2@y =1
und dann sukzessive fiir n = 2,3, ... eine Losung v,, der Aufgabe

(u, Ku) 120 = max unter den Nebenbedingungen |ull 2@ = 1
und  (u,vp)r2@) =0, k=1,2,...,n—1
bestimmt, solange dieses Maximum positiv ist. Der zu v, gehorige (positive) Eigenwert

A, ist gleich diesem Maximum. Das geschilderte Verfahren liefert jeden Eigenwert # 0
von /C, so oft wie es seine Vielfachheit angibt, und es gilt die Entwicklung

Ku = Z An(U, Un) L2 Un = Z(KU, Un)r2()Un  fiir alle u € L*(Q).
n=1 n=1

Die Folge {\,} bricht entweder ab oder strebt gegen 0.

Beweis. Ist 0 # K : L*(Q) — L*(Q) ein symmetrischer, positiv semidefiniter und kom-
pakter Operator, dann gilt nach Lemma 6.2

IK|l = sup (UJCU)B(Q)-

HuHL2(Q):1

Infolgedessen existiert eine Folge {u,} und eine Zahl A mit A\ = ||| > 0, so dass

”unHLQ(Q) =1 und (Un, ]Cun)LQ(Q) n—)_o>o )\
Aus
= HICUn”%%Q) — 2\ (un, Kup) r2(0) + )‘QHUn”%%Q)
<K = 2X (i, K ) 20 + K12
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folgt nun

n—oo

Ku, — A, — 0. (6.1)

Wegen der Kompaktheit von K besitzt {Ku, } eine konvergente Teilfolge {Ku,,, }. Aus (6.1)
folgt nun, dass dann auch {u,,} gegen eine nomierte Funktion v strebt mit Kv = Av, also

dass v eine Eigenlosung zum Eigenwert A = ||K|| ist. Offenbar gilt
(v,Kv)200) =  sup  (u, Ku)r2q)
||u||L2(Q):1

und umgekehrt ist jede Funktion v, die dieser Gleichung geniigt, eine Eigenlosung von X
zum Eigenwert ||| (man wéhle u,, = v).

Sei nun A\; := A, v1 := v und
B, = spaun{vl}L ={ue LQ(Q) - (u, Ul)LQ(Q) =0}.

Die Einschrankung KC; von I auf E; ist wieder ein kompakter, positiv semidefiniter und
symmetrischer Operator. Nach dem soeben Bewiesenen besitzt Ky, falls K # 0 ist, einen
Eigenwert Ay mit 0 < Ay = [|[K4]] < ||K|| = A;. Die Funktion v, sei eine zugehorige
normierte Eigenlosung. Ist o die Einschrénkung von K auf

B, = spam{vl,vg}L ={ue L*9Q): (u,v3)r200) = 0, i = 1,2},
so liefern dieselben Schliisse, falls Iy # 0 ist, einen Eigenwert A3 von o mit 0 < A3 =
ICs]| < ||K1]| = A2 und eine zugehorige Eigenlosung vs. Trivialerweise sind vq, v3 auch
Eigenlosungen von K zu den Eigenwerten Ay, A\3. Der Fortgang des Verfahrens ist nun
klar. Man erhélt also eine moglicherweise abbrechende Eigenwertfolge

AMZA =20

und eine Orthonormalfolge {v,} von zugehorigen Eigenlésungen. Die Folge {\,,} bricht
genau dann mit \,, ab, wenn K auf

E,, = span{vy, va, ..., 05} = {u € L*(Q) : (u,v;)r200) = 0, i =1,2,...,m}
1
verschwindet. In diesem Fall ist L?(Q) = E,, @ span{vy, va, ..., vy}, also

u = U, Vp) 12V +w mitw € E,,
> (u, vn) 20

n=1
und somit
Ku = Z An (U, V) £2(0) Un.-
n=0

Bricht {\,} nicht ab, dann strebt A, — 0. Andernfalls wére nédmlich die Folge {v,/A\,}
beschriankt, und ihre Bildfolge {Kv,,/\,} = {v,} miisste somit eine konvergente Teilfolge
enthalten. Wegen [|v, — v r2() = V/2 fiir n # m ist dies aber unméglich. Fiir beliebiges
u e L*(Q) ist

Uy, = U — Z(u,vn)L2(Q)vn e kb,

n=1
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infolgedessen ist ||ICum||L2(Q) < ||lCm||||um||Lz(Q) = )\m+1||um||Lz(Q) und

m

||Um||%2(9) = ||U||%2(Q) - Z(uvvn)%Q(Q) < ||U||%2(Q)-
n=1
Daraus folgt Ku,, — 0, also
Ku= Z(u, Un ) £2(02)Un-
n=1

In der Folge {\,} tritt jeder Eigenwert # 0 von K so oft auf, wie es seiner Vielfachheit
entspricht. Andernfalls gébe es eine Eigenlosung u mit Lu # 0 und v L v, fiir alle n € N,
fiir die dann absurderweise

Ku = Z A (U, Un) L2(Q)Un = 0

n=1

sein miisste. [l

6.2 Hilbert-Schmidt-Operatoren

Definition 6.5 Ein Operator K heifst Integraloperator mit der Kernfunktion x(x,y),
wenn er von der Form

(u)(x) = / bl e @

ist. Ein Kern x € L?(Q x Q) heikt Hilbert-Schmidt-Kern, der zugehérige Integralope-
rator wird Hilbert-Schmidt-Operator genannt.

Wegen
(K, 0) 200y = /Q < /Q (%, y)u(y) dy)v(x) dx
= [ [ rxyitoax)uty) oy

= (uaK*U)LQ(Q)a

ist ein Integraloperator IC offensichtlich genau dann symmetrisch, wenn sein Kern sym-
metrisch ist:
k(x,y) = k(y,x) fir alle x,y € Q.

Wir benotigen zunéchst nachfolgendes Lemma:

Lemma 6.6 Konvergiert die Folge {K,} von kompakten Operatoren K, : L*(Q) —
L?() gleichmifig gegen K, so ist K : L*(2) — L?*(2) kompakt.
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Beweis. Zum Beweis sei {u;} eine beschrankte Folge in L*(Q2): ||u;| 12(q) < . Dann gibt
es eine Teilfolge {uy,} von {u;}, so dass {Kju;,} konvergiert, ferner eine Teilfolge {us,}
von {uy;}, so dass {Kousg; } konvergiert und so weiter. Die Diagonalglieder v; := u;; bilden
dann — ab einem gewissen Index — eine Teilfolge jeder der Folgen {uy 1, ugo, ...}, und
deshalb konvergiert die Folge {/C,v;} fiir jeden Operator K,. Es werde nun ein £ > 0
beliebig gewahlt und dazu ein ng so bestimmt, dass ||IC,, — K| < ¢ ist. Legt man ein i
so fest, dass fiir i, k > g stets ||IC,yv; — KUk 2() < € bleibt, so ist fiir diese i, &

[Kvi = Kokl z20) < [[Kvi = KngvillL2@) + [[Kngvi — Kagvillz2@) + 1Kngvr — Kokl 220
< ellvillr2() + € + ellvel L2y < (27 + 1)e.

Die Folge {Kwv;} ist also eine Cauchy-Folge in L?*(€2) und somit eine konvergente Teilfolge
von {Ku;}. O

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun ein fundamentales Resultat beweisen:
Satz 6.7 Jeder Hilbert-Schmidt-Operator ist kompakt.

Beweis. Zunachst ist ein Hilbert-Schmidt-Operator stetig, denn es gilt

1720 =/9</Qf€(x,>’)v(>’) dy>2dX

< [[o]22(q) / / R (x,y) dy dx

< o)l 72 1)1 22 0x0) -

Nun sei {u,} eine Orthonormalbasis in L*(Q2). Da der Kern x € L*(Q x Q) erfiillt, folgt
die Identitét

K(X,y) = Z a; ui(xX)u;(y) mit o, = / / k(X y)ui(x)u;(y) dx dy.
=1 aJo
Dabei ist die Folge der Koeffizienten {a;;} aus ¢*(N x N), dies bedeutet,
Z al; < oo.
ij=1
Wegen

(Kuy)(x) = /Q/{(X,y)u,ﬁ(y) dy = Z ;i jui(x) /QUJ‘(Y)UK(Y) dy = Z%‘,kui(x)

ij=1 K

TV
=0k

folgt daher
> IKuilia@ = D ofy < o0,
k=1

J,k=1
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dies bedeutet,

Z 1Kl ) = 0. (6.2)

Es sei nun K, : L*(Q) — L*() definiert durch

n

Koo = Z(U uk L2(9Q) Kuy = ZZ v Uk L2(Q) %, k“a( )

k=1 k=1 j=1
Wegen v =% (v,u;) 2y u; ist dann

0 n 2

|Kv — lCan%g( (v, ur) L2 ) Kug, — Z(U,Uk)LQ(Q)’CU/k
=1 k=1 L2(Q)
0o 2
= Z (v,uk)p(g)lCuk
k=n+1 L2(Q)
0o 2
< (3 I w |l e
k=n+1
< (2 towtten ) (2 Wl
k=n+1 k=n+1
< ol ( 3 IKuli )
k=n-+1
Zusammen mit (6.2) gilt also
I —Kall < Z Kkl F2q) =0
k=n-+1
Aus Lemma 6.6 folgt schlieklich die Behauptung. O

6.3 Spektralabschiatzungen
Da jeder Hilbert-Schmidt-Operator K kompakt ist, konnen wir Satz 6.4 anwenden, sofern

der Operator auch symmetrisch und positiv semidefinit ist. Daher schlieffen wir, dass sich
in diesem Fall der Kern k(x,y) von K schreiben lisst geméfs

= Z AnUn (X)Un (y)

wobei {(A\n, v,)}22, die Eigenpaare des Operators sind. Insbesondere folgt, dass die abge-
schnittene Entw1cklung

N
= Z AnUp(X)V
n=1
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die bestmogliche Rang- N-Approximation in L?(Q x Q) an die Kernfunktion ist. Mit an-
deren Worten, unter allen Approximationen der Form sy (x,y) = 320, aptt, (x)w,(y) €
L*(Q x Q) minimiert k} den Fehler ||k — k|| 12(ax0), wobei fiir diesen gilt

o0
[k — ’f?v”%%szxsz) = Z A7
n=N-+1

Wir wollen nun annehmen, dass der Kern nicht nur x € L*(Q x ), sondern sogar x &
H*(Q x Q) fiir ein k € N erfiillt.

Satz 6.8 Gilt x € H¥(Q x Q) fiir ein & € N, so folgt fiir den Abschneidefehler der
Rang- N-Approximation

[e.¢]
_k
Z A% < eN7d| |k mr@xa)-
n=N-+1

Beweis. Wir unterteilen das Gebiet 2 in N quasi-uniforme Finite Elemente und betrach-
ten Ansatzraume V} bestehend aus stiickweise Polynomen vom Grad k — 1. Da fiir die
zugrundeliegende Schrittweite h ~ N~ gilt, folgt fiir die Bestapproximation II, f € Vj
einer Funktion f € H*(Q) die Fehlerabschiitzung

_k
(I —T0n) fllz2) < eN“a|| fll ar)-

Dementsprechend gilt fiir die Kernfunktion x € H*(Q2 x Q) die Fehlerabschiitzung
_k
H ((I —1II) ® I)“Hm(nxn) < N7kl mr@xa)-

Ist {¢;}Y, eine Orthonormalbasis in V}, so folgt

N N
Mo D=3 o [ wo)lnds =3 ¢
=1 _ i=1

N

:i¢i;22(9)

Wir haben also eine Rang- N-Approximation gebastelt, die gewiinschte Fehlerrate O (N _5)
besitzt. Die bestmdogliche Rang- N-Approximation ist allerdings die abgeschnittene Spek-
tralzerlegung, was auf die zu beweisende Aussage schliefen ldsst. O

Satz 6.9 Gilt x € H*(Q x Q) fiir ein k € N, so ergibt sich fiir die Eigenwerte des
zugrundeliegenden Hilbert—Schmidt-Operators das Abklingen

Ap < en~da~2  fiir alle n € N.
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Beweis. Weil \yer1 < N, gilt fiir alle n < 27!, finden wir in Anbetracht von Satz 6.8 dass

20+1 0
Lk
2N < D A< Y N <2
m=2¢+1 m=2¢+1

Setzen wir 3 := g + % > 0, so fiihrt dies auf
)\2Z+1 S C2_£6.
Fiir alle n € N mit 2¢ < n < 2! schliefen wir daher

A < Ay < 02708 — 220 ( ML) 0 < o
>n

6.4 Spektrale Basen im RKHS

Wir setzen im folgenden voraus, dass das Gebiet €2 beschréinkt ist. Aufterdem sei der Kern
k) x Q — R symmetrisch positiv definit und stetig auf €2 x €2. Dann definiert der Kern
einen Hilbert-Schmidt-Operator

Ku = / 5( y)uly) dy, (6.3)

der offensichtlich symmetrisch und positiv definit ist. Wir wollen nun einen Zusammen-
hang zwischen den Eigenpaaren dieses Hilbert-Schmidt-Operators und dem zum Kern
gehorigen RKHS #H,,(€2) herstellen. Zunéchst haben wir folgendes Resultat:

Lemma 6.10 Der Native Space H,. () ist stetig in L?(2) eingebettet. Dies bedeutet, es
gibt eine Konstante ¢ > 0 derart, dass

lull2) < cflullp. @ fiir alle u € H,.(£).

Beweis. Es gilt

2
u)]* = [ (u, 60, %), | < Nl @l 3 o) < llulli, o 5(x,%).

Integration tiiber (2 liefert in Anbetracht der Stetigkeit von x und der Beschrénktheit von
) das Behauptete mit
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Proposition 6.11 Der Hilbert-Schmidt-Operator K bildet L*(Q) stetig auf H,(Q2) ab
und es gilt

(u,v)r2(0) = (1, Kv)y, o fiir alle u € H,(Q) und v € L*(Q). (6.4)
Das Bild von I ist dicht in H,(2).
Beweis. Wir zeigen zunéchst (6.4). Dazu betrachten wir ein beliebig gewéhltes u =

Eij\; a;k(+,%x;) € Hey(Q) = span{k(-,x) : x € Q}. Wir finden aufgrund der reprodu-
zierenden Eigenschaft des Kerns

o / wly, x:)oly) dy

(U, U)LQ(Q) =

M= 11

a;(Kv)(x;)

1

7

o; (Kv, k(-,%;))

[
M) =

Hi(92)
1

N .

fiir alle v € L*(Q). Da H,(Q) dicht ist in H,(Q2) und H,(Q) stetig in L*(Q2) eingebettet
ist, folgt (6.4).
Mit Hilfe (6.4) gilt nun
(u, Kv)y,.
1Kol = sup e
uerte(@)  [[ullac@
(u, U)LQ(Q)
= sup ———
uerta(@) 1]l

ul[ 220
< |lvllr2@) sup 71— L
uEH, () ||U||HN(Q)

Aus Lemma 6.10 ergibt sich die gewtiinschte Stetigkeit des Hilbert-Schmidt-Operators:
1K) < cllvllL2)-

SchlieRlich entspricht der Abschluss des Bilds des Operators K : L*(2) — H,.(Q) dem
orthogonalen Komplement des Kerns des adjungierten Operators K' : H,.(Q) — L*(Q).

Fiir den adjungierten Operator gilt nun aber mit Hilfe von (6.4) fiir alle u € H,(€2) und
v € L*(Q) die Gleichung

(K'u, v) 20y = (u, Kv)u, ) = (4, 0) 120
Damit folgt aber kern(K’) = {0} und es ist

(kern(K)) ™ = H,(2) = £(L2(92)).

Dies beweist die letzte Aussage. O
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Satz 6.12 Sei 2 beschrankt und x : €2 x Q2 — R ein auf 2 x € stetiger, symmetrisch po-
sitiv definiter Kern. Bezeichnen {(\,,v,,)} die Eigenpaare des Hilbert-Schmidt-Operators
KC aus (6.3), so gilt fiir den Native Space

= 1
He(Q) = {u € L*() : Z )\—(u,vn)%g(m < oo} (6.5)
n=1""
und das Innenprodukt besitzt die Darstellung
— 1 .
(f Dreiy = D " (f;vn)r2@) (9, vn) L2 fiir alle f, g € Hy (). (6.6)
n=1""

Beweis. Es bezeichne G die rechte Seite von (6.5) und entsprechend (-, -)g die rechte Seite
von (6.6). Wir zeigen zunéichst G C H,.(Q) und || flly, ) < [[fll¢ fiir alle f € G. Ist ein
f € G gegeben, so ist [ auf ) stetig wegen

< D I(F ozl

0o 1/2 0o 1/2
g(ziq,vn)im) (lenm(x)ﬁ)

n=1

= [[fllg Vr(x,x).

Ferner gilt fiir jedes g = 3.8 | aun(-,x;) € Ho(Q)

(f, Drn) = Z(ﬂ V) 22(9) (Vns 9)2,.(0)
n=1
0 1 1/2 00 1/2
n=1"" n=1
N 00 1/2
- Hng( D 05 Y (v K %0)) (g (U H<vxj>)w>)
1,j=1 n=1
N 00 1/2
= 15l X s - Awentont))
i,j=1 n=1
1/2
= 15l 3 avasntxi)
2,7=1
= || fllgllgll#.)-

Da H,(§2) dicht in H,(Q) ist, folgt hieraus || f3,.) < || f|l¢g und damit das Behauptete.

Es verbleibt, H,(Q) C G und ||fllg < [[fllnee fir alle f € H.(Q) zu zeigen. Dazu
betrachten wir die dichte Teilmenge K(L*(Q)) C H.(Q). Fiir jedes f = Ku, u € L*(1),
gilt w =" (u,v,) 12(0)v, und damit f = >~ A, (u, vy) r2(0)Vn, Weshalb (f,v5)1200) =
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An(U, V) 2 ist. Mit (6.4) erhalten wir

1130y = (F Ku)ao) = (f, w)120) =

(u, Un)LQ(Q)(fa Un)L2(Q)

NE

i
I

1
)\_(ﬂ Un)%%sz) = Hf”?;

n

[
hE

Il
—

n

Dies bedeutet, dass |- ||, und ||- ||g iibereinstimmen auf K(L?(Q)). Ist nun f € H,.(Q)
beliebig, so existiert eine Folge {f,} C K(L*(Q)) mit ||f — finlls. ) — 0 fiir m — oc.
Fiir beliebiges N gilt die Schranke

N
1 ..
Z )\—(fm,vn)%z(m < ||fm||3iﬁ(9) fiir alle m € N.

n=1""
Weil f,, nach f konvergiert, ist diese Summe gleichméssig beschrankt in N und m. Aufser-
dem ist der Native Space H.,.(Q) stetig in L*(2) eingebettet, so dass der Grenziibergang

m — oo auf

n

N

1 ..
Z)\— f,vn) L2 o < HfH%H(Q) fir alle N € N
n=1

fiihrt. Lassen wir nun auch N — oo gehen, so folgt f € G und || f|lg < || fll#.)- O
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7. H-Matrixapproximation

7.1 Niedrigrangapproximation

Die Idee schneller Methoden fiir nichtlokale Operatoren beruht auf folgender Beobachtung.
Ist der Abstand der Punkte x, y € R? hinreichend groff, dann kénnen wir den Kern x(x,y)
durch Polynome im Raum approximieren:

KX, Y) R Rp(X,Y) = Y Kapx®y?
o, |BI<p
mit
’/{(x,y) — Kp(x, y)} <e furalle|x—yl>C.
Sind nun die Indexmengen v,/ C X = {x1,..., Xy} so gewahlt, dass gilt
|xi — x|l > C fiir allei € v und j € /',
dann ldsst sich der Teilblock A, = [k(x;,X;)]iev jerr der Kernmatrix berechnen geméf
B _ a BT
= D o
||, |BI<p i€y, jEv ll,|B]<p
Mit der Kopplungsmatriz
K, = [Kagljal81<p
und den Momentenmatrizen
[ o[B8
M’/vp T [Xi L’Gu,|a\§p’ M’/vp T [Xj]jez/,m\gp

kann die Matrix A, ,, approximativ geschrieben werden als
A, =M, ,K,M], . (7.1)

Dabei ist der Fehler in der Frobenius-Norm beschrankt durch

2
HA,,,,/ -M,,K,M], ’F = Z [H(XZ',X]') — /ﬁp(xi,xj)} <e/|v| |V
S%
jev’

Man spricht bei (7.1) auch von einer Niedrigrangapproximation der Matrix A, ./, veran-
schaulicht durch die nachfolgende Skizze:



52 Kapitel 7. H-Matrixapproximation

T
M, ,

A, ~ |M,,

Die rechte Seite in (7.1) ist in (|v|+[2/]) - (p+1)?+ (p+ 1)?? Operationen auswertbar, was
im Fall p < |v|, || wesentlich billiger ist als die |v| - [¢/| Operationen fiir das Aufstellen
von A, .

7.2 Clusterbaum

Um die Niedrigrangapproximation (7.1) systematisch ausnutzen zu koénnen, ben&tigen
wir eine geeignete Blockpartition der Kernmatrix. Diese wird mit Hilfe des Clusterbaums
konstruiert werden. Dazu bezeichne Jy = {1,..., N} die Menge der Indizes der Punkte

{xi}iegy aus X.

Definition 7.1 Ein Clusterbaum ist ein System C nichtleerer Indexmengen v =
{ig,i1,...,90} C Jn, welches auch die Menge Jy selbst enthélt. Ein Element v € C
heift Cluster. Es heifit Vatercluster von v/ € C (schreibe v/ < v), falls v/ C v gilt
und es keinen weiteren Cluster v € C gibt, so dass v/ C v C v. Der Cluster v/ heift
dann Sohn von v. Das Level eines Clusters v ist die Zahl j, so dass Cluster {z;}/-] mit
v <Vj_1 < Vj_g < - <1y = Jy existieren. Wir zahlen die Cluster ab und bezeichnen

den /¢-ten Cluster aus Level j mit v;,.

Die Bezeichnung Clusterbaum wird klar, wenn man die Cluster beziiglich der Relation
“<” anordnet. Fiir unsere Zwecke ist es notwendig, dass der Clusterbaum die folgenden
Eigenschaften besitzt:

e Die Bléatter sind die Freiheitsgrade i € Jy.

e Der Clusterbaum entspricht asymptotisch einem ausbalancierten 2¢-Baum, das heifst,
die Anzahl der Sohne sons(v) eines Nicht-Blatt-Clusters v ist ungefihr 2¢.

e Jedes Cluster kann vermittels €2, := conv { Uie, Xi} cin Teilgebiet des R? zugeord-
net werden. Auf Level j verhélt sich der Durchmesser diam((2,) dieses Teilstiicks
ungefihr wie 277,

Die letzten beiden Aussagen sind natiirlich abhéngig von dem zugrundeliegenden Gebiet
Q. Insbesondere setzen sie eine uniforme Verteilung der Punkte in der Menge X C
voraus.

Noch ist allerdings unklar, wie wir fiir eine gegebene Indexmenge 7y einen entsprechen-
den Clusterbaum erzeugen kénnen. Wir beginnen nun mit dem grébsten Cluster vy := Jy
und bestimmen einen achsenparallelen Quader, der alle Punkte {x;};c 7, enthélt. Dieser
Quader wird durch Halbieren in jeder Koordinatenrichtung in 2¢ kongruente Unterqua-
der zerlegt. Die zugehorigen Sohncluster enthalten dann jeweils die Indizes der in diesen
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Quadern enthaltenen Punkte. Anschlieftend wird fiir jeden Untercluster, der mehr als L
Punkte enthélt, die gleiche Verfeinerung ausgefiihrt. Leere Sohncluster werden entfernt
beziehungsweise gar nicht erst zum Clusterbaum hinzugefiigt.

Unter der obigen Annahme, dass der Baum asymptotisch ausbalanciert ist, ist der asym-
ptotische Aufwand des Algorithmus offensichtlich O(N log(N)). Dabei erzeugt der Algo-
rithmus zum Beispiel folgende Clusterstruktur:

N + ™

4 S

Ban

N

7.3 Partition der Kernmatrix

Mit Hilfe des Clusterbaums kann nun eine fiir die Niedrigrangapproximation (7.1) geeig-
nete Blockpartition der Kernmatrix konstruiert werden.

Definition 7.2 Zu gegebenen Clustern v,/ € C setzen wir
), ;= conv (UX,), ), := conv ( U Xj).
S2 jev’
Dann heifen die Cluster v und v/ zuléssig, falls gilt

dist(€,, Q,/) > nmax{diam 2, diam €, }, (7.2)

wobei 17 > 0 eine vorgegebene Konstante sei.

Jeder Block A, der Kernmatrix soll einem zuldssigen Tupel (v,v') von Clustern aus
dem Tensorprodukt C x C des Clusterbaums entsprechen. Um Eindeutigkeit zu erzielen,
bestimmt man ausgehend von Jy x Jx alle zulédssigen Tupel (v;y,v;¢) nach folgender
Rekursionsvorschrift: sind die Cluster (v;, ;) zuldssig, dann bilde den Block AVJ.MJJ.’ .
ansonsten iiberpriife alle S6hne (vji1,Vj41,0) € sons(v;x) x sons(v;,) auf Zuldssigkeit.
Die Rekursion bricht ab, wenn mindestens eines der beiden Cluster ein Blatt des Clus-
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terbaums ist. Dann ist man im Nahfeld und muss die Eintrage einzeln bilden wie bei der
klassischen Kernmatrix.

Bemerkung Die so konstruierten Blocke sind weitestgehend quadratisch, da die Cluster
der Ansatz- und Testpunkte immer vom gleichen Level sind. Aufserdem ist die Partition

der Kernmatrix symmetrisch. A
Beispiel 7.3 Im Fall von Q = [0,1] und &dquidistanten Punkten X = i;\;i/lz D=
1,...,N } erhalten wir beispielsweise die folgende Partition der Kernmatrix:

JAN

Wir wollen die Zahl der Matrixblocke abschéatzen. Jeder Matrixblock entspricht einer zu-
lassigen Cluster-Cluster-Interaktion. Fiir ein fixiertes Level j besitzt das Cluster v;;, € C
nur O(1) Nachbarn v, € C, welche die Zuéssigkeitsbedingung (7.2) verletzen. Da ins-
gesamt O(27¢) Cluster auf Level j vorhanden sind, werden nur O(2/?) Cluster-Cluster-
Interaktionen nicht gebildet. Fiir diese werden nun die Interaktionen der jeweiligen Sohn-
cluster untersucht. Da die Zahl der Séhne beschrankt ist, stellen wir fest, dass wir auf
Level j O(2/%) Cluster-Cluster-Interaktionen zu untersuchen haben, von denen O(27%)
nicht zulissig sind. Also gibt es auf Level j jeweils O(2/¢) Cluster-Cluster-Interaktionen,
die zuléssig sind und daher einem Matrixblock entsprechen. Aufsummieren tiber j liefert
nun insgesamt O(N) Matrixblocke.

Mit J bezeichnen wir das grofste Level im Clusterbaum. Da der Baum ausbalanciert ist,
folgt fiir zulassige Cluster v;; und v, vom Level j die blockweise Fehlerabschatzung

1A

Ky < cea,

Vj.k:Vj.e Vj.k:Vj.e

Hieraus ergibt sich fiir den Gesamtfehler der Matrixapproximation

J
A=Al < |D 274 (217 < e 274
F ‘ N~ N——— ~—~
J=0 Anzahl der Blocke Fehler pro Block <cN
auf Level j
< ceN.

Wenn man beachtet, dass sich ||A|r selbst wie N verhilt, so sieht man, dass die relative
Genauigkeit der Matrixapproximation durch das ¢ gesteuert ist.
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7.4 Kernentwicklung

Wir wollen nun diskutieren, wie eine Niedrigrangapproximation (7.1) erzeugt werden kann.
Es gibt die folgenden Moglichkeiten:

o Tschebyscheff-Interpolation. Man interpoliert den Kern in den Clustern zugeordne-
ten rdumlichen Quadern. Dies hat den Vorteil, dass man ein Black-Box-Verfahren
erhélt, da man keine explizit auf den Kern zugeschnittene Reihenentwicklung bend-
tigt.

o Taylor-Entwicklung. Man verdrahtet die Taylor-Reihe zum gegebenen Kern hart.
Diese ist jedoch abhingig vom Kern und bietet gegeniiber der Interpolation keinen
Vorteil.

o Multipol-Entwicklung. Diese Reihenentwicklung nutzt die Kugelflachenfunktionen
anstatt rdaumlicher Polynome als Entwicklungsfunktionen. Dadurch wird inhérent
eine Raumdimension eingespart, was die Entwicklung sehr effizient macht. Die Ent-
wicklung muss jedoch fiir jeden neuen Kern aufgestellt und neu implementiert wer-
den.

Je nach verwendeter Reihendarstellung erhélt man einen leicht anderen Abbruchfehler.
Unter der Annahme, dass sich die Ableitungen des Kerns abschéitzen lassen geméafs

o (lee] +[3])!
0207k (x,y)| < “Tlx—y|era

erhélt man aber typischerweise eine Fehlerabschatzung der Form
(diam ©,,)?(diam €2, )P - <i) 2P

(r dist (€, 2,))* m)

Folglich muss n > 1/r und p ~ |log(e)| gewéhlt werden.

r >0,

7.5 Aufwand

Wie wir in Abschnitt 7.1 gesehen haben, ist die Komplexitéit zum Aufstellen der Niedri-
grangapproximation (7.1) im Block A, , .., beschrénkt durch

(lvjel + ve) - 0+ D+ (p+1)** < e(p+ 1)720 4,

Ein Vektor kann mit derselben Komplexitdt mit dem Block multipliziert werden. Daher
ist der Aufwand zum Aufstellen der gesamten Matrixapproximation beziehungsweise fiir
ein Matrix-Vektor-Produkt

J

J
Z 2 clp+ 1)d2(‘]*])cj <c(p+1)t 27 Zl < c(p+1)Nlog(N).

-~

7=0 Anzahl der Blocke <N =0
auf Level j Aufwand pro Block
<clog(N)

In Anbetracht von p ~ |loge| ~ log(N) erhalten wir damit insgesamt den Aufwand
O(N log™' N).

Bemerkung Die Momentenmatrizen in der Niedrigrangapproximation (7.1) miissen nur
fiir die Blatter des Clusterbaums ausgerechnet werden. Fiir alle andern Cluster kénnen
sie daraus dann rekursiv bestimmt werden. A
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8. Support Vector Machines

8.1 Lineare Support Vector Machines

Klassifizierungsverfahren teilen Objekte nach ihren Merkmalen mit Hilfe eines Klassifika-
tors in vordefinierte Kategorien ein. Ein Klassifikator ist eine Funktion, die einen Input
auf eine Klasse abbildet. Das Ziel besteht darin, passende Regeln zu finden, wonach sich
die Daten in die jeweiligen Klassen zuordnen lassen. Ein gebrauchlicher Klassifikator ist
die Support Vector Machine, iiblicherweise mit SVM abgekiirzt.

Gegeben seien N Punkte X = {xi,...,xy} C R? mit zugehorigen Labels (y1,...,yn) €
{—1,1}. Wir ordnen diese Punkte den zwei verschiedenen Klassen

Qp ={xi € X :y; = +1},
Qo ={x; e Xy, =—1}

zu und suchen eine Funktion f : R? — R, welche der Beziehung f(x) > 0 fiir alle x € Q
und f(x) < 0 fiir alle x € Q_ gentigt.

Definition 8.1 Die Mengen €, und €2_ heifen linear separierbar, falls eine Hyperebe-
ne H = {x € R : n"x = m} existiert, so dass gilt nTx; > m falls y; = +1 und n'x; < m
falls y; = —1.

Sind 2, und Q_ linear separierbar, so geniigt die Bestimmung einer affinen Abbildung
f(x) = wix +b als Separator S := {x € R?: f(x) = 0}. Ziel des Support Vector Lernens
ist es, eine Losung fiir den Vektor w € R? und die Schwelle b derart zu bestimmen, dass
fiir die Daten x; die folgenden Separationsbedingungen gelten:

wix; +b > +1, fallsy; = +1,
wix; +b< —1, fallsy, =—1.

Diese lassen sich in einer Ungleichung zusammenfassen:
yi(wix; +b) > 1 firallei=1,... N.

Sind die zwei Klassen €2, und )_ linear separierbar, so existieren allerdings mehrere L&-
sungen. Daher fordert man, dass der Separator & moglichst weit von den Punkten der
unterschiedlichen Klassen entfernt ist (mazimal margin). In diesem Fall existiert offen-
sichtlich mindestens ein Punkt x; € €2, und ein Punkt x, € € mit

wix,+b=1, w'x,+b=—1.
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Wenn man die Schwelle b aus diesen Formeln entfernt, so erhélt man
WT<Xk — Xg) = 2.

Damit lésst die gesuchte separierende Hyperebene S wie folgt berechnen:

1 2
wT (X — X¢) = —— — max.

Wil

Dies ist dquivalent zu
1 1
§||W||§ =35 ;wzz — min .

Dabei miissen aber noch die oben genannten Separationsbedingungen beachtet werden,
was auf das quadratische Optimierungsproblem unter affinen Nebenbedingungen

min Zw sodass y;(w'x;+b)>1, i=1,...,N, (8.1)

(w,b) cRd+1 2

fithrt. Eine Losung (w*, b*) des Optimierungsproblems (8.1) definiert dann den hard mar-
gin SVM classifier gemafs
c(x) = sign(wTx + b). (8.2)

Satz 8.2 (Existenz und Eindeutigkeit) Gegeben seien die Punkte X = {x;,...,xy} C R?
mit zugehorigen Labels (y1,...,yn) € {—1,1}", so dass Q; und Q_ nichtleer sind. Sind
die Mengen 2, und € _ linear separierbar, dann besitzt das Optimierungsproblem (8.1)
eine eindeutige Losung (w*, b*) mit w* # 0.

Beweis. Die Funktion g(w,b) = %Zfil w? > 0 ist stetig und konvex auf ganz R
Ferner ist die Menge

Ud := {(w,b) € R*™ . yy(wix; +b) > 1, i=1,...,N}

offensichtlich konvex und abgeschlossen. Daher ist nur zu zeigen, dass die Losung g* von
(8.1) tatséchlich ein Minimum und kein Infimum ist.

Sei {(w;,b;)} C U,q eine Minimalfolge mit g(wl, b)) = QHWZHQ N ¢*. Die durch (w;,b;)
definierten Hyperebenen H; := {x € R? : w]x + b; = 0} separieren Q, und Q_, da
die Nebenbedingungen erfiillt sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass (w;,b;) so skaliert ist, dass minj»\[:1 |w/x; + b;| = 1 ist, womit fiir den
Abstand der Hyperebene H; zu den Punkten aus X gilt

Der Abstand ~; ist aber nach oben beschrankt durch

min llxx — x¢]|2-

1
i <Yi=5
’y - 7 2 (Xk,X[)€Q+><Q_
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Es folgt

1
0 < = < lwillo,
fy

das heift, es gilt ||[w*||s > 0 falls das Minimum existiert.

Da g(w;, b;) N\ g* gilt, ist die Folge {w;} beschriankt. Aus der Skalierung der Hyper-
ebenen H; folgt daher, dass auch die Folge {b;} beschrankt ist. Deshalb existiert nach
dem Satz von Bolzano-Weierstral eine konvergente Teilfolge {(wy;;,b;;} mit (w*,b*) =
limj oo (Wi, bi;) € Uaq. Weil gilt

]

w2 = H lim w; || = lim [[w; |2 = g%,
j—00 2 J—0

ist (w*, b*) ein Minimum.

Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sind (w7, b}) und (w3, b3) beides Minimima, so
folgt ||will2 = [|[W3||2 = ¢*. Ist wi # wj, dann ist auch der Vektor (wy, by) := A\(w7, b7) +
(1 = N)(W3,b5) € Uy fiir alle A € (0,1) und es gilt aufgrund der strikten Konvexitét der
Norm

[walla < Alfwilla + (1 = M[[willa = g™

Da dies ausgeschlossen ist, muss w* := w} = w} gelten.

Es sei nun b} < b5 angenommen. Aus den Nebenbedingungen
yz((w*)TX1+b;) > ]-7 yl((w*)TX1+b§) > 17 L= ]-7"'7N7
schliefen wir wegen b} < b3, dass

yi (W) +07) > 1, falls y; = —1,
yi((W))Tx; +b5) > 1, falls y; = +1.

Das Tupel (w*, (b7 + b3)/2) erfiillt allerdings

by + b3

yi<(w*)Txl-+ )>1, i=1,...,N.

Deshalb kénnen wir w* um « € (0, 1) verkleinern, so dass (aw*, (bf 4 b%)/2) immer noch
die Nebenbedingung fiir jedes i = 1,..., N erfiillt. Wegen [[aw*||s = af|w*|ls < ||[Ww*]|2
fiihrt dies aber auf einen Widerspruch. O

8.2 Duale Formulierung

Wie wir gesehen haben, ist es notwendig, ein konvexes, quadratisches Optimierungspro-
blem mit affinen Ungleichheitsnebenbedingungen zu losen, um die SVM zu erhalten. Durch
Einfithrung von N nichtnegativen Lagrange-Multiplikatoren A\;, ¢ = 1,..., N, und des
Lagrange-Funktionals

N
1
La(w,8) = S Wl = 30 Ni((w; + ) = 1), (33)
i=1
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kann das oben hergeleitete Optimierungsproblem in folgendes Optimierungsproblem ohne
Nebenbedingungen iiberfiithrt werden

min  max Ly(w,b),
(w,b)ER4+1 XERN

das jetzt beziiglich w und b minimiert und beziiglich den Lagrange-Multiplikatoren A €
RY maximiert werden muss. Dieses Problem wird auch primales Problem genannt.

Da Lx(w,b) beziiglich w und b minimiert werden muss, muss fiir die entsprechenden
Ableitungen gelten

0
a—L)\Wb =W — Z)\yzxz—o

(8.4)

0
S La(w.b) = ZAZ%_O

Auferdem erhalten wir die Komplementaritdtsbedingungen

Die Gleichungen (8.4) und (8.5) sind die Bedingungen von Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
Sie stellen sowohl notwendige als auch hinreichende Bedingungen fiir eine optimale Losung
(w, b, A) dar. Mit anderen Worten, das Losen des SVM-Lernproblems (8.1) ist dquivalent
zur Bestimmungen von Losungen der KKT-Bedingungen (8.4) und (8.5). Dabei impliziert
Gleichung (8.5), dass y;(wTx; + b) = 1 gilt, falls \; > 0 ist. Dann liegt der Punkt x; auf
dem Rand der gesuchten Hyperebene und die zugehorige Nebenbedingung ist aktiv. Falls
y;(WTx; + b) > 1 ist, dann ist die Nebenbedingung nicht aktiv und die Komplementari-
tatsbedingungen erzwingen \; = 0.

Setzen wir die beiden Gleichungen aus (8.4) in (8.3) ein, so werden die Variablen (w,b)
eliminiert:

N N
1
Lx(w,b) = Z Ai — 3 Z Nidjyiyixix; =2 —f(A).
i=1 i=1

Das Problem

N
min f(A), so dass Z)\iyi:O, A>0, 1=1,...,N, (8.6)

AERN

heifst das zu (8.1) gehorige duale Problem. Da wir umgekehrt von (8.6) durch Beachtung
von (8.4) wieder auf das primale Problem und damit auf (8.1) schliefsen kénnen, folgt:

Satz 8.3 Sei \* € RY eine Losung des dualen Problems. Setze

N
= Z )\fyixi
i=1

und wihle b* derart, dass gilt y;((W*)™x; + b*) = 1 fiir ein ¢ € {1,..., N} mit \; # 0.
Dann ist (w*,b*) die eindeutige Losung von (8.1).
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Uber die Losbarkeit des dualen Problems (8.6) haben wir die folgende Aussage.

Satz 8.4 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 8.2. Dann existiert eine Losung A* €
RY des dualen Problems (8.6).

Beweis. Das duale Optimierungsproblem

)\rgll/?d f <)\)
mit

N
Upg = {)\ERN:Z)\iyi:Ound i > 0 fiir alleizl,...,N}
i=1

ist ein konvexes Optimierungsproblem auf der konvexen und abgeschlossenen Menge U,q.
Weil zur eindeutigen Losung (w*, b*) von (8.1) ein nicht notwendig eindeutiger Lagrange-
Mulitplikator A* existiert, so dass die KKT-Bedingungen erfiillt sind, gilt A* € U,q und
folglich A\* € U,q # (). Die Existenz einer Losung folgt nun mit den gleichen Argumenten
wie im Beweis von Satz 8.2 durch Betrachtung einer Minimalfolge fiir die konvexe und
stetige Funktion f(\). O

Bemerkung Da f(A) nicht strikt konvex ist, muss eine Losung von (8.6) nicht eindeutig
sein. In der Tat entspricht f der quadratischen Funktion
1 .
f(A) = éATQA — 1A mit Q= [yyxIx;]0_1,

wobei Q im allgemeinen nur positiv semidefinit ist, weil die Vektoren {x;}¥, linear ab-
héangig sind. Ist N > d, so ist dies sicherlich der Fall. A

Quadratische Optimierungsprobleme mit affinen Nebenbedingungen kann man sehr effi-
zient iterativ 16sen. In der Praxis 16st man das duale Problem mit einer Aktive-Menge-
Strategie. Es sei an dieser Stelle auf die Fachliteratur verwiesen.

8.3 Nicht linear-separierbarer Fall

Sind die Mengen €2, und €2_ nicht linear separierbar, so muss man Fehler bei der Klas-
sifikation zulassen. Um dennoch eine moglichst gute Generalisierungsleistung zu erzielen,
muss die Anzahl der Klassifikationsfehler minimiert werden. Dazu fiihrt man Schlupfva-
riablen & > 0,72 =1,..., N, ein und verlangt die Separationsbedingungen

wix;, +b>+4+1—-¢;, fallsy, =+1,
wix;, +b< —1+¢, fallsy, =—1.

Damit der Fehler nicht zu grof wird, wird die Summe Ziil & als Strafterm zum Funk-
tional addiert, so dass man das Optimierungsproblem

) 1
min

d N
i 5D wl e} 6, sodas (WD) > 1-6 £20 i=1. N,
wheE i=1 i=1
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erhilt. Der zugehorige Klassifikator (8.2) heifst dann soft margin SVM classifier.

Das Einfiihren von nichtnegativen Lagrange-Multiplikatoren X, u € RY liefert das neue
Lagrange-Funktional

L()\{)(W,b, E) = ||W||2 +azgz ZA yz W X; +b —1 +§z Z,uzgz

mithilfe der KKT-Bedingungen das gleiche duale Problem (8.6), wobei aus der Bedingung

0
Ot L(A7§)<W7b7€) =a—N—pu; =0, 2=1,...,N,
folgt, dass zusiitzlich 0 < \; < « fiir alle i = 1,..., N gelten muss. Der einzige Unter-

schied zum vorhergehenden Abschnitt ist demnach die obere Schranke an die gesuchten
Lagrange-Multiplikatoren:

N
){Tel[g]lvf( ), so dass Z)\,yl—o, a>\>0, 1=1,...,N.
Auch dies ist wieder ein quadratisches Optimierungsprobleme mit affinen Nebenbedin-
gungen, das sich mit Standardmethoden effizient 16sen ldsst. Aus einer Losung A* dieses
Problems ergibt sich die optimale Losung (w*, b*) des zugehorigen primalen Problems wie
in Satz 8.3, aufter dass man zur Bestimmung von b* einen Index ¢ nehmen muss, fiir den
a >\ > 0 gilt.

8.4 Feature Maps

Wenn zwei Mengen nicht linear separierbar sind, dann kann man versuchen, diese in
einen hoherdimensionalen Raum einzubetten, da dort die Wahrscheinlichkeit der linearen
Separierbarkeit erheblich grofser ist. Dies erreicht man durch eine stetige Abbildung ¢ :
) — H in einen Hilbert-Raum H, welche Feature Map genannt wird. Der Raum H heifst
entsprechend Feature Space. Innenprodukte im R? zwischen den Datenpunkten x]x; sind

dann durch die Innenprodukte (¢(x;), ¢(x;)) 5, 0 H zu ersetzen.

Satz 8.5 Seci 2 € R? ein Gebiet, H ein Hilbert-Raum und ¢ : Q — # eine Feature Map.
Dann bildet die Funktion  : Q x Q — R, gegeben durch s(x,y) = (¢(x), gb(y))H, einen
symmetrischen und positiv semidefiniten Kern.

Beweis. Die Symmetrie von k folgt aus der Symmetrie des Innenprodukts in H. Weiter
gilt fiir beliebiges X = {xy,...,xy} C Q und o € RY

Z ;0 R(X;, X;) Z Ozloé] (YJ))

i,7=1 2,j=1

_ <,§; (%), f; aj¢(xj)>H

2
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woraus die positive Semidefinitheit folgt. U

Wir sehen, dass die Feature Map ¢ : 2 — H auf kanonische Art und Weise einen positiv
semidefiniten Kern erzeugt. Umgekehrt erzeugt jeder Kern x : 2 x 2 — R eines RKHS H
eine Feature Map.

Proposition 8.6 Sei x : {2 X 2 — R ein reproduzierender Kern im RKHS . Dann ist
der Kern definiert durch die Feature Map

:Q—=>H, ox):=k(,x). (8.7)

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der Identitat

(6(x),6(y)),, = (K(-,x), (-, ¥)),, = K(X,¥):

Bemerkung Die Abbildung (8.7) wird Kernel Feature Map genannt. A

8.5 Nichtlineare Support Vector Machines

Mithilfe der Kernel Feature Map ¢(x) = (-, x) konnen wir das Optimierungsproblem zur
Bestimmung der Support Vector Machine modifizieren, indem wir die Innenprodukte xTy
ersetzen durch (¢(x), o(y)),, = £(x,y) fiir alle x,y € X.

Wir wollen annehmen, dass die Daten { (¢(x;), y;) }jil in Hyxy = span{p(x1),...,0(xy)} C
‘H linear separierbar sind. In der Tat ist dies der Fall, falls der Kern positiv definit ist,
siehe die Bemerkung am Ende des Abschnitts. Daher existieren w € Hx und b € R derart,
dass

yl-((w,(b(xi))?{ + b) >1 furallel <i<N. (8.8)

Die gesuchte Support Vector Machine ergibt sich nun wieder aus dem Optimierungspro-
blem

) 1
min  —

2
8.9
(w,b)eH x xR 2||w||7{ ( )

unter Beachtung der Nebenbedingungen (8.8). Analog zu Satz 8.2 besitzt dieses Problem
eine eindeutige Losung (w*, b*).

Der Ubergang zum dualen Problem fithrt auf das quadratische Optimierungsproblem

N N
) 1
ACEN {5 ; AidjYiyik(Xi, X;5) — Z )\Z}

i=1

mit den Nebenbedingungen

N
=1
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im Fall des hard margin SVM classifiers und mit den Nebenbedingungen
Z)\Zylz(), OéZ)\ZZO, ’lzl,,N

im Fall des soft margin SVM classifiers. Hat man eine Losung A* € RV dieses Problems
bestimmt, so setzt man

N
Z Ty (x:) Z ALyt (, Xi)
=1 =1

und wahlt b* derart, dass
Yi ((w*a gb(xz))’ﬂ + b*> =

fireini € {1,..., N} mit \; # 0 im Fall des hard margin SVM classifiers beziechungsweise
a > \; > 01im Fall des soft margin SVM classifiers. Dies fiihrt auf die Losung des primalen
Problems (8.8) und (8.9) und damit auf den gesuchten Klassifikator:

¢(x) = sign ( i Nryir (X, X;) + b*) .

=1

Bemerkung Die Daten {( yl)} ., sind in einem RKHS H mit positiv definitem
Kern k: 2 x Q — R immer hnear separierbar. Denn die Kerninterpolante

N

w = Zam(-,xi) € Hx

i=1

zu den Daten w(x;) = y; erfiillt die Nebenbedingungen (8.8) mit b = 0. A
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