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Der Fokus dieses Blattes liegt auf einem beliebten Optimierungsproblem, nimlich dem Klas-
sifizierungsproblem, welches im maschinellen Lernen auftritt. Es ist zum Beispiel méglich,
(16 x 16)-Pixel grosse Schwarzweissbilder als 256-dimensionale Objekte aufzufassen. Diese
Bilder sollen dann in verschiedene Klassen eingeteilt werden. Wir werden auf diesem Blatt
eine Mdoglichkeit dazu, die Support-Vector-Maschine, iiblicherweise mit SM abekiirzt, und die
zugrundeligenden Algorithmen kennenlernen.

Klassifizierungsprobleme

Gegeben seien Punkte X = {xy, ..., Xy} C R? mit zugehdrigen Labels (yy, ..., yn) € {—1, 1}V.
Dabei sei bekannt, dass die Punkte den zwei verschiedenen Klassen

Qi ={x; : 1<i<N, y =+1}, Q_={x; : 1<i<N, y =-1}

zugeordnet werden kdnnen. Das Ziel ist nun, eine Funktion f : RY — RY zu finden, welche

der Beziechung f(x) > 0 fiir alle x € Q, und f(x) < 0 fiir alle x € Q_ geniigt. Im einfachsten

Fall geniigt dafiir eine linear-affine Abbildung, das heisst f(x) = wTx—wy, wobei der Separator
={x € R? : f(x) = 0} eine affine Hyperebene ist.

Offensichtlich wird das Klassifizierungsproblem gelost, falls y;(wTx; —wp) > 0 fiiri = 1,...,N
gilt. Sind die zwei Klassen Q. und _ linear separabel, so existieren allerdings mehrere
Losungen. Ein moglicher Ansatz ist daher zu fordern, dass alle Punkte mindestens einen
festen Abstand zum Separator S besitzen sollen. Um die Funktion f so stabil wie moglich
zu machen, wird dabei der Vektor w minimiert. Konkret soll das Optimierungsproblem unter

Nebenbedingungen
1 d
minimiere — Z wf, sodass y(wix;—wy)>1, i=1,...,N, (1)
w 2

i=1
gelst werden.

Aktive-Mengen-Strategie

Wir schieben nun eine kurze Erliuterung zur Lésung von Optimierungsproblemen unter
Nebenbedingungen ein. Dazu betrachten wir das Problem

1
minimiere EXTAX —-b™x, sodass C'x=7y, D'x>3§, (2)
X

wobei die letzte Ungleichung komponentweise zu verstehen sei. Wir setzen hier voraus, dass
die Matrix A symmetrisch und positiv definit ist. Der Satz von Karush, Kuhn und Tucker
besagt dann, dass fiir jedes x*, welches (2) 16st, ein Vektor von Lagrange-Parametern (p*, A*)
existiert, so dass

Vil(x"p A ) =0, C'x*=y, D'x*>8, A">0, (A")(D'x"-38)=0. (3)

Dabei bezeichnet £ die Lagrange-Funktion

1
L(X, W, A) = EXTAX —b™x —puT(C'x —y) —AT(D'x — 9).



Die letzte Gleichung in (3) impliziert offensichtlich, dass im Falle A7 > 0 automatisch
[DTx*]; = &; gelten muss. In diesem Fall bezeichnen wir die i-te Ungleichheitsnebenbe-
dingung als aktiv; die Menge der aktiven Ungleichheitsindizes bezeichnen wir mit A4. Ist dann
Dy = [di]iea,, das heisst, die Spalten aus D zu aktiven Indizes, so entspricht (3) dem System

A —C —DA X* b
—CI 0 0 tl* = -y | 4)
-D}, 0 o || ™ —§| A

Das Minimierungsproblem (2) kann mit folgender Aktiven-Mengen-Strategie geldst werden:

Algorithmus Aktive-Mengen-Strategie (vgl. [1])
Input: Zulissiger Startvektor xg, Toleranz tol > 0
Output: Losung des Minimierungsproblems (2)

1: bestimme die zum Startzeitpunkt aktiven Indizes Ay
2: fork=0,1,...do
3: Lose

A —-C -Dy|| P b — Ax

-Ct 0 0 B | = 0
-D} 0 0 [|A,, 0
4: if |p| < tol then
5: if A; > 0 fiir allei > 1 then
6: breche ab und gebe die Lésung x* := x aus
7: else
8: setze j = argmin,,, A;
9: setze Ay = AA\{j}
10: setze Xp4+1 = Xk
11: end if
12: else
. . &—dlx
13: setze o = min 4§ 1, min d.Tl
€Ay i
dp<o
. . T _ §—djx
14: if 3j ¢ Aysodassdjp<Ounda = T then
15: setze Ag = Aa U{j}
16: end if
17: setze X411 ‘= Xg + ap
18: end if
19: end for

Aufgabe 1. Schreiben Sie eine Funktion
function xs = activeSet(A, b, C, D, delta, x0, tol, maxIter),

welche ein Optimierungsproblem der Form (2) mithilfe der Aktiven-Mengen-Strategie 16st.
Fiir die Losung des Gleichungssystems auf Zeile 3 benutzen Sie den \-Solver. Zur Behandlung
der Nebenbedingungen empfiehlt sich ein logical-Array, welches an der i-ten Stelle den Wert
true enthilt, falls die i-te Nebenbedingung aktiv ist. Testen Sie Thre Funktion mit dem Problem
aus Blatt 9, Aufgabe 4. Stellen Sie dabei sicher, dass Thr Startvektor x( zulissig ist.



Duales Problem

Da die Systemmatrix zum Optimierungsproblem (1) singulir ist, miissen wir fiir dessen Losung
auf das duale Problem zuriickgreifen. Wir betrachten deshalb das Sattelpunktproblem fiir die
Lagrange-Funktion

d N
1
(W*,A") = supinf L(w, A), L(w,\) = 2 Z w? — Z Ai (y,-(WTxl- —wp) — 1).
A v i=1 i=1
Dies entspricht dem dualen Problem
1 N N
minir}{liere 2 Z Aidjyiyixx; — Z Ai, sodass ATy =0, A>0. (5)

ij=1 i=1

Dieses Problem ist ein Optimierungsproblem der Form (2), welches mit der Aktiven-Mengen-
Strategie geldst werden kann. Die gesuchten Parameter wy und w folgen dann aus den Bezie-
hungen

w = Z AiyiXi, yi(wTx; —wg) = 1fiiri € Ay.
i€AA
Die Punkte V := {x; : i € Aa} werden Support-Vectors genannt.

Aufgabe 2. Schreiben Sie ein Skript, welches fiir die Punkte xs_linear und die Labels ys_-
linear den linearen Separator berechnet. Plotten Sie die zwei Klassen und markieren Sie
zusitzlich die Support-Vectors. Zeichnen Sie ausserdem die Hohenlinien der Funktion f(x) =
wTx — wy fiir die Werte —1, 0 und 1. Benutzen Sie als Parameter tol = 1e-5.

Hinweis. Die Matrix A kann schlecht konditioniert oder sogar singulir sein. Verwenden Sie daher fiir
die Berechnungen die Matrix A + tol-1. Fiir das Zeichnen der Hohenlinien ist die Funktion contour
hilfreich.

Hilbert-Riume

Fiir die weiteren Anwendungen werden wir in Hilbert-Riumen arbeiten. Ein Raum (#, (-, )% )
mit einem Skalarprodukt (-, -)3 heisst Hilbert-Raum, wenn er vollstindig ist in Bezug auf die

durch das Skalarprodukt induzierte Norm |-|; := /{:,*)3. Das heisst, jede Cauchy-Folge
beziiglich dieser Norm besitzt einen Grenzwert in . Das einfachste Beispiel ist der euklidische
Raum RY mit dem Standard-Skalarprodukt

d
(w,v) := Z u;v;.
i=1

Ein weiteres Beispiel ist der Raum der skalarwertigen, quadratisch integrierbaren Funktionen
L*(©),! mit dem L*-Skalarprodukt

<fag>L2(Q):/Qf(X)g(X)dX.

Hingegen ist der Raum der stetigen Funktionen C(€2) kein Hilbert-Raum.

!Genauer gesagt handelt es sich um Aquivalenzklassen quadratisch integrierbarer Funktionen.



0

Separator im linearen Fall Separator im nichtlinearen Fall

Kernel-SVM

Es ist moglich, dass die zwei Mengen €4 und Q_ nicht linear trennbar sind. Abhilfe kann eine
geeignete Transformation ¢ : R — 7{ in einen Hilbert-Raum A schaffen, wobei $(£2,) und
#(-) linear trennbar in H sein sollen.

Dann betrachten wir das Minimierungsproblem

1
minimiere E||¢(W)||§_[, so dass yi(<¢(w), ¢(X,)>,H - wo) >1, i=1,..,N.

Dabei ist die Abbildung ¢ nicht explizit bekannt. Die einzige Anforderung an ¢ ist, dass die
Beziehung

<¢(X), ¢(Y)>H = k(x,y) fiiralle x,y € R

gelten soll, wobei k : R? x R? — R eine geeignete, positiv definite Funktion sei, welche
Kernfunktion genannt wird. Ein Beispiel fiir eine solche Funktion ist der Gaufs-Kern

1 —Ix=yl?
e 202

kGauB (X, Y) = W 5

wobei der Parameter o Korrelationslinge heisst.

Das duale Kernproblem ist dann entsprechend gegeben durch

N N
.. 1
mlnlr)inere 2 Z Aidjyiyik(xi, x;j) — Z Ai, sodass ATy =0, A>0. (6)

ij=1 i=1

Daraus folgen wy und ¢(w) aus den Beziehungen

N
H(w) = Z Aiyip(xi), Vi ( Z Ajyik(xj, %) — w0> =1fiiri € Ay,

€Ay JEAA

und der Separator ist gegeben durch

S = {x eR? 1 (p(w), ¢(X)>H = Wo} = {X eRY : Z Aiyik(x,x) = Wo}-

€A

Aufgabe 3. Schreiben Sie ein Skript, welches fiir die Punkte xs_kernel und die Labels ys_-
kernel den Kern-Separator berechnet. Plotten Sie die zwei Klassen und Support-Vectors
analog zu Aufgabe 2 und zeichnen Sie zusitzlich die Hohenlinien der Funktion

&) = Aiyik(xi, %) — wo
€A

fiir die Werte —1, 0 und 1. Als Kernfunktion verwenden Sie den GauB3-Kern mit den Korrela-
tionslingen o € {0.125, 0.5, 2}.



Soft-Margins

Fiir die Berechnung des Separators S haben wir bis jetzt gefordert, dass alle Punkte einen
festen Abstand zum Rand besitzen. Liegt nun ein Punkt ausserordentlich nahe am Separator,
was beispielsweise bei gestérten Daten der Fall sein kann, ist die SVM nicht mehr stabil. Dies
kann umgangen werden, indem im Minimierungsproblem zugelassen wird, dass die Punkte
niher am Rand oder sogar in der falschen Klasse sein kdnnen.

Anstelle von (1) wird fiir § > 0 das Problem

N
1
minimiere §||W|]2 +C Z & sodass y(wix;—wg)>1-§, i=1,..N,
W
i=1

gelost, wobei C > 0 eine Regularisierungskonstante sei. Dies entspricht dem dualen Problem

N N
o1
minimiere - Z Aidjyiyixx; — Z A sodass yTA =0, 0<A<C, (7)

ij=1 i=1

mit den entsprechenden Anpassungen fiir die Kern-SVM. Dieser Ansatz wird soft margin
genannt und kann auch mit der Aktiven-Mengen-Strategie gelost werden, indem man die
zusitzlichen Bedingungen —A; > —C einfiihrt.

Aufgabe 4. Wiederholen Sie Aufgabe 2, aber fiigen Sie noch den Punkt xn1 = (0.38,0.05)7
mit dem Label yn41 = —1 hinzu. Wiederholen Sie Aufgabe 3, aber fiigen Sie noch den Punkt
xN+1 = (0.5,0.5)T mit dem Label yn;+; = —1 hinzu. L&sen Sie anschliessend fiir beide neuen
Datensitze das regularisierte Problem (7) und stellen Sie die Punkte analog zu den Aufgaben 2
und 3 grafisch dar. Als Regularisierungskonstante wihlen Sie in beiden Fillen C = 10.
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