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Programmierblatt 1. Besprechungswoche: 09.10. — 13.10.2023

Informationen zur Abgabe

Zur Abgabe der Programmieraufgaben findet ein Meeting mit einem Assistenten statt. Thr Code
sollte dann alle Plots auf dem Aufgabenblatt reproduzieren kénnen. Im Meeting miissen Sie
Thren Code erkliren und Fragen dazu beantworten kdnnen. Die Plots sind immer zu beschriften
und mit einer Legende zu versehen, die Ordnung der Konvergenzgerade ist anzugeben.

Ihr Code muss bis am Sonntag vor der Besprechungswoche um Mitternacht auf ADAM
hochgeladen werden. Beginnen Sie frithzeitig mit der Bearbeitung der Programmieraufgaben.
Am Wochenende vor der Abgabe werden keine Fragen mehr beantwortet.

Zufallsfelder

Gegeben sei ein GauBsches Zufallsfeld! a(x, w) mit x € D und w € Q. Zu dessen effizienten nu-
merischen Simulation trennt man die physikalische Variable x von der stochastischen Variable
 mithilfe der Karhunen-Loéve-Entwicklung? von a(x, ®). Diese liefert die Darstellung

a(x, ) = Eqo(x) + Y, JA;¢;()j(w). (1)
j=1

Hierbei ist E, das erwartete Zufallsfeld und (4, ¢;) sind die Eigenpaare des Kovarianzoperators

(Ku)(x) = A) k(e )u(y) dy, )

¥ sind i.i.d. normalverteilte Zufallsvariablen. Die Funktion ¥ : D x D — R wird als der
Kovarianzkern bezeichnet. Im Folgenden wihlen wir der Einfachheit halber D = [0, 1].

Ziel dieser Programmieraufgabe ist die numerische Approximation der Karhunen-Loé¢ve-Ent-
wicklung. Dazu muss man die Summe in (1) geeignet abschneiden und die Eigenpaare des
Kovarianzoperators berechnen. Dies machen wir mit dem sogenannten Nystrém-Verfahren,
bei welchem die Integration in (2) durch eine Quadraturformel angenihert wird. Speziell fiir
die Mittelpunktregel gilt
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Wir 16sen dann das kontinuierliche Eigenwertproblem

Ap(x) = /D k()6 dy

mithilfe der Quadraturformel (3) in allen Punkten xi(") yl( " und erhalten das diskrete
Eigenwertproblem
1
A M = g gm g — = [ () ) ] . 4
¢ ¢ o G iol i (4)

'Ein GauBes Zufallsfeld liegt vor, wenn a(x, w) fiir jedes x € D eine normalverteilte Zufallsgosse ist.
Diese wird oft auch als POD (proper orthogonal decomposition), PCA (principle component analysis) oder
SVD (singular value decomposition) bezeichnet



Zuerst mSchten wir das diskrete Eigenwertproblem (4) fiir den Kovarianzkern (und den
zugehoérigen Operator)

1 bl !
Kexp(x; }/) = ;e a5, (Icexpu)(x) = / Kexp(x; }/)u(y)dy (5)
0
betrachten. Dabei sei die Korrelationslinge ¢ = 1 gewihlt.
Es lasst sich zeigen, dass die Eigenpaare zu dem Operator K., die Form

2
y2+1

s Plx) = i( sin(yex) + ye cos(y[x))

haben. Dabei sind y; die positiven Lésungen der Gleichung (y? — 1) tan(y) — 2y = 0. Die
B werden so gewihlt, dass |¢2py = 1 gilt. Die Werte y,, B, und A, fiir die ersten drei
Eigenpaare sind in der folgenden Tabelle angegeben:

t Ye Be A

1| 1.30654237418881 1.53412075397455 0.738810809416452
2 | 3.67319440630425 2.87161602120694 0.138003775354263
3 | 6.58462004256417 4.81441694834056 0.045088487289781

Wir bezeichnen mit g{)E,") die durch den ¢-ten Eigenvektor (I)gn) definierte Niherung an ¢,(x).
¢l =
1, weshalb die Funktion gf)gn) mit dem Faktor /n gestreckt werden muss. Folglich gilt also

) = Jn[¢™];.

Aufgabe 1. Nutzen Sie die Matlab-Funktion eig, um fiir n = 27 die Eigenpaare der Matrix

Dabei benutzen wir die Konvention, dass die Eigenvektoren normiert sein sollen, d.h.,

Kg?P auszurechnen. Stellen Sie die ersten drei dominanten Eigenfunktionen, d.h. Eigenfunk-
tionen zu den drei betragsgrossten Eigenwerten, graphisch dar. Beachten Sie, dass die Funktion

eig die berechneten Eigenwerte nicht sortiert.

Aufgabe 2. Untersuchen Sie die Konvergenz der ersten drei Eigenpaare in Abhingigkeit von
n. Betrachten Sie dazu n = 2K, k = 6,7,..., 11. Stellen Sie in einem loglog-Plot |A, — Agn)l,

und im gleichen Plot | ¢, — (I)gn) | in Abhingigkeit von n dar, wobei ¢, = [@¢(x;)]; bezeichne.
Diskutieren Sie die Konvergenzraten fiir die Eigenwerte und die Eigenvektoren.

Hinweis. Beachten Sie, dass die Vektoren ¢ und (bg") unterschiedliche Vorzeichen haben kdnnen.

Niedrigrangapproximation

Zur Ldung des Eigenwertproblems Au = Ku aus (4) wollen wir die pivotisierte Cholesky-
Zerlegung K = LLT verwenden, welche gemiss dem unten stehenden Algorithmus bestimmt
wird. Beachten Sie, dass die Matrix K fiir den Algorithmus nicht explizit bekannt sein muss.
Es geniigt, eine Routine bereitzustellen, die jeweils die aktuell bendtigten Matrixeintrige
berechnet. Insbesondere bei grossen Matrizen reduziert sich dadurch der Speicher- und Re-
chenaufwand erheblich.

Aufgabe 3. Implementieren Sie eine Matlab-Funktion

function [L, p] = pivChol(k, xs, tol),
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Algorithmus pivotisierte Cholesky-Zerlegung

Input: Kernfunktion k : R x R — R, Punkte xj, ..., X, Genauigkeit tol > 0.
Output: L € R™™ mit LLT = K, Permutationsvektor p.

1: setze p = [1,2,...,n],d = [k(xj,xj)];;l,e = |d|
2: whilem < nand ¢ > tol do

3: setze pivot := argmaxyemm+1,..n dp,
vertausche ppivot < pm

setze Ly, m = Jdp, )

setze Ly m = [KXppors Xpu)s s KX pos Xp) | ' /Lp, m

update me+1:n’m = LPerl:n:m - me+lin’1 im—1" L;m, 1 :m—l/LPm,m
— 2 2 2 T

update d,,,, =dp,, — [LZ L2 .12 ]

update £ = |d,, |1

10: setzem :=m+1

11: end while

L,m =1

RS AN L

welche die pivotisierte Cholesky-Zerlegung berechnet. Das Argument k sei hierbei ein
function handle, das eine Kernfunktion k(x, y) vektorisiert auswertet. Beachten Sie, dass
die Matrix K in dem Algorithmus nie explizit aufgestellt wird. Der Parameter n entspricht der
Dimension der Matrix K und tol gibt die Abbruchsgenauigkeit vor. Es sollen abgesehen von
der while-Schleife keine weiteren Schleifen verwenden werden.

Testen Sie Ihre Implementierung mit dem folgenden Code, das Resultat soll dabei von der
Grossenordnung 10710 sein:

k = @(x, y) exp(-(x-y)."2);

xs = linspace (0, 1, 4001);

A = k(xs, xs8.’);

[L, p]l] = pivChol(k, xs, 1le-9);
disp(norm(A - L*L.’, "fro"));

Aufgabe 4. Betrachten Sie den GauB3schen Kovarianzkern
1 =y

KGauB(xs J’) = We 20
(n)

mit o = 0.05. Berechnen Sie die Eigenpaare der Matrix K5, ., definiert durch den Kern kg,ug,
mithilfe der Niedrigrangapproximation. Wihlen Sie die Parameter tol = 1078 und n = 28,




Sind nun {(/1[, &;5”))} die Eigenpaare von LTL, so sind

n n 1 1(n
{(e o)} ol = —tl?

Eigenpaare der grossen Matrix LLT. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren (T)E,”)
des kleinen Eigenwertproblems fiir LTL mit der Matlab-Funktion eig und stellen Sie fiir

¢{=1,2,3die zu ¢$,n) gehorigen Funktionen ¢$_,”) graphisch dar.

Aufgabe 5. Untersuchen Sie fiir jede der Abbruchgenauigkeiten tol = 107", m = 2, 3,4, die
Konvergenz der ersten drei Eigenwerte in Abhingigkeit von n. Betrachten Sie dazu jeweils
n =2 £=4,5,...,10. Nehmen Sie als Referenzen die von der Funktion eig berechneten
Eigenwerte der Matrix Kg?uB fiir n = 211, Stellen Sie in einem loglog-Plot die Grossen |1, —

)L([n)| in Abhingigkeit von n fiir die verschiedenen Werte von tol dar. Diskutieren Sie die
Konvergenz der Eigenwerte.
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Rayleigh-Quotient-Iteration

Als nichstes méchten wir die Rayleigh-Quotient-Iteration implementieren. Dazu betrachen
wir den Exponentialkern (5) mit o = 1000, die Matrix K™

exp sei entsprechend zu (4) definiert.
Wir nutzen tol = 1072 fiir die Abbruchsgenauigkeit der pivotisierten Cholesky-Zerlegung,

sowie n = 212 fiir die Quadratur.

Aufgabe 6. Schreiben Sie eine Funktion
function [mus, zs] = rayleighQuotient(A, muO, z0, maxIter),

welche die Rayleigh-Quotient-Iteration aus der Vorlesung implementiert. Hierbei seien A €
R™" eine symmetrische und positiv definite Matrix, sowie (y, zg) € RxR" eine Startniherung.
Der Riickgabewert mus soll dabei ein Zeilenvektor sein, zs eine Matrix, welche in der k-ten
Spalte die Anniherung an den Eigenvektor im k-ten Schritt enthalte. Brechen Sie die Iteration
nach dem k-ten Schritt ab, falls k > maxIter oder ||Zg[, > 10 gilt.

Aufgabe 7. Bestimmen Sie mithilfe der Rayleigh-Iteration eine Anniherung an das dominante

Eigenpaar von Kg’%, indem Sie zuerst eine Niedrigrangapproximation Kgﬁ)p ~ LLT berechnen



und danach das dominante Eigenpaar der kleineren Matrix LTL berechnen. Wihlen Sie dabei
als Startniherungen yp = 1 und zy = ey.

Stellen Sie die Fehler | — A1| und |zx — vy in der k-ten Iteration im Vergleich zu den wahren
Eigenwerten in einem semilogy-Plot graphisch dar. Sie sollte dabei exponentielle Konvergenz
beobachten.

Hinweis. Die wahren Werte fiir Ay und vy (der Matrix LTL) sollen dabei mit der Funktion eig
bestimmt werden.

Simulation GauBscher Zufallsfelder

Mit den nun implementierten Funktionen kdnnen wir ein GauBsches Zufallsfeld, welches
durch (1) und einen Kovarianzkern gegeben ist, effizient modellieren. Da es in der Praxis
zu aufwindig ist, die exakten Eigenwerte und Bigenvektoren der grossen Matrix K zu
berechnen, wird in einem ersten Schritt die Matrix K durch eine Niedrigrangapproximation

LLT angenihert. In einem zweiten Schritt werden dann die Eigenpaare (4;, (i)g-n)) der kleinen
Matrix LTL berechnet. Folglich liefert fiir i.i.d. Normalverteilte /; die Entwicklung

k
X(w) = Jn Y Ly () (6)

j=1

eine zentrierte Zufallsgrosse, welche die Punktauswertungen von a(:, ) in den Punkten x;
enthilt.

Aufgabe 8. Schreiben Sie ein Skript, welches sowohl fiir den Gauss-Kern, als auch den Expo-
nentialkern eine Realisierung des Zufallsfeldes a gemiss (6) berechnet. Standardnormalverteilte
Variabeln kénnen dabei mit dem Befehl randn generiert werden. Benutzen Sie dafiir n = 27,
o = 0.05 und tol = 10°. Wihlen Sie dabei k als die Anzahl Spalten in L. Was fillt dabei
auf? Wie verhilt sich k?

Fehler der Rayleigh-Quotient-Iteration Zufallsfelder
20 i I T

—— Eigenwert —— Exponentialkern
GauB-Kern

—— Eigenvektor

1070

Fehler

10—12

10719 | ‘ i b 20 \ \ \ |




