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Vorwort
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sind zumeist aus der Originalliteratur entnommen:
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Math. Comput., 82(282):975-994, 2013.
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product spaces. Constr. Approz., 38(2):235-251, 2013.
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1. Einfihrung

1.1 Motivation

Gegeben sei ein beschrianktes, hinreichend glattes Gebiet 2 C R™ und eine geschachtelte
Folge von Finite-Element-Raumen

VocVicVyc---C LAQ).

Dabei bestehe V; aus Finiten Elementen der Ordnung p, das heisst, aus stiickweise poly-
nomialen Funktionen vom Grad p— 1, definiert auf Zerlegungen mit Schrittweite h; ~ 277.
Wie man sich leicht tiberlegt, gilt dann dim V; ~ 27", Die Konstante in dieser Abschétzung
héngt vom Polynomgrad ab, aber nicht vom Level j.

Im folgenden bezeichne P; : L*(Q2) — V; die L*-orthogonale Projektion von Funktionen
aus L?(Q2) auf den Finite-Element-Raum V. Fiir eine Funktion f € H?(Q2) folgt dann aus
den Standardabschatzungen fiir finite Elemente die von j unabhéngige Fehlerschranke

I = B llzze < k] e (1)

Da dim V; ~ 27" gilt, kdnnen wir mit N Freiheitsgraden eine gegebene Funktion f € HP((2)
mit der Rate

If = Piflle2) < N7 fllar)-

approximieren. Fiir eine gewiinschte Genauigkeit ¢ > 0 haben wir also die Kosten-Nutzen-
Beziehung N ~ ep. Speziell sehen wir, dass die Freiheitsgrade fiir eine feste Genauigkeit
¢ exponentiell mit der Dimension n anwachsen. Dieses Phdnomen ist als Fluch der Di-
mension bekannt, da in Anbetracht endlicher Ressourcen bei einem naiven Vorgehen die
Anzahl n der behandelbaren Dimensionen doch stark beschrankt ist.

Wir werden in dieser Vorlesung Voraussetzungen und zugehorige Verfahren kennenlernen,
die es ermoglichen, den Fluch der Dimension zu vermeiden oder zumindest abzumildern.
Dazu benotigen wir eine Multiskalenanalyse.

1.2 Multiskalenanalyse

Sei fiir j >0
Q;: L*(Q) = V), Q=P — P (1.2)

derjenige Projektor, der L?(Q) auf den Differenzraum

W, =V, 6V C L(9) (1.3)
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abbildet. Ferner setzen wir Qg = Py und Wy = Vj. Man priift leicht nach, dass @); ebenfalls
ein Orthogonalprojektor ist, der auf den Raum W; abbildet. Speziell erhélt man rekursiv
die Multiskalenzelregung von V:

‘G ::I@G @)VG—l
ZZLTG @9LL9—J @9L9—2

:W]@Wj_l@..@WO

Da die Rdume Vj fiir j — oo den L*(Q) ausschopfen, es also gilt

Uvi=r4

Jj€No

ergibt sich die Identitéat

=Ppw; (1.4)

J€No
Lemma 1.1 Jede Funktion f € L?(2) kann zerlegt werden geméss
f=2 Qif (1.5)
=0

und es gilt
1£ 172y = Z 1Q; 1122

Beweis. Gleichung (1.5) ergibt sich sofort aus (1.4) und W; = Q;(L*(€)). Die Identitét
der Normen ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Orthogonalidt der Projektoren @);,

denn es gilt
Q' 2 ; ) = '/7
Q. Qy Pz = 4 19 2@ 7=
0, J#7

]

Bemerkung Die Zerlegung (1.5) entspricht einer Multiskalenzerlegung der Funktion f,
die etwa auch den Wavelets zugrundeliegt. A

Lemma 1.2 Fir f € H?(2) und j € Ny gilt die Abschitzung

1Q; flir2@) < 27| fll e (e)- (1.6)

Beweis. Geméaf Definition (1.2) gilt
1Qifllz2) = (P — Pi—1) fllz2c) < N f — Pifllzz) + [1f — Picifllzz)-
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Setzen wir nun die Fehlerabschétzungen (1.1) ein, so folgt

1Qi fllza@ < e(hf + My )| fll e

In Anbetracht von h; ~ 277 und h;_; = 2h; folgt daraus das Behauptete. m

1.3 Tensorprodukte

Wir benotigen das Tensorprodukt von Hilbert-Rdumen. Dieses definieren wir wie folgt:

Definition 1.3 Seien H;, i = 1,2, zwei Hilbert-Rdume mit Innenprodukt (-, )%, und
Norm || - ||3;,. Betrachte den Raum

:{Zui@)w:uiEHl,viEHg,neN}
=1

mit den Operationen

U @V +u ®v = (u1 +u2) v,
U+ UV =u (v1 + v2),
alu®v) = (au) v =u® (av).

Das Tensorprodukt H, ® He von Hy und Hs ist dann definiert als Vervollstandigung von
IC beziiglich der durch das Innenprodukt

(U1 @ v1,ug @ vg)k 1= (Ula U2)H1(U1, UQ)HQ (1-7)

induzierten Norm.

Beispiel 1.4 Gegeben seien zwei Gebiete ; € R™, ¢ = 1,2. Wir betrachten Funktionen
f(x,y) mit x € Q; und y € Q5 und definieren den Raum
Hy (0 x Qo) = {f € L2 x Q) : H(?,‘fangLQ(lem) < oo fiir alle |af < s,[8| < t}.

mix

Dieser Raum ist ein Hilbert-Raum zum Innenprodukt

(f g)H;:I QlXQQ Z Z aaaﬁ ’8385 )L2 legg)

la|<s |BI<t

Insbesondere gilt
H (Q x Qo) ~ H¥(Qy) @ H' (Qy).

mix

Der Raum H>'! (Q x Q) wird als gemischter Sobolev-Raum oder auch als Sobolev-Raum

mit dominierenden gemischten Ableitungen bezeichnet. A

Hat man vollstindige Orthonormalsysteme {¢;}ieny von H; C L2(£2;) und {t;}sen von
Ha C L*(), so bildet {¢; ® 1} jen ein vollstandiges Orthonormalsystem vom Tensor-
produkt H; ® Ho C L?(Q x Qy). Daher kénnen alle Funktionen aus H; ® H, geschrieben
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werden als o =
flx,y) = Z Z fijpi(x);(y) mit {f;;} € 52(N2)>
i=1 j=1
wobei x € 2; und y € {25 gelte. Dies bedeutet, fiir v € H; und v € H, kénnen wir das
Tensorprodukt u ® v € Hy ® Ho gefahrlos identifizieren mit dem punktweisen Produkt

(u@v)(x,y) =ux)o(y), xe€, ye
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2. Dunne Gitter

2.1 Tensorproduktapproximation

Es seien €1 C R™ und €y C R™. Auf jedem Teilgebiet sei eine Multiskalenanalyse
gegeben:

Vo(l) C ‘/1(1) C Vz(l) C.C L2(91>,
‘/0(2) C ‘/1(2) C ‘/2(2) C.C L2(92>.

Dabei nehmen wir an, dass die Finiten Elemente in Vj(i) jeweils von der Ordnung p; sind.

Kanonisch ist es, eine Funktion f € L*(Q; X €3) im Tensorproduktraum Vj(ll) ® Vj(f) zu
approximieren.

Lemma 2.1 Es gilt

(1)
||f B <P71 f||L2(Ql><QQ) (hlef“le 0 QlXQQ) + hp2||f||H0 p2(91X92)>

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung folgt
Hf_ P‘(l) P‘(2) f||L2 (1 xQ)

Hf J1 ® ["2 fHL2 (21 xQ2) + H ® InZ) (Pj(ll) ® Pj(22))fHL2(Ql><QQ)'
Da Pj(ll) ein Orthoprojektor ist, schliefsen wir
I = B @ P oo
Hf (P @ L)l oy + 1 = U @ POV 2y ey
In Anbetracht von (1.1) erhalten wir daraus die Behauptung. ]

Die Anzahl der Freitheitsgrade der Approximation von f in Vj(ll) ® Vj(f) ist proportional zu
2iimitiznz Die bestmogliche Approximationsrate erhalten wir, wenn wir die Genauigkeiten
dquilibrieren, das heifst, wenn wir die Level 7; und j, so wéahlen, dass

J1P1 = Ja2P2
gilt. In diesem Fall folgt

‘ ]
=

b2
Tt ny
P1 P2

’Vl

1f = (P PE) fll ooy <N 70

3
(¥]

||f||HP1 (leﬂz)ﬂH P2(Q1xQ2)”
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2.2 Diinne Tensorproduktapproximation

Wir definieren nun die Diinngitterraume.

Definition 2.2 Fiir 0 > 0 und J € Ny ist der Diinngitterraum \A/j’ C L?(92; xQy) gegeben
durch R
i= @ wlew)

J1o+j2/0<J

Ausklammern unter Beachtung der Aquivalenz
10+ oo < J & jy < Jo — jio?

liefert die Identitat"

J/o Jo—ji10? J/o J/o
o _ 1) (2 _ (1) (2) _ 1) (1) 2)
VJ o @ @ le ® M/jZ B @le ® VJO'—j102 o Z (V;l = ‘/jl—l) ® VJO’—jlaz'
Jj1=0 j2=0 Jj1=0 j1=0

Diese Formel wird bei der sogenannten Kombinationstechnik ausgenutzt. Hierbei wird der
Diinngitterapproximant f; € V¢ einer Funktion f € L?(Q; x Q) durch die Kombination
unterschiedlicher Projektionen gebildet:

J/o
fr= Z {(PJ'(ll) ® Pﬁ)—jw)f - (Pj(llll ® Pﬁ)—jw)f}'

j1=0

In Abbildung 2.1 befindet sich eine Illustration der Kombinationstechnik.

A J2

Jo e

~C0L
J/o
Abbildung 2.1: Die Kombinationstechnik im Diinngitterraum 17}‘ kombiniert alle Projek-

tionen (Pj(ll) ® PJ(QQ)) f mit positivem Vorzeichen (“@”) und negativen Vor-
zeichen (“&”).

DWir vernéchléssigen der Einfachheit halber allfillige Rundungsoperationen bei den Indizes.
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Bemerkung Im Gegensatz zum Diinngitterraum, wére der “volle” Tensorproduktraum
charakterisiert durch 0 o 0 o
1 2 1 2
VJ/O’ ® VJO’ = @ le ® sz :
oji.j2/0<J

A

Speziell machen die folgende Wahlen des Parameters ¢ Sinn. Die Idee dabei ist, in den
Raumen V[/j(ll)®I/Vj(f) mit den Indizes (j1, j2) mit jio+72/0 = J beztiglich unterschiedlicher

Aspekte zu dquilibrieren. Hierzu geniigt es, die extremalen Ansatzriaume VJ(/I; beziiglich
Q; und VJ(S,) beziiglich €25 zu betrachten:
e Firo = \/m werden die Freiheitsgrade dquilibriert, das heift, es ist dim ‘/J(l()7 ~
2V, dim V2.
e Fir o = \/M werden die Genauigkeiten dquilibriert, das heifst, es ist h"}l/a ~
27 IVPP2 o P2 |

e Fiir 0 = \/(n1 +p1)/(na + po) wird die Kosten-Nutzen-Rate quilibriert, das heift,
es gilt

dim VJ(/I()T dim V%)
W) his

In Abbildung 2.2 findet man die Indexmengen (j1, j2), die zum Diinngitterraum 17}’ geho-
ren fiir die genannte Auswahl der Parameter o.

niop1

jmax{nz,m

jm +p1
na2+p2

o n1 p1
min § —&, =
J ng’ p2

Abbildung 2.2: Die Indexmengen (j1, j2) der Diinngitterrdume vf mit demselben Schnitt-
punkt j auf der j;-Achse fiir die drei unterschiedlichen Wahlen des Para-
meters o.

Satz 2.3 Die Dimension des Diingitterraums ‘7}’ ist im wesentlichen (27 max{ni/omao}y
Genauer, es gilt
g max{m/omaot - falls ny /o # nyo,

2.1
2Jn20 J falls ny /o = nyo. (21)

dim\A/j’ < c{
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Beweis. Aufgrund von dim (Wj(ll) ® VVJ(22 )) ~ 271mFi2nz ergibt sich

J/o oJ—c%j; J)o
dim ‘7; ~ E E girnitizne .9 Jnzo E :2j1(n1—n202)
_71:0 ]2:0 ]1:0

Ist nun ny /0 < nyo, dann ist der Exponent in der Summe immer negativ. Daraus folgt
dim V¢ < 27727, (2.2)

Ist hingegen ny/0 > nyo, dann ist der Exponent in der Summe immer positiv und wir
schliefsen
=5 2
dim V§ < ¢2/n2ol/otm=mnac®) — c9Jm/o, (2.3)

Im Fall ny /0 = nyo erhalten wir

J/o
~ J
di P Jnao < ana_‘ ]
imVy <c2 E 1<e2 . (2.4)
J1=0
Die Kombination von (2.2)-(2.4) liefert die Behauptung. O

Bemerkungen
1. Die Konstante in Abschitzung (2.1) hingt von der Wahl von o ab.
2. Abschétzung (2.1) ist scharf, da dim W}}l ~ 2/m/7 ynd dim Wg(?]) ~ 27m29 Daher

haben wir immer die untere Schwanke 27 max{ni/on20}

A
Satz 2.4 Fir f € HXP?(Q x Q) geniigt die Approximation
fr= 3 (@eQ))feVs (25)
jro+2<g
der Abschatzung
N 2_Jmin{p1/a’p2a}”f” Pl , falls p1 /o # pao,
1f = fillz@ixes) < €9 ,_; Jo Hinia™ (1x%2) (2.6)
27/p \/j”fHH,,z;lifQ(QlXQQ)’ falls py /o = peo.

Beweis. In Anbetracht von (1.5) und (1.6) folgt
2 _ (1) (2) 2
||f - fJ“L?(leQg) - Z H(Q]1 ® sz )f”L?(leQg)
j10+j;2>J

<c Z 2_2(p1jl+p2j2)Hf||12qpl,*’72(91x92)'
jro+2>J
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Wir teilen die Indexmenge
o J2
I:= {(]1,]2) :j1o+ = > J}
in zwei disjunkte Mengen I = I} U I, auf geméf
o o .9
L=< (1,J2) 1 0< i < Pt Jo—ji0" <2y,
N A .
Iy = 4 (J1,J2) P 0<7Ja2o.
Damit erhalten wir

||f - fJH%Q leﬂg)
J/o

2(p1j1+p2j2) 2(p1j1-+p2jz)
X ¥y D 3 3 17z
J1=0 jo=Jo—j102+1 j1=J/o+172=0
J/o
2j1(p1—p202)—2Jp20 2p1j1
<{ Xz T S NI
Jj1=0 j1=J/o+1
J/o
—2j1(p1—p20?)—2Jp20 —2JE 2
C{ Z ? 2 ”fHan%fQ(ﬂlxﬂz)
Jj1=0
J/o
_ 2Jpao 2]10'(—7p20' 2J(—7p20 2
- {22 2 1/ l22 2,020y
Jj1=0

Um diesen Ausdruck abzuschétzen, unterscheiden wir wieder drei Falle.

Im Fall p; /o < pyo finden

~ _ p _ P1_ o0 — o
I = Bl < 2722030 4 PO

< c2” 2J7||f||le ”2(Ql><92)

Ist p1 /o > peo, so folgt

”f - f]”%ﬂ(fhxﬂz) S 02_2‘]1”2‘7{1 + 1}”-}0”22152(le02)

< CQ—zJpza"f|’§1fr}i52(91X92).

Gilt schlieklich p; /o = pyo, dann finden wir

J/o

I = FilBaaan < c2‘2"”2"{ 21+ 1} 1 Wiz 2

Jj1=0

3 J
S 62 QJPQO'E||f||?;17;:l1ivz1’2(ﬂl><92).

Damit ist der Beweis vollstandig erbracht. O
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Durch Kombination der Sétze 2.3 und 2.4 kénnen wir die Konvergenzrate beziiglich der
Anzahl N := dim V7 von Freiheitsgraden ausdriicken. Das liefert uns die Kostenkomple-
xitat im Diinngitterraum V7.

Korollar 2.5 Sei f € HPP2(Q; x Qy) und bezeichne N := dim Vf die Anzahl der

mix

Freiheitsgrade im Diinngitterraum V7. Ferner setzen wir

_ min{p: /o, po}
" max{ny/o,ne0}

Falls ny /o # nqo ist, dann erfiillt die Approximation (2.5) aus ‘7}’ die Fehlerabschétzung

1f = J/{IHLQ Q1 %0 c Nz @i xaa), falls p1/o # pyo,
(Q1xQ2) = N_a*/logNHfHle.’Z’Q(leﬂg)7 falls pl/O' = D20.

miz

Gilt hingegen n; /o = nyo, so haben wir

N~*(log NWHfHHﬁbf? (Q1xQ2) falls p1/o # pao,

_f <c
el {N—a<1ogzv>a+%||f||Hg;l.gz<mz>, falls /0 = pao:

Beweis. Gilt n; /o # nyo, so haben wir N ~ 27maxini/onz0} wegen (2.1). Daher gilt

min{p; /o,pgo}

N~ = N max{ni/oinge} ~, 97 min{pr/op2o}

was zusammen mit (2.6) auf die erste Fehlerabschétzung fiihrt.

Falls n, /o = nao gilt, so enthiihlt der Diinngitterraum V¢ N ~ 27m20 ] — 97/ max{ni/o.n20} g
Freiheitsgrade. In Anbetracht von J ~ log(N/J) < clog N erhalten wir aus (2.6) die

Abschétzung

- N \
1f = frllz@ixas) < C(log—N) 1 1 772 () 0

vorausgesetzt es ist p; /o # pao.

Im Fall von p;/0 = pyo muss ein zusétzlicher Faktor V' J < ey/log N hinzugefiigt werden
als multiplikativer Faktor. Dies vervollstindig den Beweis. O]

2.3 Optimale Konvergenzrate

Wir zeigen zunéchst das folgende Resultat:

Lemma 2.6 Es sei £ 7 22 und sei ¢ von der Form

0:\/8:32122 A€ (0,1). (2.7)
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Dann konvergiert die Approximation einer Funktion f € H2'/P*(Q; x €y) im Diinngitter-
raum V7 mit der Rate

( ~min{ 21,22 ) (28)

Beweis. Angenommen, es gilt % < Z—z. Dann folgt aufgrund der Ungleichungen

p1((1 = N)na + Ap2) < p2((1 = X)ng + Aps),
nl((l — )\)ng + )\pz) > ng((l — )\)nl + )\pl),

dass
n ny

. {p1 } P1 { 1 }
ming —,peocp = — und maxq-—,Ne0 p = —.
o o o o

Analog gilt im Fall % > Z—Z, dass

. y41 ny
min<{ =—,ps0 ¢r = peoc  und max{ —, N0 p = No0.
o o

Mit Blick auf Korollar 2.5 schlieffen wir daher auf die Kostenkomplexitét

_ min{py/o,pgo} P1 P2
O (N max{ny/o,noo} ) ( mm{ ny’ng )

Bemerkungen
1. Im Grenzfall A = 0 gilt ¢ = y/n1/ny und wir haben ny /o = nyo = \/nin,y. Wegen
Satz 2.3 enthilt der Diinngitterraum V¢ dann O(27/v™"2 J) Freiheitsgrade. Deshalb

mln{

muss der logarithmische Term (log N)™ '™ ) als multiplikativer Faktor in (2.8)

hinzugefiigt werden.

2. Im Grenzfall A = 1 ist ¢ = /p1/ps und folglich py /0 = pyo = /p1p2. Aus Satz 2.4
ergibt sich nur die Konvergenzrate O(2-/vPi2/J) im Diinngitterraum V¢. Daher
muss der logarithmische Term /log(N) als multiplikativer Faktor in (2.8) hinzuge-

fiigt werden.

3. Ist Z—ll = Z—z, dann folgt ny /0 = nyo und p; /o = poo fiir alle A = [0, 1]. In diesem Fall
miissen beide logarithmische Terme als multiplikative Faktoren in (2.8) hinzugefiigt

werden.
A
Man tiberpriift leicht, dass o = o(\) aus (2.7) der Ungleichung
min {p1 : nl} < 0% < max {]2 E} fir alle A € [0, 1] (2.9)
P2 N2 P2 M2

gentigt. Insbesondere ist die Funktion o = () stetig in A, so dass alle Werte im Intervall
angenommen werden. Via Lemma 2.6 und anschlieffender Bemerkung haben wir also alle
moglichen Werte von o mit (2.9) abgedeckt. Das nachfolgende Lemma zeigt nun, dass
sich die Konvergenzrate (2.8) verschlechtert, wenn o nicht aus diesem Intervall stammt.
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I \ |
[ >

O min { s } max { s }
p2’ n2 p2’ n2

Abbildung 2.3: Die optimale Konvergenzrate wird erzielt fiir alle o2, die im Interval

(min {i—;? Z—;} max {m o8 }) liegen. Ist 02 ein Endpunkt dieses Intervals,

so tauchen logarlthmlsche Faktoren auf. Die Konvergenzrate verringert
sich substantiell aufserhalb dieses Intervals.

Lemma 2.7 Sei o derart, dass

. n n
02<m1n{&,—1} oder max{ﬂ,—l} < o2,
P2 N2 P2 Mo

Dann ist die Konvergenzrate substantiell kleiner als in (2.8).

Beweis. Unter der Annahme 02 < min {2 ”1} folgt

. h n 1
min {—, 0’ =0? und max<{—, 0% = —.
b2 No N9

Gemaéls Korollar 2.5 ist die Konvergenzrate dann im wesentlichen von der Ordnung

p P 2
- min{;%l’ma} B ﬁ mm{%,a } pyo?
O(N max{i},ngo‘}) — O(N g—max{n2102}) — O(N_ ny )
Es verbleibt daher zu zeigen, dass
2
p20 . P1 D2
<min-<{—,— p.
n1 ny N2

Aber diese Ungleichung ergibt sich sofort aus

o? o? n1
i &4:)0 <jﬂ and b2 <@<:>0 <
ny n D2 ny %) N2

Analog zeigt man die Behauptung im Fall max {p L "1} < 02, wo die Konvergenzrate im

wesentlichen O(N p1/ (”2”2)) ist. O]

Wir wollen zum Schluss noch anmerken, dass im Fall einer Funktion f € H°2(Qy X

Q) mit 0 < s; < p; und 0 < sy < p, alle vorherigen Uberlegungen analog sind mit

S1 82
einer moglicherweise reduzierten Rate (’)( mm{ 1t ne }), falls der Parameter o aus dem

Intervall
min{ﬂ,ﬂ} §02§max{ﬂ,ﬂ} (2.10)
S2 Mg S2 N2

stammt. Wenn als fiir beliebiges s; und s, immer eine (im wesentlichen) optimale Kon-
vergenzrate erzielt werden soll, dann muss o = \/n;/ny gewahlt werden, so dass die
Freiheitsgrade aquilibriert werden.
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2.4 Approximation isotroper Funktionen

Wir wollen nun die Approximationsrate fiir Funktionen f € H9(€; x y) untersuchen.
Falls ¢ > p1 + pa ist, so folgt HI(Qy x Qo) C HELP2(Qq x Qy) und es gelten die Aussagen
aus dem vorherigen Abschnitt. Daher wollen wir von ¢ < p; + py ausgehen. Die hochste
Konvergenzrate wird in diesem Fall erzielt, wenn das Minimum von s; /0 and sso unter
der Bedingung s; + so = ¢ maximal ist. Da wir das Optimum fiir s;/0 = syo erhalten,

schlieBen wir auf die Wahl

2
§1 1= min{aQL:—l’pl}’ S9 1= min{%ﬂ,pg}. (2.11)

Wir erhalten damit das folgende Resultat in Abhéngigkeit von o

Satz 2.8 Gegeben sei f € H?(y x ) und sei o gewéhlt wie in (2.7). Sofern gilt

qo . h
21 zmm{;,an}, (2.12)
wird die Funktion f in I7j’ mit der bestmoglichen Rate approximiert geméaft Lemma 2.6
und der anschliefenden Bemerkung. Andernfalls erhalten wir im wesentlichen, also bis auf
log N-Terme, die reduzierte Rate O(N~=9) mit

1 —
f=— 0= Am + Apy falls 2L < P2
ny (1 —A)(ny +n2) + X(p1 + p2) ni T Ng
und 1—A A
f=— (L= Nna + ps falls 22 > 22,
ny (1 = A)(n1 +na) + A(p1 + p2) ny N2

Beweis. Seien sy, s wie in (2.11) gewéhlt. Dann folgt

min i80 = min 9 P~ o
0_72 O_2+170_7p2 .

Im Fall von (2.12) folgt die Behauptung sofort wegen

. S1 . D1
min 4 —, $o0 p = MiN § —, Poo
o o

und Korollar 2.5. Wir konnen daher annehmen, dass

40 < min P o
o2+1 U’p2

. S1 qo
min ¢ —, 890 p =
o o2 +1

gilt, woraus sich
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ergibt. Im Fall von 22 < 22 folgt aus (2.7), dass max{n;/o,nso} = n; /o und die Konver-
genzrate ist im wesentlichen

q
_ 17+L{72 o (1—M\)nq+Apy
O N max{-—5-,ng0} — O(N ny (1—A)(n1+n2)+/\(p1+p2))' (213)

Gilt hingegen 2t > 22 so folgt max{n;/o,ns0} = nyo und die Konvergenzrate ist im
wesentlichen

e . Gymbwe
O N ot Loz | — O(N o (17A><n1+n2>+x<p1+p2>), (2.14)
Damit ist der Beweis vollstandig erbracht. O]

Bemerkung Fiir 0 = \/p;/p2, das heifft A = 1, fiihrt die Wahl von s;, s5 geméfs (2.11)
auf s; = p; min {pl_‘im, 1} =pm p1-(|1-p2 und s, = py min {plim, 1} = me_qHDQ, vorausgesetzt
es ist ¢ < p; + po. In diesem Fall ist (2.12) nicht erfiillt und wir erhalten die reduzierte

Konvergenzrate O(N~7) mit

q
VPP, g min{p—l @}

N max{%,nza} C pitDpo

nl’ng

Diese Rate stimmt den Ausdriicken in (2.13) und (2.14) iiberein. A

Wenn die maximale Konvergenzrate nicht erzielt wird, die ist die Wahl o0 = y/n;/ny am
besten:

Proposition 2.9 Sei f € HI(Q; x Q) gegeben mit 0 < ¢ < p; +po und sei o wie in (2.7).

Dann ist die Approximation in V7 umso besser, je kleiner der Parameter ) ist. Die héchste
Konvergenzrate wird daher fiir die Wahl A\ = 0 erzielt, das heift o = y/n;/ns, wihrend

sich die kleinste Konvergenzrate fiir die Wahl A\ = 1 ergibt, das heifst 0 = /p1/ps.

Proof. Um die Aussage zu beweisen, geniigt es nachzuweisen, dass fiir festes ¢ < p; + p2
die Konvergenzrate (2.13) und (2.14) kleiner werden, wenn der Parameter \ gofer wird.

Wir nehmen zunéachst % < ﬁ—z an. Dann ist die Funktion

(1 —XN)ny + Apy
(1 = A)(n1 + n2) + A(p1 + p2)

g(A) =

monoton fallend, weil

P1ing — NP2

(SIS T S

g(\)' =

Daher folgt fiir A < p, dass

q (1 —A)n1 + Apy q (1 — ) + ppr
ny (L= A)(ny +n2) + AMpr+p2) ~ 11 (L= p)(ng + na) + p(pr + p2)’

was in Anbetracht von (2.13) dem erste Teil der Aussage entspricht.
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Analog ist die Funktion

(1 — )\)ng + >\p2

h(X) = (1= A)(ny 4+ n2) + Ap1 + p2)

monoton fallend und der Voraussetzung Z—ll > Z—z. Dies fiihrt auf

q (1= A)n2 + Aps q (1 = pna + pups
ng (1 = A)(ny +ng) + AMp1r +p2) ~ n2 (1 — p)(ny +n2) + p(pr + p2)

fir alle A < p. Mit (2.14) entspricht dies dem zweiten Teil der Aussage. O

Bemerkung Im Fall ¢ < p; = ps ist die bestmdgliche Konvergenzrate fiir die Appro-
ximation einer Funktion f € H?(£); X {)y) in einem vollen Tensorproduktansatzraum
O(N~9/(m+n2)) " das heift N < e~(m+nm2)/a. Aus Satz 2.8 folgt, dass im Diinngitterraum
XA/j’ mit o = y/ny/ny die gleiche Rate erzielt wird bis auf logarithmische Terme. Im Fall
q > p1 wir aber implizit gemischte Regularitit ausgenutzt und die Konvergenzrate wird
besser. JAN
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