NXYe oo L .
X< Universitdat Hochdimensionale Approximationsmethoden FS 2025
/XN Basel Prof. Dr. H. Harbrecht

Ubungsblatt 8. Bearbeiten bis: Montag, 28.04.2025, 10:00

Aufgabe 1 (Multivariate Tensorproduktriume | 4 Punkte). Wir betrachten den n-dimensionalen
Einheitswiirfel O := (0, 1)". Driicken Sie folgende Riume als Schnittmengen von Tensorpro-
dukten aus:

(a) HY(OD),
(b) H%(00).
Aufgabe 2 (Quasi-Normen | 4 Punkte). Sei p € (0, 1). Analog zu den bekannten Folgenriumen

definieren wir # als den Raum aller Folgen u = (ug ), so dass

1
p
< oo,

(o]
lalo = |3 huel?
k=1

(a) Zeigen Sie, dass |x + y|P < |x|? + |y/|P.

1
(b) Folgern Sie, dass [u+v|p < 27 max { lallee, [v]e } und zeigen Sie anhand eines Beispiels,
dass diese Abschitzung scharf ist.

(c) Schliessen Sie, dass | - | eine Quasi-Norm ist, d.h., dass eine absolute Konstante C > 0
existiert, so dass [u + v|z» < C(|uf» + |v]e). Finden Sie eine obere Schranke an C?

Aufgabe 3 (Regularitit der Eigenfunktionen | 4 Punkte). Sei f € Héﬁ; )(D1 x Dy). Wir defi-
nieren den Operator S wie tiblich tiber das Integral

(Su)x) = /D F y)u(y) dy.

(a) Zeigen Sie, dass S : L?*(D,) — HP(D;) stetig ist, wobei

ISz e ) < 1l i,y

(b) Wir betrachten die Singulirwertzerlegung f =} \/)L_J(;S i ® V. Zeigen Sie, dass

1
||¢j||HP(D1) < \/_A—j”f"Hr(rﬁ;?)(DlxDz)'

Aufgabe 4 (Vektorwertige Singulitwertzerlegung | 4 Punkte). Wir bezeichnen mit L?(D) den
Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen u : D — R", wobei

1
2

i = W luli = [ [ o ax



(a) Sei f € L%(D; x D,). Zeigen Sie, dass die Operatoren S : L*(D,) — L*(D;) und
S*: L(Dy) — L%(D,), definiert durch

(Sv)(x) = /D f(x,y)Tv(y) dy, (S u)(y) = A f(x, y)u(x) dx,

stetig und zueinander adjungiert sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Operatoren K := SS*: L*(D;) — L3(D))und K = 8*S: L¥(D,) —
L?(D,) kompakt sind. Geben Sie die jeweiligen Kerne von K und K an.

(c) Schliessen Sie, dass eine Singulirwertzerlegung von f der Form
£ y) = 2 V491000
j=1

existiert, wobei (¢;); eine Orthonormalbasis des Bilder von K in L%(D;) und (y;); eine
Orthonormalbasis des Bildes von K in L3(D,) ist.



