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Aufgabe 1 (Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer | 4 Punkte). Sei H ein Hilbert-Raum
und K∶ H → H ein symmetrischer, positiv semidefiniter und kompakter Operator mit den
Eigenwerten �1 ≥ �2 ≥ ⋯ ≥ 0. Zeigen Sie, dass

�k = max
Vk⊂H

dimVk=k

min
v∈Vk
‖v‖=1

⟨v,Kv⟩, �k+1 = min
Vk⊂H

dimVk=k

max
v∈V ⟂

k
‖v‖=1

⟨v,Kv⟩.

Aufgabe 2 (Hyperbolisches Kreuz | 4 Punkte). Auf demEinheitsintervall lässt sich eine Funktion
u durch Projektion auf die ersten Fourier-Koeffizienten

P� ∶= ∑
|k|<2�

û(k)e2�ikx , û(k) ∶= ∫
I
u(x)e−2�ikx dx.

approximieren. Auf dem n-dimensionalen Einheitswürfel □ ∶= [0, 1]n definieren wir für
einen Multiindex � ∈ Nn

0 damit

D� ∶= D�1 ⊗⋯ ⊗ D�n , D� ∶= P� −P�−1,

wobei der Einfachheit halber P−1 ∶= 0 gelte.

(a) Zeigen Sie, dass

D� u ⟂ D� u, � ≠ �.

(b) Wir definieren Q0 ∶= {0} und für J ∈ N

QJ ∶= ⋃
|�|1=J

{
k ∈ Zn ∶ 2�i−1 ≤ |ki| < 2�i , 1 ≤ i ≤ n

}
.

Zeigen Sie, dass

‖‖‖‖
u − ∑

|�|1≤J
D� u

‖‖‖‖L2(□)
=
‖‖‖‖
u −∑

r≤J
∑
k∈Qr

û(k)e2�ik⋅
‖‖‖‖L2(□)

≲ 2−sJ J
n−1
2 ‖u‖H s

mix(□).

(c) Zeichnen Sie Qj für 0 ≤ j ≤ 4 in zwei Dimensionen.

Aufgabe 3 (Griebel-Knapek-Räume | 4 Punkte). Für I ∶= [0, 1],□ ∶= I × I sowie q, s ∈ N0
definieren wir den Griebel-Knapek-Raum

Hq,s(□) ∶=
{
u ∈ H q(□) ∶ )�u ∈ H q(□) für alle |�|∞ ≤ s

}
.

(a) Zeigen Sie über die Fourier-Transformation, dass

Hq,s(□) = (H q+s(I ) ⊗ H s(I )) ∩ (H s(I ) ⊗ H s+q(I )).

(b) Schliessen Sie, dass H q(□) = Hq,0(□) und H s
mix(□) = H0,s(□).



Aufgabe 4 (Verallgemeinertes Eigenwertproblem | 4 Punkte).Wir möchten das Eigenwertpro-
blemKu = �u für einen symmetrischen und positiv semi-definiten Hilbert-Schmidt-Operator
K∶ L2(D) → L2(D) numerisch lösen. Dafür sei L2(D) durch einen Finite-Elemente-Raum
Vℎ mit dim Vℎ = N� diskretisiert. Offensichtlich besitzt der Operator KN� ∶= PVℎ K PVℎ die
Eigenwerte �1,N� ≥ ⋯ ≥ �N�,N� ≥ 0.

(a) Zeigen Sie, dass ⟨vℎ, KN�uℎ⟩L2(D) = �⟨vℎ, uℎ⟩L2(D) genau dann für alle vℎ ∈ Vℎ gilt, wenn
Ku ∶= �Mu, wobei u den Koeffizientenvektor von uℎ bezeichne und

K ∶= [⟨�i, KN��j⟩L2(D)]
N�

i,j=1, M ∶= [⟨�i, �j⟩L2(D)]
N�

i,j=1.

(b) Es bezeichneM = LLᵀ die Cholesky-Zerlegung vonM. Zeigen Sie, dass das verallgemei-
nerte Eigenwertproblem Ku ∶= �Mu äquivalent zum Eigenwertproblem L−1KL−ᵀv =
�v ist.

(c) Sei uk = L−ᵀvk und uk ∶= ∑N�
i=1[uk]i�i. Zeigen Sie, dass die (uk)k orthonormal in L2(D)

sind.

(d) Für M ≤ N� bezeichne RM die L2(D)-Orthogonalprojektion auf die M dominanten
Eigenfunktionen uk. Folgern Sie, dass der Koeffizientenvektor von RM g gegeben ist
durch

M
∑
k=1

(v
ᵀ
kLg)uk.


