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Aufgabe 1 (Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer | 4 Punkte). Sei H ein Hilbert-Raum
und K : H — H ein symmetrischer, positiv semidefiniter und kompakter Operator mit den
Eigenwerten Ay > A3 > -+ > 0. Zeigen Sie, dass

A = max min (v, Kv Aky1 = min max (v, Kv
k ViCH  veV, < > ket VkCH  pevt < >
dim Vi=k |v|=1 dlka k lol= 1

Aufgabe 2 (Hyperbolisches Kreuz | 4 Punkte). Auf dem Einheitsintervall lisst sich eine Funktion
u durch Projektion auf die ersten Fourier-Koefhzienten

P = Y. dk)e™™ ™, a(k) = / u(x)e 2k .,
I

|k|<2%

approximieren. Auf dem n-dimensionalen Einheitswiirfel O := [0, 1]" definieren wir fiir
einen Multiindex a € Njj damit

Dy i=Dg, & ®Dy, Dy i=Py—Pyy,
wobei der Einfachheit halber P_; := 0 gelte.
(a) Zeigen Sie, dass
Dy u L Dgu, o = .
(b) Wir definieren Qp := {0} und fiir ] € N

Q= |J {kez": 2% <kl <2% 1<i<n}.
el =]

Zeigen Sie, dass

u-— Z Dqu

locy <J

u— Z Z u(k)eZﬂlk

r<J keQ,

mix

<2777 Julys. (0)-
LZ(D) (0

(c) Zeichnen Sie Q; tiir 0 < j < 4 in zwei Dimensionen.

Aufgabe 3 (Griebel-Knapek-Riume | 4 Punkte). Fiir [ :=[0,1], O :=I x I sowie ¢, s € Ny
definieren wir den Griebel-Knapek-Raum

H#(0) = {u e HY(O) : 9*u € HY(O) fir alle o) < s }.

(a) Zeigen Sie tiber die Fourier-Transformation, dass

H¥(0) = (H™™() @ H'(D) n (H'(I) ® H(D)).

(b) Schliessen Sie, dass H4(O) = $H%°(0) und H:, (O) = $H%(O).



Aufgabe 4 (Verallgemeinertes Eigenwertproblem | 4 Punkte). Wir méchten das Eigenwertpro-
blem Ku = Au fiir einen symmetrischen und positiv semi-definiten Hilbert-Schmidt-Operator
K : L3(D) — L*(D) numerisch lésen. Dafiir sei L2(D) durch einen Finite-Elemente-Raum
Vi mit dim V), = Ny diskretisiert. Offensichtlich besitzt der Operator K N; =Py, KPy, die
Eigenwerte /11,N¢ > > /1N¢,N¢ > 0.

(2) Zeigen Sie, dass (vp, KON, un)12(p) = Avn, Un)r2(p) genau dann fiir alle v, € Vj gilt, wenn
Ku := AMu, wobei u den Koefhzientenvektor von uj, bezeichne und

K = [(¢; KNMj)LZ(D)]ZL, M = [<¢i,¢j>L2(D)]§il-

(b) Esbezeichne M = LLT die Cholesky-Zerlegung von M. Zeigen Sie, dass das verallgemei-
nerte Eigenwertproblem Ku := AMu iquivalent zum Eigenwertproblem LKL Tv =
AV ist.

(c) Seiug = L7 Tvgund uy := Zf\f’l [u]idi. Zeigen Sie, dass die (uy ) orthonormal in L?(D)
sind.

(d) Fir M < Nj bezeichne Ry die L*(D)-Orthogonalprojektion auf die M dominanten
Eigenfunktionen uy. Folgern Sie, dass der Koefhizientenvektor von Ry g gegeben ist

durch

M

(V,ELg)uk.
k=1



