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Aufgabe 1 (Tensorringe | 4 Punkte). Fiir i = 1, 2 seien D; C R"™ zwei Gebiete und Vo(i) C Vl(i) C
- C L%(D;) geschachtelte, endlichdimensionale Ansatzriume mit dim Vj(l) ~ 2/ Analog

bezeichnen wir mit Vj := Vj(ll) ® Vj(zz) einen Ansatzraum auf L2(D; x D).

(a) Zeigen Sie, dass eine Funktion u € Vj dargestellt werden kann als
R
u= Z Uk ® Wk, R ~ zmin{jlnl,jznz},
k=1

wobei R den Rang von u bezeichne.

(b) Esseinunu € Vjund u’ € Vy. Zeigen Sie, dass der Rang der Summe u + v’ durch die
Summe der Ringe R + R’ von u und v’ beschrinkt ist.

Aufgabe 2 (Sandwich-Argument | 4 Punkte). Fiir D; C R™ und D; C R™ sei f € L*(D; x Dy)
und K = SS* der Trace-Class-Operator mit Kern

K(xy) = /) Fx.2)f(y,2) dz.

Es ist bekannt, dass die Summe der monoton fallenden Eigenwerte A, von K der Abschitzung
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gentigt.
(a) Zeigen Sie, dass
2q
zm/‘lzm+1 S z_mm
(b) Schliessen Sie, dass

o
A[ S { min{ny,ng} 3

Aufgabe 3 (Satz von Mercer | 4 Punkte). Sei H ein Hilbert-Raum und £: H — H ein
symmetrischer und positiv definiter Trace-Class-Operator mit Eigenpaaren (A, @x). Fiir 6 € R
bezeichnen wir mit £ den linearen Operator, welche durch die Bezichungen £0¢ = Azgf)k
induziert wird. Weiter seien Hy, H_ die Hilbert-Riume mit den Innenprodukten

(u,vy_ = <£%u, [,%U>H, (u,v); = <£_%u, L’_%v>H.

(a) Zeigen Sie, dass Hy < H < H_ ein Gelfandscher Dreier ist.



(b) Seinun H = L?(D) und

K(x,9) = Y, AP ().
k=1

Zeigen Sie, dass k(x,-) € H, fiir fast alle x € D und dass

<K(x, ), u>+ = u(x).

Aufgabe 4 (Riesz-Basen Il | 4 Punkte). Es sei H ein Hilbert-Raum und ¥ eine Riesz-Basis von
H.

(a) Sei H’ der Dualraum von H. Zeigen Sie, dass eine Basis ¥ von H’ existiert, welche
biorthogonal zu ¥ ist, das heisst, dass jedes £ € H” eine Darstellung £ = )’ ; d;i/; besitzt,

wobei /(/;) = & ;.
(b) Zeigen Sie, dass die duale Basis ¥ eine Riesz-Basis von H’ ist.

(c) Zeigen Sie, dass die duale Basis ¥ eindeutig ist.



