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Aufgabe 1 (Trace-Class-Operatoren | 4 Punkte). Es sei H ein Hilbert-Raum und K : H — H
ein symmetrischer und positiv semidefiniter und kompakter Operator. Ist (u;); eine Ortho-
normalbasis von H, bezeichnen wir mit

trace K := Z(uj,lCuj>
J

die Spur von K beziiglich (u;);.

(a) Zeigen Sie, dass die Spur nicht von der gewihlten Orthonormalbasis abhingt.

(b) Folgern Sie, dass

trace K = Z Aj,
J

wobei A; die Eigenwerte von K seien.

(c) Wir bezeichnen einen Operator K mit trace K < oo als Trace-Class-Operator. Zeigen Sie,
dass das Produkt zweier Trace-Class-Operatoren wieder ein Trace-Class-Operator ist.

Aufgabe 2 (Abstrakte Hilbert-Schmidt-Operatoren | 4 Punkte). Seien Hj, H, zwei separa-
ble Hilbert-Riume mit Orthonormalbasen (u;); und (v;);. Fiir zwei lineare Operatoren
K, L : Hy — H; definieren wir das Innenprodukt und die zugehorige Norm

(K, L)us = Z(’Cui,vj>Hz<ﬁui,vj>HZ, IKIus = V{K, K)us.
L,j
Schliesslich bezeichnen wir K als Hilbert-Schmidt-Operator, falls |[K[ps < co.

(a) Zeigen Sie, dass (-, -)ys tatsichlich ein Skalarprodukt ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir zwei Hilbert-Schmidt-Operatoren K, £ : H; — H,,

(K, Lyus = Y (Kuj, Lujdp,.
J



Aufgabe 3 (Singulirwertzerlegung Il | 4 Punkte). Gegeben sei D := (0,1) und f € L*(D x D),
wobei bekannt sei, dass

k(x,y) = /Df(x, t)f(y,t)dt = cos (277,'()( - y)).
(a) Zeigen Sie, dass der Integraloperator K : L*(D) — L*(D), definiert durch
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symmetrisch, positiv semidefinit und kompakt ist.

(b) Zeigen Sie, dass jedes Eigenpaar (4, u) von K zu einem Eigenwert A > 0 der Beziehung
W’ + 4r*u = 0.
gentigt.

(c) Bestimmen Sie eine mogliche Singulirwertzerlegung

FCGet) = Ao,
j=1

Hinweis. Anhand der gegebenen Informationen kinnen die Funktionen v; nicht eindeutig be-
stimmt werden. Es reicht also, wenn Sie beliebige, orthonormale Funktionen angeben.

Aufgabe 4 (Riesz-Basen | 4 Punkte). Es sei H separabler ein Hilbert-Raum und ¥ = {i/;}; eine
Familie von Funktionen. Wir bezeichnen ¥ als unbedingte Schauder-Basis, falls jede Funktion
u € H eine (unter Umordnungen invariante) Darstellung

u=y uy;
j

besitzt. Wir bezeichnen ¥ als Riesz-Basis, falls zusitzlich Riesz-Konstanten ¢, C > 0 existieren,
so dass

luly < 3 ujf? < Clulf,
J

Zeigen Sie, dass ¥ genau dann eine Riesz-Basis ist, wenn eine Orthonormalbasis £ = {e;}; und
ein linearer Operator 7 : H — H existieren, so dass | T|g—m, |7 |g—n < oo und Te; = ¢;.



