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Aufgabe 1 (Tensorprodukt-Abschitzungen | 4 Punkte). Wir betrachten zwei Operatoren
K: Hy = Hyund £ : Hs — Hy, wobei fiir 1 < i < 4 die Riume (H;, (-, -)g,) Hilbert-Riume
seien. Weiter seien die Operatoren IC und L stetig, das heisst, es existieren Konstanten Cx und
Cr, so dass

IKvlg, < Celolm, — 1£wlh, < Celwla,,

jeweils fiir alle v € H; und w € Hz. Offensichtlich folgt daraus, dass (K ® £)(v ® W)|p,eH, <
CxCrlv ® w|n,eH,-

(a) Wir betrachten eine Funktion der Form u = )., v; ® w;. Zeigen Sie, dass ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden darf, dass (Kv;); orthogonal in
H, sind. Folgern Sie, dass

2

n
I(C ® L)ulfy,em, < CE| Y, Kvi ® wi

i=1

H,®Hj3

(b) Zeigen Sie, dass orthogonale Funktionen (w’); in H3 und Koefhizienten (c; ;); ; existieren,
so dass w; = 377, ¢; jw’. Folgern Sie, dass

j=1
n n
<3S am

n
Z Kv; @ w;
i=1 H,®H; Jj=1]i=1

und schliessen Sie, dass [(K ® L)u|n,en, < CkCrlulm,mH,-

[will,

H;

(c) Zeigen Sie nun mittels Vervollstindigung, dass [(K ® L)u|p,en, < CxCrluln,on, fir
alle u € H; ® H; gilt.

Aufgabe 2 (Singulirwertzerlegung | 4 Punkte). Betrachten Sie die Matrix

T

1 c R4X2

A =-
5

8 2 4 4
2 2 -4 -1

(a) Berechnen Sie die normierten Eigenpaare (A1, v1) und (45, v2) von ATA.
(b) Erginzen Sie uy = ﬁAvl und uy := ﬁAVz zu einer Orthonormalbasis von R*.

(c) Geben Sie eine Singulirwertzerlegung A = UXVT an.



Aufgabe 3 (Satz von Eckart-Young-Mirsky | 4 Punkte). Gegeben sei eine Funktion f €
L*(D; x D,) sowie fiir M € N die Funktionen fj; der Form

[se] M
f= 00 $k®Yr.  fu=) 0k dk Ok
k=1 k=1

das heisst, fjs bezeichne die Funktion, welche durch das Abschneiden von f nach M Termen
entstehe. Hierbei gelte o1 > 05 > -+ > 0 und (¢ )r und (¥ )x seien Orthonormalbasen des
L2(D;) bzw. des L%(D,).

(a) Zeigen Sie, dass

00 2

If = Fulionon = [ o

k=M+1

(b) Wir definieren die Operatoren A, Ay : LA(D;) — L?(D;) durch

(Aw)(x) = /D foou)dy, (A = / fux yu(y) dy.

D

Zeigen Sie, dass sowohl A als auch Ay stetig sind.

(c) Zeigen Sie, dass HA - ‘AMHLZ(DZ)—J‘Z(Dl) = OpM4l-

Aufgabe 4 (Approximation der Korrelation II | 4 Punkte). Wir betrachten die Korrelationsglei-
chung

(A® A)Cor|u] = Cor[f] inDxD,
{ u=0 auf (D x D).

Es sei Cor[ f]r = XX, v ® v; eine Approximation, welche
| Corl f1- Cor[f]R”LZ(DxD) Se

erfiille. Zeigen Sie, dass dann H Cor[u] — Cor[u] RH D ¢ gilt, wobei Cor[u]g wie auf

0,mix

<
(DxD) ~
Blatt 2 berechnet werde.

Hinweis. Benutzen Sie Blatt 3, Aufgabe 4 vom letzten Semester.



