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Aufgabe 1 (Hierarchische Basis | 4 Punkte). Sei u ∈ C2(
). Wir betrachten die Folge geschach-
telter, quasi-uniformer Triangulationen in den Punkten X0 ⊂ X1 ⊂ ⋯ ⊂ 
, wobei jedes Drei-
eck in jedemVerfeinerungsschritt gemäss unten stehendemMuster in denKantenmittelpunkten
in vier Dreiecke unterteilt werde. Zusätzlich bezeichne Vj ∶= span{�j ,k ∶ 1 ≤ j ≤ Nj } den
zugehörigen Ansatzraum stückweise linearer, nodaler Dreiecksfunktionen der Gitterweite
ℎj ∼ 2−j , das heisst, es gelte �j ,k(xj ,�) = �k,�. Der Einfachheit halber setzen wir zudem
X−1 ∶= ∅, V−1 ∶= {0} sowie Yj ∶= {k ∶ xj ,k ∉ Xj−1}.

(a) Zeigen Sie, dass BJ ∶= {�j ,k ∶ 0 ≤ j ≤ J , k ∈ Yj } eine Basis von VJ ist.

(b) Es bezeichneNj−1(x) ⊂ Xj−1 die Menge der Punkte, zu welchen von x in Tj eine Kante
existiert. Zeigen Sie für die Interpolante uJ ∈ VJ mittels vollständiger Induktion, dass

uJ (x) =
J

∑
j=0

∑
k∈Yj

cj ,k�j ,k(x), cj ,k = u(xj ,k) −
u(xj−1,a(k)) + u(xj−1,b(k))

2
,

wobei jedes xj ,k auf der Kante zwischen xj−1,a(k) und xj−1,b(k) liege.

(c) Zeigen Sie, dass

||cj ,k || ≲ 2−2j ‖u‖C2(
).

Aufgabe 2 (Tensorprodukt-Approximation isotroper Funktionen II | 4 Punkte). Wie in Blatt
2, Aufgabe 2 betrachten wir zwei Gebiete D1 ⊂ Rn1 und D2 ⊂ Rn2 , welche mittels Finiter-
Element-Räume V (1)

j und V (2)
j der Ordnungen p1 und p2 zu den Gitterweiten ℎj ∼ 2−j

diskretisiert seien. Zeigen Sie, dass das Balancieren des Fehlers die bestmögliche Rate für die
Tensorprodukt-Approximation einer Funktion isotroper Regularität liefert.

Aufgabe 3 (Kronecker-Produkt | 4 Punkte). Für A ∈ Rm×n und B ∈ Rk×� bezeichnen A ⊗ B
das Kronecker-Produkt und vec(A) die Vektorizierung

A ⊗ B ∶=
⎡
⎢
⎢
⎣

a1,1B ⋯ a1,nB
⋮ ⋮

am,1B ⋯ am,nB

⎤
⎥
⎥
⎦
∈ Rmk×n�, vec(A) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎣

a1
⋮
an

⎤
⎥
⎥
⎦
∈ Rmn,

wobei aj diej-te Spalte von A bezeichne. Zeigen Sie, dass vec(BXAᵀ) = (A ⊗ B) vec(X) für
alle X ∈ R�×n.



Aufgabe 4 (Kombinationstechnik | 4 Punkte). Wir betrachten die Tensorprodukt-Operatorgleichung
{
(� ⊗ �)u = f in D × D,

u = 0 auf )(D × D),

wobei wir u mithilfe der Kombinationstechnik approximieren wollen. Konkret betrachten
wir auf D die geschachtelten, finite-Elemente-Räume V0 ⊂ V1 ⊂ ⋯ ⊂ H 1

0 (D), bestehend aus
stückweise linearen Funktionen. Weiter bezeichne Rj ∶ H 1

0 (D) → Vj die Ritz-Projektion
bezüglich der zum Laplace-Operator gehörigen Bilinearform und Rj1,j2 ∶ H (1,1)

0,mix(D × D) →
Vj1 ⊗ Vj2 die Ritz-Projektion bezüglich der Tensor-Produkt-Bilinearform

(a ⊗ a)(u, v) ∶= ∬
D×D

(∇ ⊗ ∇)u ∶ (∇ ⊗ ∇)v dx dy.

Für � ≠ 0 sei nun der Ansatzraum und die Approximante

V̂ �
J ∶= ⨁

j1�+j2/�≤J
Wj1 ⊗Wj2 , û�J ∶= ∑

j1�+j2/�≤J
DR
j1,j2 u

gegeben, wobei DR
j1,j2 ∶= Rj1,j2 −Rj1−1,j2 −Rj1,j2−1 +Rj1−1,j2−1.

(a) Zeigen Sie für u = v ⊗ w, wobei v, w ∈ H 1
0 (D), dass

‖‖‖D
R
j1,j2 u

‖‖‖H (1,1)
mix (D×D)

≲ 2−j1−j2‖u‖H (2,2)
mix (D×D). (1)

(b) Schliessen Sie unter der Annahme, dass (??) für alle u ∈ H (1,1)
0,mix(D × D) gelte, dass

‖‖u − ûJ ‖‖H (1,1)
mix (D×D) ≲

{
2−J min{�, 1/�}‖u‖H (2,2)

mix (D×D), falls � ≠ 1,
√
J2−J ‖u‖H (2,2)

mix (D×D), falls � = 1.


