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Aufgabe 1 (Approximation der Korrelation | 4 Punkte). Zu D C R" betrachten wir die
Korrelationsgleichung

(A® A)Cor[u] = Cor[f] inDxD,
{ Cor[u] =0 auf (D x D).

(a) EsseiCor[f] = 25:1 v; ® v;. Zeigen Sie, dass Cor[u] = Z,R:l u; ® u;, wobei jedes u; der

partiellen Differentialgleichung
—Aui =0 in D,
u; =0 aufoD

geniige.

(b) Es seien (¢;); nodale, stiickweise lineare Finite-Element-Funktionen in Hj (D), so dass

Corlu] = Z ujxd; ® ¢r, Corl[f] = Z Jik®j ® .
ik ik

Weiter seien M und A die zugehorigen, symmetrischen Masse- und Steifigkeitsmatrizen.
Zeigen Sie, dass das Galerkin-Problem iquivalent zum Gleichungssystem

AUA = MFM

ist, wobei U = [ujx]jx und F := [ fjr] k-

Aufgabe 2 (Tensorprodukt-Approximation isotroper Funktionen | 4 Punkte). Wir betrachten
zwei Gebiete £2; C R™ und Q, C R™, welche mittels Finiter-Element-Riume Vj(l) und ngz)

der Ordnungen p; und p; zu den Gitterweiten h; ~ 277 diskretisiert seien. Bezeichnet Pg-i)
die L2(;)-Projektion auf V]@, so gilt bekanntlich die Fehlerabschitzung

(1) g p@ ~ min{j 1 2}
If = (PR ®PL) Flixaiean S 27" P 1 flyno oy xanyn w2 oy

mix

Jini+jang

wobeli fiir diese Approximation N ~ 2 Freiheitsgrade verwendet werden.

(a) Balancieren Sie den Fehler, indem Sie j; =], j» =] % wihlen. Zeigen Sie, dass sich
der Approximationsfehler verhilt wie

__ _P1p2
N rmipatnapr

(b) Balancieren sie die Freiheitsgrade, indem Sie j; = J, j, =] Z—; wihlen. Zeigen Sie, dass
sich der Approximationstehler verhilt wie

inf 2L P2
N_ min{ 2nq° ZnZ}.

(c) Welche Wahl ist besser fiir die Tensorprodukt-Approximation isotroper Funktionen?



Aufgabe 3 (Sobolev-Riume und Fourier-Reihen | 4 Punkte). Zu u € L%((0, 1)") betrachten
wir die Fourier-Reihe

ux) = Y a)er ™ k) = / w27 dy.
01"

kezn

(a) Zeigen Sie, dass

||U||i2((o,1)n) = Z (k)|

kezZ"
(b) Zeigen Sie, dass

Oy u(x) = Z Znikjﬁ(k)ezmk'x, ueE ngr((O, nm.
kezZ"

(c) Schliessen Sie, dass

luly oy ~ 2 (1+ ) aCio
kezn

Aufgabe 4 (Isotrope und gemischte Sobolev-Riume | 4 Punkte). Wir definieren I := (0, 1)
und O := ] x I. Zeigen Sie mithilfe der Fourier-Reihe die folgenden Identititen:

HE) (0) =~ B (1) @ H2.(I),

mix,per per per

H3o(O) = H o, (I) ® L*(I) n L*(I) ® Hy, (D).



