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Aufgabe 1 (Algebraisches Tensorprodukt | 4 Punkte). Seien X, Y Banach-Riume iiber R mit
zugehorigen Dualriumen X’ und Y. Fiir n € N fassen wir den formalen Ausdruck Y.\, x; ® y;
als linearen Operator A : X’ — Y, gegeben durch

Ap= Y d(x)y, peX’
i=1

auf, wobei x; € X und y; € Y. Wir setzen

n m
in®yi ~ Zdj@bj,
i=1 j=1

falls diese beiden Ausdriicken den gleichen Operator definieren und die Menge aller Aquiva-
lenzklassen bzgl. ~ als X ® Y. Beziiglich der Operationen

n m m
in®yi+ in@),)/i ::in®y,
i=1 i=1

i=n+1
n n
a Z X5 ®y = Z(axi) ®y
i=1 i=1
ist X ® Y ein Vektorraum, welchen wir als algebraisches Tensorprodukt bezeichnen.

(a) Zeigen Sie, dass ~ tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.
(b) Zeigen Sie, dass

x®Y+Y)=x@y+x®Y,
(ax)®y = x ® (ay).
X®0=0®0.

Aufgabe 2 (Mix-Riume | 4 Punkte). Fiir s := (s1,s;) € N2 definieren wir den gemischten
Sobolev-Raum

Hi (D1 xDy) :=={u: D;xD; > R :
9%9bu € L*(Dy x Dy) fiir alle Jor| < 51, B < 5 }
mit der Norm
1
2

ix(D1xD2) = Z Hagaguuiz(Dlng) ’

o <s1, 1 BI<s2

el

wobei D; € R%, D, c R% zwei Gebiete seien. Zeigen Sie, dass

H*2(D; x D;) C HS, (D; x Dy) C H™™u52(Dy x D).

mix



Aufgabe 3 (Mix-Riume I | 4 Punkte). Fiir zwei reelle Hilbert-Riume (Hj, (-, -)g,) und
(Ha, (-, -)m,) ist der Tensorproduktraum H; ® H, definiert als Vervollstindigung des alge-
braischen Tensorprodukts beziiglich des Skalarprodukts

(u1 ® up,v1 ® V2)myeH, = (U1, V1)H, (U2, V2) b,
Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass
Hy (D1 x D2) = H(Dy) ® H*(D2),

wobei D; C R%, D, C R% zwei Gebiete seien.

(a) Betrachten Sie Funktion der Form u(x,y) = Y.i_; vi(x)wi(y), wobei v; € H*'(D;) und
w; € H%(D,). Zeigen Sie, dass

n
]z Z v ® W
i=1

mix

(D1xD3) —

H%1(D1)®H*2(D3)
(b) Benutzen Sie die Dichtheit der univariaten Polynome in H*(D;) und die Dichtheit der

bivariaten Polynome in HS. (D; x D;), um die Behauptung zu zeigen.

Aufgabe 4 (Momentgleichung | 4 Punkte). Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und D C
R%. Fiir eine Funktion u : D x Q — R, definieren wir den Erwartungswert und die Zwei-
Punkt-Korrelation der Zufallsgrossen u(x, -) als

E[u](x) = /u(x, ) dP(w), X € D,
Q

Corful(x,y) = / u(x, )  uly, ©) dP(w), x,y €D.
Q

Fiir @ € Q betrachten wir die stochastische, partielle Differentialgleichung

—Azu(w) = f(,w) inD,
{ w(w) =0 auf oD,

wobei fast sicher (-, ) € H (D) gelte.

(a) Zeigen Sie, dass

—AE[u] = E[f] inD,
{ E[u] =0 auf oD.

(b) Zeigen Sie, dass

(A® A)Cor[u] = AyAy Cor[u] = Cor[f] inDxD,
{ Cor[u] =0 auf (D x D).



