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Vorwort

Diese Mitschrift kann und soll nicht ganz den Wortlaut der Vorlesung wiedergeben. Spe-
ziell soll sie kein Lehrbuch ersetzen. Vielmehr soll diese Mitschrift das Vorarbeiten des
Vorlesungsstoffes ermoglichen. Dabei sei angemerkt, dass es sich bei den mit Sternchen
versehenen Kapitel um ergénzenden Stoff handelt, der aus Zeitgriinden nicht in der Vor-
lesung behandelt wird, jedoch ebenfalls sehr interessant und praxisrelevant ist.

Literatur zur Vorlesung: Mafsgeblich ist das Stoff der Vorlesung. Der interessierte Le-

ser findet in den nachfolgenden Lehrbiichern zusétzliche Informationen und vertiefende
Einblicke in das Thema:

e Hans-Otto Georgii: Stochastik. Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik (De Gruyter-Verlag)

e Ulrich Krengel: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik (Teubner-
Verlag)

e Norbert Henze: Stochastik fiir Einsteiger (Springer-Verlag)
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Einfihrung

Was ist Stochastik?

Stochastik ist die “Mathematik des Zufalls” und wird in die Bereiche Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik unterteilt. Bei der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden zufillige
Prozesse mit bekannten Wahrscheinlichkeiten untersucht. Die Statistik hingegen zieht
Riickschliisse aus beobachteten Daten. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Grundla-
ge fiir die Statistik.

Beispiele

e Werde ich in der néchsten Ziehung “6 aus 49” einen Hauptgewinn haben?

Wird die Mittagstemperatur morgen iiber 5° Celsius liegen?

Wird mein Computer mehr als zwei Jahre fehlerfrei arbeiten?

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens zwei von n Personen am glei-
chen Tag Geburtstag haben?
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1. Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Zufallige Ereignisse

Um die Konzepte in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu motivieren, werden wir zunéchst
eine umgangssprachliche Erklarung des Begriffs Wahrscheinlichkeitsraum geben. Am Ende
des Kapitels wird dann eine mathematische Definition folgen.

Wahrscheinlichkeitsraum: Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist die Zusammenfassung aller
Teile eines mathematischen Modells zur Beschreibung einer Zufallssituation. Verschiedene
Zufallssituationen fiihren auf verschiedene Wahrscheinlichkeitsrdaume. Ein Wahrscheinlich-
keitsraum wird charakterisiert durch ein Tupel (2, .4, P), wobei wir die Bedeutung von €2,
A und P im folgenden kléren werden.

Zufallssituation: Eine Zufallssituation ist gekennzeichnet durch zwei Eigenschaften:
e sie ist beliebig oft und gleichartig wiederholbar (zumindest gedanklich),
e ihr Ergebnis ist absolut nicht vorhersagbar.

Beispielsweise stellt das Werfen eines Wiirfels, das Lottospiel oder auch der Lebenszyklus
eines Produktes eine Zufallssituation dar.

Versuch: Ein Versuch ist eine Realisierung einer Zufallssituation, wobei wir mit
e w das Ergebnis des Versuchs und
e (2 die Menge aller moglichen Ergebnisse

bezeichnen. Dabei wollen wir annehmen, dass sich jedes Ergebnis des Versuchs eindeutig
einem Element w der Ergebnismenge () zuordnen léasst.

Beispiele 1.1 (Zufallssituationen und Ergebnismengen)
1. Beim Werfen eines Wiirfels ist 2 = {1, 2, 3,4, 5,6} eine endliche Ergebnismenge mit
6 moglichen verschiedenen Ergebnissen.

2. Wir betrachten die Lebensdauer einer Glithlampe. Die Ergebnismenge Q = {w €
R : w > 0} ist iiberabzéhlbar unendlich, wobei das Ergebnis w € € der Lebensdauer
der Glithlampe entspricht.

3. Bei der Uberpriifung von n verschiedenen Geriiten sei das Ergebnis w; definiert
geméf

0, i-tes Gerét defekt,
W; =
1, i-tes Gerét in Ordnung.
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Dann ist Q = {(w1,...,w,) € {0,1}"} eine endliche Ergebnismenge mit 2" Elemen-
ten.

A

Definition 1.2 (Ereignis) Ein zufilliges Ereignis ist eine Teilmenge A C Q. Wenn
w € A gilt, so sagt man, dass das Ereignis A eingetreten ist. Nicht jede Teilmenge
A C ) muss sich als zufélliges Ereignis betrachten lassen, aber alle zufélligen Ereignisse
sind Teilmengen von ().

Beispiele 1.3 (Zufillige Ereignisse (Fortsetzung der Beispiele 1.1))

1. Beim Werfen eines Wiirfels entspricht das Ereignis

A = “es wird eine gerade Zahl gewiirfelt”

der Menge A = {2,4,6}.

2. Fiir eine Gliihlampe wird das Ereignis
A = “Brenndauer liegt zwischen 500 und 5000 Stunden”
beschrieben durch
A={weR:500 <w <5000} C N =Ry
3. Bei der Uberpriifung von n Geriten gilt fiir das Ereignis
A = “es funktionieren mindestens 2 Gerate”

die Beziehung

A= {(wl,...,wn) e {0,1}": gwi > 2}.

1.2 Rechnen mit zufilligen Ereignissen

Wir haben zufillige Ereignisse als Mengen modelliert. Oftmals interessiert jedoch neben
dem Eintreten eines Ereignisses A auch das Nicht-Eintreten von A. Bei zwei Ereignis-
sen A und B konnen wir uns fragen, wann beide eintreten oder mindestens eines von
beiden. Derartige Operationen mit Ereignissen kénnen auf Operationen mit Mengen zu-
riickgefiihrt werden, wobei diese im Kontext der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine eigene
Bedeutung besitzen. Nachfolgend findet sich eine Zusammenstellung der mengentheoreti-
schen Sprechweisen und Operationen in Sprechweisen und Operationen mit Ereignissen.

Bezeichnungen:

e “A oder B”: Dieses Ereignis tritt ein, wenn entweder A oder B oder beide Ereignisse
A und B eintreten, kurz
we AUB.

Graphisch lasst sich dies wie folgt darstellen:
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2%

—AUDB

e “A und B”: Dieses Ereignis tritt ein, wenn A und B gleichzeitig eintreten, kurz

we AN B.

Fiir die Mengen A und B von oben, erhalten wir die folgende Illustration:

17

I

—ANDB

e “nicht A bzw. A”: Dieses Ereignis tritt ein, wenn A nicht eintritt, kurz

wgAsweQ\ A=A

Hierbei nennen wir A das Komplementdrereignis von A, das wie folgt veranschau-

licht werden kann:

o

e “A zieht B nach sich” Ist A eine Teilmenge von B, kurz A C B, dann tritt mit dem
Ereignis A stets auch das Ereignis B ein:

wEA=weEBRB.

e “sicheres Ereignis” A heilst das sichere Ereignis, falls gilt

A=Q.

e “unmdgliches Ereignis”: A heifst das unmogliche Ereignis, falls gilt

A=Q=0.

e “FElementarereignis”: Ein Elementarereignis ist eine einelementige Menge mit dem

Ergebnis w € 2, kurz

A =A{w}.
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e “unwvereinbares Ereignis”: A und B heifsen unvereinbar, wenn gilt
ANB=1.

Die “und”- beziehungsweise “oder’-Operationen konnen auch auf endlich viele oder abzéahl-
bar unendlich viele Ereignisse A; angewandt werden im Sinne von

n

UAZ" ﬁAi beziehungsweise GAi’ ﬁAi.
i=1

1=1 i=1 i=1

Hierbei ist ein Ergebnis w € Q in (J;-, A; enthalten, wenn es ein j € N gibt, so dass
w € A; gilt. Umgekehrt ist das Ergebnis w € © in (;2, A; enthalten, wenn w € A; fiir alle
1 € N gilt.

Satz 1.4 (Rechenregeln fiir zufillige Ereignisse) Fiir das Rechnen mit zufilligen Ereignis-
sen A, B und C' gelten die folgenden Regeln.

1. Kommutativgesetze:

AUB=BUA
ANB=BNA

2. Assoziativgesetze:

(AUB)UC =AU (BUCQC)
(ANB)NC=An(BNC)

3. Distributivgesetze:

4. De Morgansche Regeln:

5. Fiir das unmogliche Ereignis und das sichere Ereignes gelten die Rechenregeln:

AUub=4, AUQ=Q
AND =0, AN =A

Die De Morganschen Regeln kénnen fiir endlich viele oder abzahlbar unendlich viele Er-
eignisse A; verallgemeinert werden. Es gilt

AU...UA,=AN...NA4, und GAi:ﬁE.
=1 =1
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Die verbale Version hierzu lautet: Es tritt genau dann nicht mindestens eines der Ereignisse
A, Ao, ... ein, wenn keines dieser Ereignisse eintritt. Dies bedeutet, weder A; noch A,
noch ... treten ein. Analog ist natiirlich auch

AN, N4, =4U...UA4, und (]44i=:[j}ﬂ.
=1

Wir wollen nun die néchste Zutat fiir den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) einfiihren,
namlich die o-Algebra A. Dabei handelt es sich um ein System von Mengen, das alle
zufilligen Ereignisse enthélt.

Definition 1.5 (0-Algebra) Die Menge A von Teilmengen der Ergebnismenge (2, welche
die zufalligen Ereignisse beschreiben, heiftt o- Algebra beziehungsweise Ereignisalgebra
bezogen auf eine feste Zufallssituation, wenn gilt:

1. Qe A,
2. Ac A= Ac A,
3. 4, e AVie N=J2 A € A

Wie man sich leicht iiberlegt, gelten fiir eine o-Algebra A zusétzlich die Aussagen:
o Aus Q € A folgt wegen der zweiten Eigenschaft, dass auch ) = Q € A.

e Sind die Mengen A; € A fiir alle i € N, so ergibt sich aus der zweiten Eigenschaft
auch A; € A fiir alle © € N. Daher folgt aus der dritten Eigenschaft

i=1 i=1

Dies bedeutet: A; € AVi e N= (2, 4; € A
e Gilt A, B € A, so ist wegen der zweiten Eigenschaft und dem soeben gezeigten auch
A\B=ANBeA
Zusammen mit den Eigenschaften 1-3 aus Definition 1.5 ist daher offensichtlich sicher-
gestellt, dass jedes mogliche Ergebnis von endlich vielen oder abzdhlbar unendlich vielen
Mengenoperationen wieder in der o-Algebra liegt.

1.3 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

A € A sei ein festes Ereignis innerhalb einer Zufallssituation. Wir betrachten n unabhén-
gige, das heift sich gegenseitig nicht beeinflussende, Versuche. Mit h,(A) bezeichnen wir
die absolute Hdiufigkeit des Ereignisses A, dies ist die Anzahl des Eintretens von A bei n
Versuchen.

Definition 1.6 (relative Haufigkeit) Wir bezeichnen mit
hn(A)
n

Hn(A) =

die relative Haufigkeit fiir das Eintreten von A bei n Versuchen.
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Die Erfahrung lehrt, dass fiir n — oo die relative Haufigkeit gegen eine feste Zahl P(A)
strebt. Dies nennt man den Stabilisierungseffekt der Folge H,,(A) der relativen Haufigkei-
ten.

Eigenschaften: Offensichtlich erfiillt die relative Haufigkeit die folgenden Eigenschaften:

1. Positivitdt: Die relative Haufigkeit ist nichtnegativ. Es gilt demnach stets 0 < H,,(A)
fiir alle A.

2. Normierung: H,(Q) = 1.
3. Additivitat: A, B seien unvereinbar, das heift AN B = (), dann gilt
hn(A) + ho(B)  hu(A)  hy(B)

H,(AUB) = : = S S = HL(A) + Ho(B).

Dies bedeutet, dass sich fiir unvereinbare Ereignisse die relativen Haufigkeiten ad-
dieren.

Diese Beobachtungen bilden die Grundlage des Kolmogorovschen Axiomsystems zum
Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten.

Definition 1.7 (Kolmogorovsches Axiomsystem, 1933) Gegeben sei eine Ergebnismenge 2
und eine o-Algebra A, welche eine Zufallssituation beschreiben. Dann ist jedem Ereignis
A € A eine reelle Zahl P(A) zugeordnet, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.
Dabei gelten die folgenden Axiome:

(A1) Positivitit: 0 < P(A) fiir alle A € A.

(A2) Normierung: P(2) = 1.

(A3) o-Additivitat: Fiir eine Folge von Ereignissen A; € A, i € N, welche paarweise
unvereinbar sind, das heift A; N A; = 0 fir i # j, ist

]P(DA) - g}W%’)-

Folgerungen aus den Axiomen (Rechenregeln):
1. P(@) =0

Beweis. Die Ereignisse A; := Q und A; := 0, ¢ > 1, sind paarweise unvereinbar
wegen A; N A; =0, i+# j. Aus den Axiomen Al und A3 folgt, dass

1=P(Q) = P(GA,-) - iIP’(Ai) = 1+f:19>(®).

Hieraus ergibt sich die Behauptung P(()) = 0. O

2. Fiir jede endliche Folge von paarweise unvereinbaren Ereignissen A; € A gilt

]P’(UA) - ZP%’)-
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Beweis. Setzen wir A; := () fiir alle i > n, so folgt die Behauptung sofort aus Axiom
A3. O

. P(A) =1 — P(A)

Beweis. Wegen AU A = Q und AN A = () folgt nach den Axiomen A2 und A3

1 = P(Q) = P(A) + P(A).

. P(AUB) =P(A)+P(B) -P(AN B)

Beweis. Wir definieren C := BN A C B. Es folgt AUB=AUC und ANC =0,
und daher mit Axiom A3

P(AUB) =P(A) + P(C). (1.1)

Weiter gilt fiir D := AN B, dass B=CUD und C N D = ), und folglich
P(B) =P(C)+P(D) =P(C)+P(AN B) (1.2)
gemif Axiom A3. Aus (1.1) und (1.2) ergibt sich dann die Behauptung. O

. Bilden die Ereignisse A; € A eine Zerlegung von €, dies bedeutet die A; sind jeweils

paarweise unvereinbare Ereignisse und Q = J;°, 4;, dann gilt

Beweis. Aus den Axiomen A2 und A3 folgt

1 =P(Q) = P(QAZ») - ZL;IP’(AZ-).

]

Den klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff werden wir dann zur Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten heranziehen, wenn ein Versuch nur endlich viele gleichmogliche Elemen-
tarereignisse besitzt. Wir sprechen hier von Laplace-Modellen:

Satz 1.8 (Laplace-Experiment) Die Ergebnismenge € erfiille die folgenden beiden Vor-
aussetzungen:

a) Q={wi,...,w,} besteht aus n Elementarereignissen,
b) alle Elementarereignisse sind gleich wahrscheinlich, dies bedeutet

P({wn}) = - = P({wn}) ==

Dann gilt fiir ein Ereignis A = {w;,,...,w;,, } C Q
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Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus den Kolmogorovschen Axiomen. m

Bemerkung 1.9 Die Aussage von Satz 1.8 kann auch kurz dargestellt werden durch

_Anzahl der fiir A giinstigen Ereignisse

P(A) =

Anzahl aller moglichen Ereignisse

A

Beispiel 1.10 (Werfen eines idealem Wiirfel) Fiir die Ergebnismenge beim einmaligen
Werfen eines idealen Wiirfels gilt Q = {1,2,3,4,5,6}. Das Ereignis

A = “Primzahl wird gewiirfelt”

ist durch die Menge A = {2,3,5} gegeben. Damit gilt also

A3 1
IP(A)_|Q|_6_2'

JAN

Wir wollen die bisher vorgestellten Begriffe zusammenfiihren und den Wahrscheinlichkeits-
raum streng mathematisch definieren. Zu diesem Zweck erinnern wir uns, dass folgende
drei Komponenten zum Beschreiben des mathematische Modells einer Zufallssituation
bendétigt wurden:

e FErgebnismenge €): Dies ist eine nichtleere Menge, deren Elemente die moglichen
Versuchsausgénge darstellen.

e o-Algebra A: Dies ist die Menge aller Teilmengen von €2, welche zuféllige Ereignisse
bilden und fiir die die Eigenschaften 1-3 aus Definition 1.5 gelten.

o Wahrscheinlichkeitsmafl P: Jedem Ereignis A € A ist in eindeutiger Weise eine Zahl
P(A) zugeordnet, die Wahrschscheinlichkeit genannt wird.

Durch die Zusammenfassung dieser drei Zutaten ergibt sich schlieflich der Wahrschein-
lichkeitsraum:

Definition 1.11 (Wahrscheinlichkeitsraum) Gegeben sei die Ergebnismenge (2, eine o-
Algebra A tiber © und ein Wahrscheinlichkeitsmaf P. Das Tupel (2, .4, P) heift Wahr-
scheinlichkeitsraum der gegebenen Zufallssituation.

1.4 Grundformeln der Kombinatorik

Wir betrachten eine Urne mit n unterscheidbaren (zum Beispiel durch Numerierung)
Kugeln. Wir wollen die Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von m Kugeln bestimmen.
Dabei miissen wir beriicksichtigen, ob eine entnommene Kugel vor der Entnahme der
nachsten Kugel wieder zuriickgelegt wird und ob die Reihenfolge der Kugeln eine Rolle
spielt.

Wenn die Reihenfolge der Entnahme wichtig ist, so spricht man von Variationen. Spiel
die Reihenfolge der Entnahme aber keine Rolle, so spricht man von Kombinationen.
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Variationen: Fiir die Anzahl der Variationen mit Zuriicklegen und ohne Zuriicklegen
der Kugeln erhalten wir:

e Anzahl der Moglichkeiten mit Zuriicklegen: Beim ersten Ziehen kénnen wir aus
n Kugeln auswihlen. Da wir die Kugel wieder in die Urne zuriicklegen, kénnen
wir beim zweiten Ziehen ebenfalls aus n Kugeln auswahlen und so weiter. Es gibt
demnach

n-n-...-.n=n"

m Faktoren

verschiedene Variationen.

e Anzahl der Moglichkeiten ohne Zuriicklegen: Beim ersten Ziehen kénnen wir aus n
Kugeln auswéhlen. Da wir nun aber die Kugel nicht wieder in die Urne zuriicklegen,
kénnen wir beim zweiten Ziehen nur aus n — 1 Kugeln auswéhlen. Da sich beim
k-ten Ziehen gerade n —k+1 Kugeln in der Urne befinden, folgern wir, dass es beim
Ziehen ohne Ziirucklegen insgesamt

n!
sz;krtoren

verschiedene Variationen gibt.

Kombinationen: Wir bestimmen nun die Anzahl der Kombinationen mit Zuriicklegen
und ohne Zurticklegen.
n!

e Anzahl der Mdglichkeiten ohne Zuriicklegen: ) L —
m (n —m)!m!

Beweis. Mit C]"" bezeichnen wir die Anzahl von Méglichkeiten beim Ziehen von m
aus n Kugeln ohne Beachtung der Reihenfolge und ohne Zuriicklegen.

Es gilt C? = 1 und C" = 1, ferner setzen wir C™ := 0 im Falle m < 0. Wir erhalten

=1 (a1,...,am) 1<a; <ax<...<a,<n+l}
—
a;= Nummer der i-ten Kugel
= (a1, an) 1 1< a1 <ay < ... <ap <nj

+H(ar, .. .,am_1,n+1):1<a; <...<apm-q <n}

Vv
=cm1

=Ccrtyom
Wie man leicht mit vollstdndiger Induktion zeigt, entspricht dies der Rekursion
(1)< ()= ()
—~ = ,
m—1 m m

dies bedeutet CI" = (). O

-1
e Anzahl der Moglichkeiten mit Zuriicklegen: (n tm >
m
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Beweis. Die Menge aller {(aj,...,an) : 1 < a1 < ... < a, < n} wird durch
b; := a; + 1 — 1 bijektiv auf die Menge aller Tupel

{(bl,,bm)1§b1<b2<<bm§n+m—1}

abgebildet. Letztere Menge hat aber die Méchtigkeit ("+Z_l). ]
Zusammenfassung:
Anzahl der Variationen Kombinationen

Moglichkeiten |(mit Beachtung der Reihenfolge)|(ohne Beachtung der Reihenfolge)

-1
mit Zuriicklegen nm (n +m )
m
|
ohne Zuriicklegen o n
(n—m)! m

Beispiel 1.12 (Geburtstagsparadoxon) Wir wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir bestim-
men, dass zwei Personen in einem Raum am gleichen Tag Geburtstag haben. Dabei setzen
wir die folgenden Annahmen voraus:

e n Personen sind im Raum,

e keiner hat an einem 29. Februar Geburtstag,

e die iibrigen 365 Tage seien als Geburtstag gleichwahrscheinlich.
Wir interessieren uns fiir das Ereignis

A = “mindestens 2 Personen haben am gleichen Tag Geburtstag”

bzw. fiir die Wahrscheinlichkeit P(A). A tritt also ein, wenn 2,3, 4, ... Personen am selben
Tag Geburtstag haben. Um die Anzahl dieser Moglichkeiten einzugrenzen, bietet es sich
an, mit dem Komplementérereignis zu arbeiten, dies ist

A = “keiner hat am gleichen Tag Geburtstag”

= “alle Geburtstage sind verschieden”.

Die dritte Annahme sichert uns zu, dass ein Laplace-Experiment vorliegt, womit sich

Anzahl der giinstigen Ereignisse

P(A)=1-P(4) =1 Anzahl aller Ereignisse

ergibt.

Als néchstes stellt sich die Frage nach dem zu wahlenden Urnenmodell. Das Modell “Ziehen
mit Zuriicklegen unter Beachtung der Reihenfolge” ist das passende, um den Ergebnisraum
Q2 zu charakterisieren, wihrend das Modell “Ziehen ohne Zuriicklegen unter Beachtung der
Reihenfolge” auf die fiir A giinstigen Ereignisse zutrifft. Es folgt daher

n Faktoren
7\

P(A) = 1— 365-364-363~...~(365—71—#—1).
365™
Fiir n = 23 Personen folgt beispielsweise P(A) = 0.507, wéhrend sich fiir n = 70 Personen

schon P(A) = 0.999 ergibt. A
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Beispiel 1.13 (Lotto (6 aus 49)) Beim Lotto werden 6 Kugeln aus einer Urne mit 49
Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge gezogen. Fiir das Ereignis

A = “genau k Richtige getippt”

gilt
Richtige  Nieten
N /N

6 43
P(A) = Anzahl der giinstigen Ereignisse <l€ (6 = k‘)
B Anzahl aller Ereignisse B (49) '
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2. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und
Unabhangigkeit

2.1 Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) zu einer Zufallssituation und ein festes
Ereignis A € A mit der Wahrscheinlichkeit P(A). Es kann sein, dass die Wahrscheinlichkeit
sich verdndert, wenn man beachtet, dass ein anderes Ereignis B € A bereits eingetreten
ist.

Definition 2.1 (bedingte Wahrscheinlichkeit) Es seien A und B mit P(B) > 0 zufillige
Ereignisse, die zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) gehoren. Dann heifst die Grofke

P(AN B)

P(4IB) = —5 5

(2.1)
bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung, dass B bereits
eingetreten ist.

Motivation iiber relative Haufigkeiten: Es werden n Versuche durchgefiihrt, wobei
hn(A), h,(B) und h,(A N B) jeweils die Anzahl der Versuche angeben, bei denen A, B
bzw. beide Ereignisse eintreten. Die relative Haufigkeit fiir A unter der Bedingung B, kurz
A|B, ergibt sich dann zu

H<A|B)_hn(AmB)_M_Hn(AmB)
"  h.(B) =B H/(B)

n

Beispiel 2.2 (Wiirfelproblem) Mit einem idealen Wiirfel werden zwei Wiirfe ausgefiihrt.
Dabei bezeichnen A und B die folgenden Ereignisse

A = “Ereignis, dass beim ersten Wurf eine 6 gewiirfelt wird”,

B = “Ereignis, dass die Augensumme beider Wiirfel 8 ist”.

Die Augensumme zweier Wiirfel kann durch folgendes Tableau veranschaulicht werden:
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1 23 4 5 6 (2 Wuf)
1 2 3 4 5 6 7
2 34 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
) 6 7 8 9 10 11
6 78 9 10 11 12
(1. Wurf)

Wir sehen, dass fiinf der insgesamt 36 Elementarereignisse giinstig fiir B sind, das heifit,
es gilt P(B) = 5. Weiter ist P(A) = ¢. Nur im Fall, dass erst eine 6 und dann eine 2
gewiirfelt wird, treten A und B ein, dies bedeutet P(A N B) = 5= und P(A|B) = i. Die

Gleichung
P(A|B) =

Ller|g|—
| =

bestétigt Definition 2.1. A

Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten:
1. P(C|C) =1

Beweis. Es gilt
P(CNC) P(CO)

P(C|C) = B = F(O) = 1.
[l
2. P(A|C) =1-P(A|C)
Beweis. Wegen AU A = Q folgt (ANC)U(ANC) = C und weiter
- P(C) P(ANC)U(ANC)) PANC)+PANC)

- PO) P(C) N P(C)

= P(A|C) + P(A|C)
[l

3. P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(AN B|C)

Beweis.
—(ANC)U(BNC)
P((AUuB)NC)
P(AUBI|C) = BC) I
P(AnC) PBNC) B{ANC)N(BNO)
RO RO P(C)

— P(A|C) + P(B|C) — P(AN B|C).
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Bemerkung 2.3 Die Rechenregeln fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|C') sind wie
fiir P(A), das heifst, im ersten Argument darf wie bisher umgeformt werden. Nichts an der
Bedingung umformen, dies geht i.a. schief! A

Beispiel 2.4 (Stapelsuchproblem) Thorsten durchsucht 7 gleichgrofe Stapel von CDs
nach einer ganz bestimmten. Die Wahrscheinlichkeit, dass die CD {iberhaupt in einem
Stapel vorhanden ist, sei 0.8. Es wurden bereits 6 Stapel erfolglos durchsucht. Wie grofs
ist die Wahrscheinlichkeit, die CD im 7. Stapel zu finden?

Wir legen zunéchst die Ereignisse fest:
A; =“CD ist im i-ten Stapel”,

wobei P(A;) =P(Ay) = --- =P(A47) = p gilt.
Aus '

folgt p = 078 = (0.114 und daher

=A7
_ — . P(A;nAin... N4
P(A;[ A, UA, U. .. UAg) = P(A[A N AN ... N Ag) = ——T —
(A7] Ay 2 6) (A7 A 2 6) P(A;N...N Ag)
_ P(4r) P _ 3636

T 1-P(AU...UAs) 1-6p

2.2 Multiplikationsregeln

Durch Umstellen der die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) definierenden Quotienten-
beziehung (2.1) erhélt man eine einfache Multiplikationsregel:

P(AN B) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A). (2.2)

Beispiel 2.5 70% der Studenten eines Jahrgangs schlieffen das Fach Mathematik we-
nigstens mit der Note 3 ab. Unter diesen Studenten erreichen 25% sogar eine der Noten
1 oder 2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit schliefst ein beliebig ausgewahlter Student das
Fach mit 1 oder 2 ab?

Um diese Frage zu beantworten, sei

A = “Student schliefst das Fach Mathematik mit 1 oder 2 ab”,
B = “Student schlieft das Fach Mathematik mit 1,2 oder 3 ab”.

Gemifs (2.2) folgt dann
P(A) =P(ANB)=P(A|B)-P(B) = 0.175.
——

~——
=0.25 =0.7
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Satz 2.6 (erweiterte Multiplikationsregel) Es seien Aj, A, ..., A, Ereignisse aus der o-
Algebra A zu einer festen Zufallssituation, wobei P(A; N AsN...NA,_1) > 0 gelte. Dann
ist

Beweis. Aufgrund von A;NA;N...NA, CANAN...N A, fir alle m < n, folgt
aus P(AyNAyN...NA, 1) >0auch P(A4;NAyN...NA,) > 0. Deshalb ergibt sich die
Behauptung durch vollstdndige Induktion aus der Multiplikationsregel (2.2), weil

P(AiN...NA,) =PA,JA1N...NA, 1) - P(AN...NA,1),
]P)(Al N...N Anfl) == ]P(Anfl‘Al Nn...N Aan) . P(Al N...N Aan)a

P(A, N Ay) _ P(As|A;) - P(A)).
]

Beispiel 2.7 (Baumdiagramm und Pfadregel) Ein Baumdiagramm ist ein praktisches
Hilfsmittel, um die verschiedenen Ergebnisse eines Zufallsexperiments iibersichtlich dar-
zustellen. Sinnvollerweise wird es verwendet, wenn ein Versuch aus mehreren Schritten
besteht. Interessiert man sich etwa nacheinander fiir die Ereignisse A, B und C|, so kon-
nen alle moglichen Ergebnisse durch den folgenden Baum erfasst werden:

p(CIAD B)
) —
B\ P(Clan g
pCIANP)
Q\PA P(E/A)
F(Cl4 NB)
XP(C\Z/AO B)
2 _
) (B _
Pz B)
(@/@ P(C!
P(Clanz

Die Kanten des Baumes sind gewichtet mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem
Knoten zum néchsten. Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem gegeben Knoten zum
Folgeknoten ist offensichtlich die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis im Fol-
geknoten eintritt unter der Bedingung, dass man sich im gegeben Knoten befindet. Beim
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Entlanggehen eines Pfades muss man die Wahrscheinlichkeiten miteinander multiplizie-
ren, was gerade der Multiplikationsregel aus Satz 2.6 entspricht. Diese heifst daher auch
Pfadregel. A

Satz 2.8 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Es seien By, Bs, . .. eine Zerlegung von
), das heifst

i=1

Dann gilt fiir ein beliebiges Ereignis A die Formel

P(A) = P(A|B)) - P(B,) + P(A|B2) - P(B2) + ... = ) | P(A|B;) - P(B)).
i=1
Beweis. Da die B; eine Zerlegung von 2 bilden, gilt
A=ANQ=AnN (UBi) =JanB).
i=1 i=1
Wegen der paarweisen Unvereinbarkeit von A N B; fiir alle ¢ = 1,2, ... folgt hieraus aber
P(4) = Y P(ANB) S P(A|B) - B(B).
i=1 i=1

B,

Veranschaulichung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit.

Satz 2.9 (Formel von Bayes) Unter den Voraussetzungen von Satz 2.8 gilt fiir P(A) > 0
die Bayessche Formel

P(A|B;) - P(B;)) P(A|B;) - P(B;)

P ==""3@  ~ = P@AB) P(B)

i=12,....
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Beweis. Aus (2.2) folgt
P(AN B;j) = P(A|B;) - P(B;) = P(B;|A) - P(A),

dies bedeutet
A|Bj) - P(B;)
P(A) '
Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt dann auch die letzte Gleichung. [

P(B,|4) = 1

Beispiel 2.10 (Pannenhilfe-Problem) Die Statistik der ambulanten Pannenhelfer des Au-
tomobilclubs ADAC wies fiir ein Jahr aus, dass bei vorgefundenen Schiden im Bereich
der Motorausfille folgende Schadenstypverteilung zu verzeichnen war:

50% Storungen an der Ziindanlage,
30% Storungen an der Kraftstoffzufuhr,
20% andere Storungen.

Der Pannenhelfer konnte vor Ort den Schaden beheben

in 50% aller Fille bei Storungen der Ziindanlage,
in 30% aller Falle bei Storungen der Kraftstoffzufuhr,
in 5% aller Fille bei sonstigen Stérungen.

Wir wollen zwei Fragen beantworten:
1. In wieviel Prozent der Falle konnte bei Motorausfillen vor Ort geholfen werden?
2. Wie wahrscheinlich sind die drei Schadenstypen, wenn geholfen werden konnte?
Um die erste Frage zu beantworten, beachten wir, dass die Ereignisse

B; = “Fehler an der Ziindanlage”,
By = “Fehler and der Kraftstoffzufuhr”,

B3 = “sonstiger Fehler”
eine Zerlegung von (2 bilden, wobei
P(B;) =0.5, P(B3)=0.3, P(B;3)=0.2

gilt. Damit erhalten wir fiir das Ereignis

A = “Schaden konnte vor Ort behoben werden”
geméf dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = P(A|By) -P(By) + P(A|Bs) -P(By) + P(A|B3) -P(Bs) = 0.35.
=0.5 =0.3 =0.05

Es konnte also in 35% aller Félle vor Ort geholfen werden.

Als néchstes wollen wir uns mit der zweiten Fragestellung befassen. Diese ldsst sich mit
Hilfe der Bayesschen Formel beantworten, denn es gilt mit Satz 2.9

P(A[B,) - P(B1)

P(B|A) = B = 0.714,
P(B,|A) = MA'?;()A)P(B 2) _ 0.257,
P(B;|A) = P(A%()A)P(BS) = 0.029.
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2.3 Stochastische Unabhangigkeit

Definition 2.11 (stochastische Unabhangigkeit) Zwei Ereignisse A, B € A heifsen sto-
chastisch unabhingig, wenn gilt

P(AN B) = P(4) - P(B).

Bemerkung 2.12 Stochastisch unabhéngig bedeutet P(A|B) = P(A) und P(B|A) =
P(B), das heifit, der Zufallscharakter der Ereignisse A und B beeinflusst sich nicht gegen-
seitig. JAN

Satz 2.13 Falls A und B stochastisch unabhéngig sind, so sind auch die Ereignisse A
und B, A und B, sowie A und B stochastisch unabhéngig.

Beweis. Wegen

P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) - P(B)
— B(4)- (1~ B(B)) = P(4) - P(B)

sind mit A und B auch A und B stochastisch unabhiingig. Analog zeigt man die verblie-
benen Fille. O

Auf der stochastischen Unabhéngigkeit beruhen die meisten Aussagen der Zuverlissig-
keitstheorie, die nicht nur in der Technik, sondern auch in anderen Disziplinen Anwendung
finden.

Beispiel 2.14 (Serien- und Parallelschaltung von Bauteilen) Ein Gerét bestehe aus 2 Bau-
teilen T} und 75, bei denen unabhéngig voneinander Defekte auftreten kénnen. Die sto-
chastisch unabhéngigen Ereignisse A; mit P(A;) = p; und As mit P(A;) = py treten auf,
wenn die Bauteile 77 und 75 funktionieren. Bei zwei Bauteilen konnen wir zwischen einer
Serienschaltung und einer Reihenschaltung unterscheiden.

— (T {1
Eine Serienschaltung funktioniert, wenn sowohl 77 als auch 75 funktionieren. Die
Wahrscheinlichkeit hiefiir ist

1. Serienschaltung:

stoch.

]P)(Al N AQ) un%bh. ]P)(Al) . ]P(AQ) = P1P2.

2. Parallelschaltung:

LT

L Ta |
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Eine Parallelschaltung funktioniert, wenn 7T oder 75 funktionieren. Die Wahrschein-
lichkeit hiefir ist

stoch.

P(A; U Ay) =1 —P(A;UAy) =1 —P(4A; NAy) "2 1 —P(4)) - P(A,)
=1—(1—=p)(—pa).

Eine Kombinationen von Serien- und Parallelschaltungen kann man durch geeignetes Zu-
sammenfassen behandeln:

In der oben gezeigten Schaltung kann zunéchst die Parallelschaltung der Bauteile 77 und
T, durch ein neues Bauteil Ty ersetzt werden. Fasst man nun die Serienschaltung der
Bauteile T3 und 75 in einem neuen Bauteil 75 zusammen, so kann die Baugruppe, welche
aus den Bauteilen 77, T, und 75 besteht, durch ein einziges Bauteil ausgedriickt werden.
Schliesslich muss man nur noch die Parallelschaltung der Bauteile T, und Tg berticksich-
tigen, um zu bestimmen mit welcher Wahrscheinlichkeit die Schaltung funktioniert. A

Wir betrachten nun Unabhéngigkeitsfragen fiir n Ereignisse Aq, Ao, ..., A, € A.

Definition 2.15 (vollstindige stochastische Unabhangigkeit) Die Ereignisse Ai,..., A,
heifsen vollstdndig stochastisch unabhingig, wenn fiir jede Auswahl von m < n
Ereignissen gilt:

Man beachte, dass es in dieser Definition nicht geniigt, nur die Gleichheit

g m A) - ﬁpm

zu fordern. Insbesondere konnen die Ereignisse Ay, ..., A, paarweise stochastisch unab-
héngig sein, ohne dass sie wvollstindig stochastisch unabhéngig sind. Wir wollen diese
Feststellung durch ein Beispiel illustrieren.

Beispiel 2.16 Sei 2 ={1,2,3,4} mit

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = i-

Die Ereignisse A = {1,2}, B = {1,3} und C = {2, 3} besitzen die Wahrscheinlichkeit
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Wegen
P(AN B) = P({1}) = ; = P(4) - B(B),
P(ANC) = P({2)) = | = P(4) - F(C),
P(BNC) = B({3)) = ; = B(B) - P(C)

sind A, B und C' paarweise stochastisch unabhéngig. Jedoch ergibt sich

P(ANBNC)=P0)=0#£P(A)-P(B) -P(C) = %,

das heift, es liegt keine vollstindige stochastische Unabhéngigkeit vor! JAN

Eine fiir die Praxis sehr wichtige Folgerung aus der vollstandigen stochastischen Unab-
héngigkeit ist die folgende. Sind die Ereignisse Ai, As, ..., A, vollstindig stochastisch
unabhéngig, so gilt

— 1 (1-P(4)) - (1-P(Ay)) ... (1—P(4,).

Mit anderen Worten, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wenigstens eines der Ereignisse
Aq, As, ... A, eintritt, ist gleich 1 minus dem Produkt aus den Einzelwahrscheinlichkeiten
fir das Eintreten von A;.

2.4 Produktexperimente

Wir nehmen an, wir kennen schon Modelle (€21, A1, Py), ..., (2, A, Py), und wollen nun
ein Modell fiir das Experiment konstruieren, welches aus der unabhéngigen Hintereinan-
derausfiihrung dieser Teilexperimente besteht.

Definition und Satz 2.17 (Produktexperiment) Werden die Wahrscheinlichkeitsrdume
(Q, A;,P;), 1 =1,2,...,n, unabhingig gekoppelt, so entsteht das Produkt der Wahr-
scheinlichkeitsrdume (€2, A, P) geméafs

Q:QIXN.xQn’ A:A1®®An’ P=P® - --P,.

Die Ergebnismenge 2 besteht demnach aus allen n-Tupeln w = (wy, ..., w,) mit w; € ;.
Die Produkt-o-Algebra A ist die kleinste o-Algebra, die alle Produktmengen A = A; x
- -x A, mit A; € A, enthélt. Insbesondere ist fiir die Produktmenge A = A; x---x A, € A
die Wahrscheinlichkeit P(A) gegeben als

P(A) = P1(A1) - Pa(42) - ... - Pu(4y).
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Ist X;(w) die i-te Koordinate von w = (w1, ...,w,), so wird in  das Ereignis, dass sich
im i-ten Teilexperiment A; C €2; ereignet, durch {w € Q : X;(w) € A;} beschrieben, kurz
{X; € A;}. Esist

A=A x A, = [{X: € A}
=1

das Ereignis, das sich fiir alle 7 = 1,...,n im i-ten Teilexperiment A; ereignet. Unter dem
Produktmafl P ist die Wahrscheinlichkeit dafiir

P06 € A}) = P(A) = Fu(4) Bafia) ... Pu(4).

Héalt man 1 < k < n fest und setzt A; := §; fiir i # k, so folgt

n

(X € A} = {Xi € A},

i=1

und weiter

Dies entspricht der selbstverstandlichen Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
im k-ten Teilexperiment A, C ) eintritt, mit der Wahrscheinlichkeit iibereinstimmen soll,
die Ay im k-ten Teilmodell (2, A, Px) besitzt. Aus der Rechnung folgt insbesondere

P(Q{Xi € Ai}) - iljn»({xi € A}

Da hierin beliebig viele A; = €2; gesetzt werden konnen, gilt
P(H{Xi c Ai}) =[[P{xi€ A}), TC{12...,n}.
i€ i€T

Das Modell hat also wirklich die geforderte Eigenschaft, dass darin Ereignisse, die etwas
iiber die Ausgéinge verschiedener Teilexperimente aussagen, unabhéngig sind.

Beispiel 2.18 (n-facher Miinzwurf) Wir betrachten eine Folge von n unabhéngigen Ein-

zelexperimenten, die fiir jedes i = 1,2, ..., n jeweils durch die Ergebnismenge €; = {0, 1}
und das Wahrscheinlichkeitsmafs
Pi(w;) = D, alls w
1—p, fallsw; =0,

beschrieben sind. Hierbei ist 0 < p < 1. Die Ergebnismenge ist
Q={0,1}" ={(w1,...,wn) 1 w; € {0,1}, 1 <4 < n},

und das Wahrscheinlichkeitsmaf ist gegeben durch

n

P("‘") = P(wlv cee an) = HPZ<w2> = pk(l - p)n7k7

=1

wobei k die Anzahl der Indizes ¢ mit w; = 1 ist. A
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3. Diskrete Verteilungen

3.1 Zufallsgrolen

Vielfach sind die Ergebnisse von zufélligen Versuchen von Natur aus Zahlenwerte. Héufig
mochte man aber auch in Féllen, wo dies nicht der Fall ist, Zahlenwerte zur Charakte-
risierung der Ergebnisse von Zufallssituationen verwenden. Dies geschieht mit Hilfe von
Zufallsgrifien X, wobei jedem Ergebnis w € € eine reelle Zahl X (w) als Wert der Zufalls-
grofe zugeordnet wird.

Beispiele 3.1 (ZufallsgroRBen)

1. Beim Werfen von zwei Wiirfeln gilt Q@ = {(¢,7) : 4,5 € {1,2,...,6}}, wobei ¢
und j die gewlirfelte Augenzahlen des ersten bzw. zweiten Wiirfels bezeichnen. Die
Augensumme ergibt sich dann als X (w) =i+ j.

2. Fiir n betrachtete Glithlampen bezeichne w; die zufillige Lebensdauer der i-ten
Lampe in Stunden. Dann ist = {(wi,...,w,) : w; > 0 fiir alle ¢} die Ergeb-
nismenge. Sowohl X (w) = wy, (Lebensdauer der k-ten Lampe) als auch X(w) =
L(wy +ws + ... + wy) (mittlere Lebensdauer von n Lampen) stellen ZufallsgroRen
dar.

A

Definition 3.2 (ZufallsgroRe) Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum zu einer festen
Zufallssituation. Dann heifst die Abbildung X : 2 — R Zufallsgrofie oder Zufallsvaria-
ble iiber (2, A, P), wenn

{weQ: X(w)elle A

fiir alle Intervalle I der reellen Achse.

Der durchaus gebréuchliche Begriff Zufallsvariable ist etwas irrefiihrend, denn strengge-
nommen ist eine Zufallsgrofe keine Variable, sondern eine Abbildung. Wir werden daher
im folgenden den Begriff Zufallsgrosse verwenden.

Bemerkung 3.3 Fiir die Wahrscheinlichkeit P({w € ©Q : X(w) € I}) schreiben wir
verkiirzt P(X € I). A

Definition 3.4 (diskrete ZufallsgroRe) Eine Zufallsgrofe heifst diskret, wenn sie nur end-
lich oder abzahlbar unendlich viele Werte annehmen kann.
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Die erste Zufallsgrofse aus Beispiel 3.1 ist eine diskrete Zufallsgréfe. Bei der zweiten han-
delt es sich um eine stetige Zufallsgrofse, auf die wir im néchsten Kapitel eingehen werden.

Definition 3.5 (Wahrscheinlichkeitsfunktion) Ist X eine diskrete Zufallsgrofte mit den
Werten x1, x9, ..., so bezeichnet die Zuordnung
pi = P(X = x;), i=12,...
die Wahrscheinlichkeitsfunktion der diskreten Zufallsgrofe X.
Beispiel 3.6 (Werfen mit einem Wiirfel) Die Zufallsgrosse X entspreche der gewiirfelten

Augenzahl beim Werfen mit einem Wiirfel. Die endliche Zahl der Ereignisse erlaubt eine
Darstellung der Wahrscheinlichkeitsfunktion als Tabelle:

i|1]2]3]4]5]6
v |[1[2]3[4]5]6

1 1 1 1 1 1
Pilglslslaslsls

A

Eine diskrete Zufallsgrofte X wird offensichtlich vollstdndig durch ihre Wahrscheinlich-
keitsfunktion charakterisiert. Dabei gelten fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion die folgen-
den Aussagen:

e Esgilt 0 < p; <1 fiir alle 4.
e Die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten ist identisch 1, kurz Zpi =1.

e Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsgrofe X im Intervall [a, b] liegt, be-
rechnet sich gemaéls

Pla< X <b) = Zpi.

a<x; <b

Beispiel 3.7 (geometrische Verteilung) Ein Automat sei so eingerichtet, dass er sofort
anhalt, sobald ein defektes Teil produziert wird. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
defektes Teil erzeugt wird, sei p. Die Ausfille (Defekte) sind von Teil zu Teil unabhéngig.
Die diskrete Zufallsgrofse

X = “Anzahl der produzierten einwandfreien Teile”
besitzt die geometrische Verteilung. Dabei gilt fiir das Ereignis

A; = “i-tes produziertes Teil defekt”

P(X =0) = P(A)) =b
P(X =1) =P(A; N Ay) =(1=p)-p
P(X =2) =P(A; N AN A3) =(1-p)* p,

P(X =4)=P(AN...NA;NA)=(1-p)'-p, i=0,1,2,....
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Offensichtlich gilt 0 < p- (1 —p)* <1 fiir allei =0,1,2,... und

;(1—p)i-p=p-;(1—p)i=p'ﬁ=p-1—1)=1.

3.2 Verteilungsfunktion

Definition 3.8 (Verteilungsfunktion) Es sei X eine Zufallsgrofe. Dann heift die zu X

gehorige Funktion
F(z) =P(X <x)

Verteilungsfunktion von X. Fiir diskrete Zufallsgrofen X mit den Werten xzq, xs, . ..

gilt
F(z) = Z Di.

z; <z

Eigenschaften der Verteilungsfunktion:
1. lim F(z) =0

T—r—00

2. lim F(z) =1

r—r00
3. F(x) ist monoton wachsend (nicht notwendigerweise streng), das heifst
r<y= F(z) < F(y).
4. F ist rechtsseitig stetig, das heifst
lim F = F(x).
lim F(y) = F(2)

Bemerkung 3.9 Bei diskreten Zufallsgrofien ist die Verteilungsfunktion immer eine reine
Treppenfunktion. Die Punkte z; kennzeichnen die Sprungpunkte und die Werte p; die
dazugehorige Sprunghohe. Rechtsseitige Stetigkeit bedeutet, dass der Funktionswert an
der Sprungstelle dem rechten Teil des Funktionsgraphen zugeordnet wird. JAN

Beispiel 3.10 (Fortsetzung von Beispiel 3.6) Entspricht X der gewiirfelten Augenzahl
beim Werfen eines Wiirfels, so erhalten wir die folgende Verteilungsfunktion:

Di

1 1 1 1 1 xl
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3.3 Erwartungswert

Wir nutzen zur Erklarung das Maschinenmodell der geometrischen Verteilung. Die Ma-
schine wird dabei n mal gestartet mit dem folgenden Ergebnis:

hn(0) = “Anzahl der Versuche, die 0 einwandfreie Teile liefern”,

hn(1) = “Anzahl der Versuche, die 1 einwandfreie Teile liefern”,

hn (i) = “Anzahl der Versuche, die i einwandfreie Teile liefern”.

Wir fragen, wieviel funktionstiichtige Teile die Maschine im Mittel auswirft. Es sind

funktionstiichtige Teile.
Fiir die geometrische Verteilung ergibt sich beispielsweise

B (e () A
1

wobel wir die Summenformel

Zz’x“ =4 _1x)2 (3.1)

benutzt haben, die sich durch Differentation nach x aus der bekannten Identitét

Zx :1—90

=0

ergibt.

Definition 3.11 Sei p; = P(X = ;) die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten
Zufallsgrofe X. Dann wird

E(X) = Z Tip; = Z:Ei]P’(X = 1;) (3.2)

Erwartungswert oder Mittelwert der Zufallsgrofe X genannt, falls gilt ) . |x;|p; < oc.
Konvergiert die Reihe (3.2) nicht absolut, so existiert kein Erwartungswert.
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Bemerkung 3.12 Es gilt offensichtlich die Identitét

= Y B({w}) - X(w). (3.3)

weN

Beispiel 3.13 (Wiirfeln mit einem Wiirfel) Fiir die Zufallsgrofse
X = “gewiirfelte Augenzahl”

ergibt sich

A
Eigenschaften des Erwartungswertes:
1. Falls E(X) existiert, so gilt fiir alle a,b € R
E(aX +b) =a-E(X) +b. (3.4)
Beweis. Es gilt
]E(aX—l—b):Z(a r,+b)pi=a- szpz—l—b Zpl—a E(X) + 0.
=5
[
2. Falls E(X) und E(Y) existieren, so gilt
E(X +Y)=E(X)+E(®Y). (3.5)
Beweis. Nach (3.3) folgt
B(X +Y) =) (X(w)+Y(w) - P({w})
weQ
=) X(w)-P{w}) + ) Y(w) P{w})
weQ weQ
= E(X) + E(Y).
[

3. Falls E(X) und E(Y) existieren, gilt
X <Y = E(X) < E(Y).

Beweis. Die Behauptung folgt wieder mit (3.3):

ZX P({w}) <) Y(w) P({w}) =E().

wEQ <Y (w) weN



32 Kapitel 3. Diskrete Verteilungen

Bemerkung 3.14 Die Bezichungen (3.4) und (3.5) implizieren die Linearitit des Erwar-
tungswerts, dies bedeutet

E(aX +bY) = aE(X) + DE(Y). (3.6)
A

Neben E(X) kann auch der Erwartungswert von Funktionen einer Zufallsgrofe X betrach-
tet werden, zum Beispiel g(X) = sin(X) oder g(X) = X?.

Satz 3.15 Seip; = P(X = z;) die Wahrscheinlichkeitsfunktion der diskreten Zufallsgrofe
X. Falls E(X) und E(g(X)) existieren, gilt

E(9(X)) = Zg(%’) ‘pi = Zg(mi)P(X = ;).

Beweis. Fiir die Zufallsgrofse Y := g(X) folgt

E(Y) = Z%’P(Y = ¥i)

3.4 Varianz

Definition 3.16 Existiert E(X?), so heift die Grofe o = V(X) mit
V(X) = E([X - E(X)])

Varianz oder Streuung der Zufallsgrofe X. Die Wurzel o := /V(X) heift Standard-
abweichung der Zufallsgrofte X.

Bemerkung 3.17
1. Die Varianz V(X) ist die mittlere quadratische Abweichung einer Zufallsgrofe X
von ihrem Erwartungswert E(X).
2. Wegen
X <1+ X?

folgt aus der Existenz von E(X?) auch die Existenz von E(X).
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Lemma 3.18 Fiir eine Zufallsgrofe X gilt mit a,b € R

V(aX +b) = a®V(X).

Beweis. Geméf der Definition der Varianz folgt
V(aX +b) = E([aX 4+ b—E(aX +b)]*) = E([aX — aE(X)]?)
(X)+b
=aE

= ’E([X — E(X)]?) = a®V(X),
das ist die Behauptung. O

Satz 3.19 Es gilt

Beweis. Wir haben
V(X) =E(X —EX)]’) = E(X? - 2XE(X) + E*(X))
GO R(X?) - 2. E(X) - E(X) +EX(X) = E(X?) — EX(X).
=E2(X)

]

Beispiel 3.20 (Varianz der geometrischen Verteilung) Wir berechnen die Varianz V(X)
fiir die geometrische Verteilung auf Grundlage der Formeln

pi=p-(-pF,  EX)=""P  v(x)=EX? - E(X).

p
Hierzu benétigen wir die folgende Summenformel
< —2
i(i — 1)z = A=
=0

= ii-1) pl—p) +;ip(1 -p)
——

=0 —p(1—p)2(1—p)i~2
—E(X)
2 1—0p
=p ———(1—p?+—
(1-(1-p))? p
——————
=2/p3

2L —p)2 1-—
( 210) il s
p p
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und weiter

V(X) = E(X*) - E*(X) =

A

Mit Hilfe von Erwartungswert und Varianz einer Zufallsgréffe X kann man bereits eine
obere Abschétzung fiir die Wahrscheinlichkeit angeben, dass die Zufallsgrosse X Werte
aufserhalb eines symmetrisch um den Erwartungswert gelegenen Intervalls annimmt. Man
beachte, dass die konkrete Verteilung der Zufallsgrofse hierbei nicht bekannt sein muss!

Satz 3.21 (Tschebyscheffsche Ungleichung) Fiir alle ¢ > 0 gilt

V(X)

B(IX —E(X)| 2¢) < —

oder anders geschrieben

P(X —E(X)|>k-0)<—, k>0

1
k2

Beweis. Fiir eine diskrete Zufallsgrofse ergibt sich die Behauptung aus

VX) =Y (2~ E(X))pi > (2 — E(X))* ps
; i:inEZ(X)|>5T

> Y p=2 BX -E(X) > ¢)

|z, —E(X)|>e

durch Auflésen nach P(|X — E(X)| > €). Der Beweis im Falle stetiger Zufallsgrofen wird
spater nachgeliefert. O

Bemerkung 3.22 Wie der Beweis zeigt, gilt die Tschebyscheffsche Ungleichung auch im
Falle strenger Ungleichheitszeichen: Fiir alle € > 0 gilt also auch

V(X)

P(IX —E(X)| >¢) <

A

Durch Ubergang zum Komplement erhélt man natiirlich durch die Tschebyscheffsche Un-
gleichung auch eine untere Abschéatzung fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Zufallsgrofse X
Werte innerhalb eines symmetrisch um den Erwartungswert gelegenen Intervalls annimmt:

V(X)

P(IX -E(X)[ <) =1 -P(IX —E(X)| > ) > 1 - —




3.5. Schwaches Gesetz der grofen Zahlen 35

3.5 Schwaches Gesetz der grollen Zahlen

Definition 3.23 Eine Folge von Zufallsgrofen X, Xs,..., X,, heift stochastisch un-
abhéngig, wenn sich der zuféllige Charakter aller beteiligten Zufallsgrofen gegenseitig
nicht beeinflusst, das heifst, wenn gilt

P(Xl = 71, X :x27~~7Xn:xn) :]P)<X1 :xl)P(X2:x2)P(Xn:In)

Bemerkung 3.24 Im Gegensatz zu Ereignissen (vgl. Definition 2.15) ist hier die Defini-
tion ausreichend. Die Unabhéangigkeit von X, Xs, ..., X, impliziert aufgrund von

]P)(Xl = l’l,XQ = T2,... 7Xn71 = l’n,1>
= Z]P(Xl = l’l,XQ = l’g,...,Xn = l'n)

Tn

=P(X;=21) P(Xp =15) - ... - P(Xpoy = m01) Y P(X, = 25)

>

-1
auch die Unabhéngigkeit von X, X, ..., X,,_1. Rekursiv erhélt man hieraus
P(Xl :iCl,XQ :.CUQ,...7Xm :.I'm) :P(Xl :CEl) IED(XQ :SCQ) . ]P)(Xm :CCm)

fiir alle m < n. Weil aber die Bezeichnung der X; beliebig ist, folgt sogar fiir alle m < n
die Beziehung

]P)(Xl = Iil,Xi = Tijgy .- - 7Xim = l’im)
A

Lemma 3.25 Die Zufallsgrofen X, Xs,..., X, seien stochastisch unabhéngig und
E(X;),E(X3),...,E(X,) mogen existieren. Dann gilt

E(X; Xo-... Xo) =E(X)) E(Xa) ... E(X,).

Beweis. Die Behauptung folgt aus
E(XlXQXn): Z l’l'l'g'...'l’n']P(Xl:l'l,XQZZEQ,...,Xn:ZEn)

-

=P(X1=x1)P(Xo=x2)-... P(Xpn=21)

- (le.]p(xlle)) (;xn-P(anxn))

N s >
~~ ~~

=E(X1) =E(Xn»)
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Lemma 3.26 Gegeben seien die Zufallsgrofsen X7, Xo, ..., X, mit endlichen Erwartungs-
werten und Varianzen. Sind X, Xs, ..., X,, unabhéingig, so gilt fiir alle aq,...,a, € R

V(i X1+ apXo + ...+ a,Xyn) = a2V(X1) + a3V(Xy) + ... +a2V(X,).

Beweis. Nach Satz 3.19 folgt

V(i X1+ aoXo + ...+ 4, Xp) = E((a1 Xy + a2 Xo + ... + 4, X,,)?)
—E* a1 X1 + ax X+ ...+ a, X))

Durch Ausmultiplizieren unter Beriicksichtigung der Linearitdt des Erwartungswertes er-
halten wir

V(a1X1 —+ CLQXQ + ...+ aan)
i#j
- (CLlE(Xl) + CLQE(XQ) + ...+ anE(Xn))
= afE(X}) + 3E(X3) + ... + alE(X2) + ) a;;E(X;)E(X;)
1#]

— (aiﬁ«:?(xl) +a3E(Xa) 4.+ 2B (X)) + ) aiajE(Xi)E(Xj)) :
i#]

2

Die gemischten Terme heben sich gerade gegenseitig auf. Deshalb ergibt sich durch Um-
stellen das Behauptete:

V(a1X1 + CLQXQ + ...+ a'an)
= aj (E(X7) —E*(X1)) +a3 (E(X3) — E*(Xy)) +... +ap (E(X2) — EQ(XR))/

[ J/ N

J/ N
~ —~~ —~~

=V(X1) =V(X2) =V(Xn)
=alV(X)) + a3V (Xs) + ... +aV(X,).

Satz 3.27 (schwaches Gesetz der groRen Zahlen) Es sei Xi, Xs,..., X, eine Folge von
unabhéngigen Zufallsgrofsen mit

E(X)=p VX)=0l<M<oo, i=12...,n

Dann gilt fiir alle ¢ > 0

1
P(‘E(X1+X2++Xn)—,u,‘>€) <
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Beweis. Setzen wir .
7n = E(X1+X2++Xn)7

dann gilt aufgrund der Linearitdt des Erwartungswerts
B = 2
n) — n — ;U/ - :U’

und wegen Lemma 3.26

— I, 1 M
V) =5) ol S5) M=o
i=1 =1

Die Behauptung folgt nun sofort aus der Tschebyscheffschen Ungleichung. O

Beispiel 3.28 (Konvergenz der relativen Hiufigkeit) Gegeben sei eine Zufallssituation mit
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Wir betrachten ein festes, zufélliges Ereignis A €
A und realisieren die Zufallssituation in n unabhéngigen Versuchen. Definieren wir fiir
1 =1,2,...,n die Zufallsgrofsen

~J 1, A tritt im i-ten Versuch ein,
"7 10, A tritt im i-ten Versuch nicht ein,

so gilt
1
E(X;) =PB(4)=p, V(X)=p(l-p) <.
Das schwache Gesetz der groken Zahlen liefert fiir die relative Haufigkeit H,(A) = £ >°" | X
die Abschétzung

1 n—00
P(|H,(A) —p| >¢) < .
(Ha(4) =l 2 ) € 5 =5 0

3.6 Binomialverteilung

Wir betrachten eine Zufallssituation mit dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und ein
festes Ereignis A € A. Ein dieser Situation entsprechender Versuch wird unabhéngig
n-mal wiederholt. Dazu sei

X {1, wenn A im i-ten Versuch eintritt,
i e

0, wenn A im ¢-ten Versuch nicht eintritt,

und B
P(A)=P(X;=1):=p, PA) =PX;=0)=1-p.
Fir ein Tupel (z1,22,...,2,) € {0,1}" mit > x; = k gilt

]P)(Xl = $1,X2 = T2, ... 7Xn = .fL'n) = HP(XZ = xz) = pk(l — p)nik

=1
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Da es insgesamt (Z) Tupel mit Y"1 x; = k gibt, folgt fiir die Zufallsgrofe

Xn:X1—|—X2++Xn,

Insbesondere gilt

n

E(X,) =) E(X;)=np, V(X,) =) V(X;)=np(l-p).
=1 =1 2

Definition 3.29 (Binomialverteilung) Eine Zufallsgréfse X mit der Wahrscheinlichkeits-
funktion

P(X = k) = (Z)pk(l —p)" ™k, k=0,1,...,n

heifst binomialverteilt mit den Parametern n (Zahl der Freiheitsgrade) und p (Fehler-
rate), kurz
X ~ Bin(n,p).

Im Fall n = 200 ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung fiir verschiede-
ne Werte von p in nachfolgender Abbildung dargestellt. Wir bemerken, dass die Verteilung
im Fall p = 0.5 symmetrisch um den Mittelwert np = 100 ist. Im Fall von p # 0.5 ergibt
sich hingegen kein Symmetrie beziiglich des Mittelwerts np.

0.1

Blr,=01 Elp=05 [Mlp=038

0.08

0.06

0.04

0.02

20 100 150 200

Beispiel 3.30 (Werfen eines idealen Wiirfels) FEin idealer Wiirfel wird n = 20 mal ge-
worfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden mindestens zwei Sechsen gewiirfelt? Dazu
sel

A= “Es wird eine 6 gewiirfelt”,
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wobei p = P(A) = 1/6, und
X= “Anzahl der geworfenen Sechsen bei n = 20 Wiirfen”.
Wegen X ~ Bin(n, p) = Bin(20, 1/6) folgt

P(X >2)=1-PX <2)
= x<1

—1-P(X =0)—P(X = 1)

-6 )

= 0.8696.
Um die Frage zu beantworten, mit welcher Wahrscheinlichkeit die tatséchliche bei n = 20
Wiirfen erzielte Anzahl von Sechsen um mehr als 3 vom Mittelwert E(X) = n-p =
20 - 1/6 = 3.3 abweicht, kann man die Tschebyscheffsche Ungleichung
V(X
P(|X —E(X)| >3) < %
benutzen. Fiir unser Beispiel erhalten wir
1 5 25
ViX)=n-p-(1—p)=20-=- = = —.
(X)=n-p-(1-p) 6 6= 9

Die Tschebyscheffsche Ungleichung sichert mit
_ 25
P(|X —3.3]>3) < 9.9 0.31,

dass in hochstens 31% aller Félle eine solch grofse Abweichung der gewiirfelten Anzahl von
Sechsen zum Mittelwert auftritt. Summiert man aber exakt alle Wahrscheinlichkeiten der
Félle mit einer so grofen Abweichung, so ergibt sich:

P(X =0)+P(X =7) + P(X =8) + ...+ P(X = 20) = 0.0632.

Es sind also in Wirklichkeit nur reichlich 6% aller Félle, in denen eine Abweichung von
mehr als 3 vom Mittelwert auftritt. Die Tschebyscheffsche Ungleichung liefert insofern
eine recht grobe Abschétzung. JAN

3.7 Poisson-Verteilung*

Als Referenzmodell fiir eine Poisson-verteilte Zufallsgrofe wollen wir eine Telefonzentrale
betrachten: Innerhalb eines Zeitintervalls der Lénge ¢ kommen X; Anrufe an. Dabei ist die
Zufallsgroke X; Poisson-verteilt, wenn die folgenden drei Poissonschen Annahmen gelten:

1. Stationaritdt: Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer bestimmten Anzahl von
Ereignissen im betrachteten Zeitintervall hangt nur von der Lange ¢t des Zeitintervalls
ab, nicht aber von seiner konkreten Lage auf der Zeitachse.

2. Homogenitdt: Die Ereignisfolge sei ohne Nachwirkungen, das heifst, die Anzahl von

Ereignissen im Zeitintervall [to, ¢1] hat keinen Einfluss auf die Anzahl von Ereignissen
in einem spéteren Zeitintervall [to, t3] mit to > ;.
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3. Ordinaritit: Die Ereignisse treten fiir hinreichend kleine Zeitintervalle einzeln auf,
d.h. fiir At geniigend klein gilt entweder Xa; = 0 oder X, = 1. Weiter gelte
P(Xa; = 1) = p- At. Der Parameter p mit 0 < p < oo heifit Intensitdt.

Definition 3.31 (Poisson-Verteilung) Eine Zufallsgrofe X;, welche der Wahrscheinlich-
keitsfunktion

t k
P(X;=k) = (’2') e M k=0,1,2,... (3.7)

geniigt, heift Poisson-verteilt. Oft wird A\ = pu - ¢ gesetzt (A ist der Parameter der
Poisson-Verteilung) und X; ~ 7\ = m,, geschrieben.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung ist nachfolgend fiir verschiedene
Werte von A visualisiert. Die Verteilung steigt fiir kleinere Werte von A schnell an und
fallt dann auch schnell ab. Fiir grossere Werte von A ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion
hingegen breiter und folglich auch flacher.

0.2 | |
B -5 BN -10 Bl -20
0.15 " ]
0.10 ]
0.05 ||H ]
0 ‘||JJJJJ,
0 10 20 30 40

Begriindung von Formel (3.7):  Wir teilen das Zeitintervall der Lange ¢ in n gleichlange,
hinreichend kleine Teilintervalle At = ¢/n mit P(Xa; = 1) = p - At auf. Dann liefert die
Binomialverteilung

P(X, = k) = (Z) (- A1 — pAt)"*,

da in k aus n Teilintervallen ein Anruf eingeht, wihrend in n— k Teilintervallen kein Anruf
registriert wird. Es folgt:

k Faktoren

™~

()" (1_u_t)"%.(n—m.....(n—kﬂ) 1

k! n nvk P (1 B u_t)k
e ! NS
k oot
e () o Ht
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Dies zeigt insbesondere, dass die Poisson-Verteilung als Grenzverteilung der Binomialver-
teilung im Fall p, - n — A und n — oo aufgefasst werden kann.

Beispiel 3.32 (Telefonzentrale) Wir suchen fiir eine Telefonzentrale die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass innerhalb einer Viertelstunde wenigstens 3 und hochstens 7 Anrufe an-
kommen. Dabei sei die gewahlte Zeiteinheit “Minuten” und die entsprechende Intensitét
p = 1/3. Es gilt dann mit A = -t = 1/3 - 15 = 5 fiir die Zufallsgrofe X;, welche die
Anzahl der ankommenden Anrufe charakterisiert

X~ Tut = Ts,

also

Berechnung von E(X;) im Falle X; ~ m\: Es gilt

E(X —Ew:k al ‘A—)\‘Af: AP EWjAj—A
K)=2 kqqem =272 oy = A=A
k=0 k=1 7=0
——
—e

Bemerkung 3.33 Fiir eine Poisson-verteilte Zufallsgrofe X; ~ m,, gibt die Intensitat p
mit g = E(X;)/t die mittlere Anzahl von auftretenden Ereignissen pro Zeiteinheit an. A

Berechnung von V(X;) im Falle von X; ~ 7,: Mit

folgt
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3.8 Hypergeometrische Verteilung

Als Referenzmodell zur hypergeometrischen Verteilung wird das schon aus der Kombina-
torik bekannte Urnenmodell herangezogen. Eine Urne enthalte N Kugeln, von denen M
schwarz sind. Der Rest der Kugeln sei weifs. Wir ziehen ohne Zuriicklegen n Kugeln aus
der Urne und zdhlen die dabei gezogenen schwarzen Kugeln, das heifst

X= “Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln”.
Es gilt
() Gin)
()

Hier haben wir benutzt, dass die Anzahl schwarze Kugeln, welche gezogen werden kénnen,
einerseits beschrankt ist durch n und andererseits auch beschrankt ist durch M.

P(X =m) = m=0,1,2,...,min{n, M }. (3.8)

Definition 3.34 (hypergeometrische Verteilung) Eine Zufallsgrofse X mit der Wahrschein-
lichkeitsfunktion (3.8) heift hypergeometrisch verteilt mit den Parametern n, N, M,

kurz
X ~ H(n,N,M).

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung ist nachfolgend fiir
n = 100, N = 300 und verschiedene Werte von M abgebildet. Im Spezialfall von M =
N/2 = 150 ist sie achsensymmetrisch um ihren Maximalwert angeordnet, wihrend sie
ansonsten unsymmetrisch ist.

015 Bl =2 PEM=100 M =250
0.1} ]
0.05 ]
O . | m
0 20 40 60 80 100

Berechnung von E(X) im Falle X ~ H(n, N, M): Es gilt geméf Definition des Er-
wartungswerts
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Ersetzen der Binomialkoeflizienten liefert
min{n,M}
M! N — M)! (N —n)!
EX)= Y. m- . ( ) (N —n)
— m!(M —m)! (n—m)I(N—-M)—(n—m))! N!
min{n,M}

_ .M (M —-1)!
N z:(m—nww—)—m-nﬂ

| (N = 1) = (M —1)
(n=1) = (m-DN((N-1)—(M-1)) = ((n—1) = (m—=1))!
(n=DUN —=1) = (n—1))
(N —1)!
M o) (G )
D
Hierin erfiillt der letzte Term
min{n, M} (MA) ((Nfl)f(Mfl)

D

m=1

) ' min{n—1,M—1} (M'f1> ((Nfl)f(M‘fl))
m—1/) \ (n—1)—(m—1) J::r:nfl j (n—1)—j 1
(N—l) Z (N—l) )

n—1 7=0 n—1

da dies der Aufsummation der Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Zufallsgrofe Y ~ H(n—
1, N — 1, M — 1) entspricht. Damit erhalten wir schlieflich

MXﬁﬂw%.

Berechnung von V(X) im Falle X ~ H(n, N, M): Ahnlich wie beim Erwartungswert
ergibt sich

_mgfzmm_ng@T%§Q+Eu)
_ n(n__ b % mi:im (23) (gi_?):éf:z?) B
:n(n_l)_M(M—n M -

NN-D "N
Hieraus folgt nach kleinerer Rechnung das Ergebnis:

V(X) = E(X?) — E*(X)

- Ly M) Mo, M
B AN TE L R
nM(M — N)(n— N)
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4. Stetige Verteilungen

4.1 Dichtefunktion

Definition 4.1 (stetige ZufallsgroBe) Eine Zufallsgrofe X heifit stetig, wenn eine reelle
integrierbare Funktion f(x) existiert, so dass

]P’(aSXSb):/bf(x)dx

gilt. Dabei heifst f(x) die Dichtefunktion der Zufallsgrofe X.

Eigenschaften der Dichtefunktion:
1. Die Dichtefunktion ist nichtnegativ, dies bedeutet

f(z) >0 firalle zeR.

2. Es gilt

IP’(—oo<X<oo):IP’(XGR):/_OOf(x)dx:1.

Das Integral ist dabei im Sinne von Riemann oder Lebesgue zu verstehen. Als Funktionen
f(x) treten vorzugsweise stetige oder stiickweise stetige Funktionen auf, die gegebenenfalls
auch schwache Polstellen besitzen diirfen. Wegen

P(anga):]P’(X:a):/af(a:)dx:O

ist die Wahrscheinlichkeit, dass X genau einen festen Wert annimmt, immer gleich Null.

Beispiel 4.2 (Gleichverteilung) Bei der Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b] sind die
Werte von X gleichwahrscheinlich iiber das Intervall [a, b] verteilt. Auferhalb des Intervalls
[a,b] kann X keine Werte annehmen. Damit ergibt sich fiir die Dichtefunktion

x € [a,bl,

C7
J(@) = {O, sonst.
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a b

Die Normierungseigenschaft der Dichtefunktion impliziert

1:/C:f(m)dx:/ab6’dx:0(b—a),

das heifst, der konkrete Wert der Konstanten ist

1

C = )
b—a

4.2 Erwartungswert und Varianz

Wir wollen den Erwartungswert einer stetigen Zufallsgrofe X mittels Approximation ein-
fithren. Dazu definieren wir fiir n € N die diskrete Zufallsgrofe X,, mit den Werten k/n
und der Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(Xn:k/n):IP<E§X<k+1>, kel
n

n

Insbesondere ist dann )
n

und folglich

1 1
|Xn_Xm|§|Xn_X|+|X_Xm|§_+—
n m

Existiert E(X,,) fiir ein n, so existiert wegen

[E(Xm)| < [E(Xm) — E(Xn)[ + [E(X,)]

11
< —+ — + [E(X,)]
n m

auch E(X,,) fiir beliegiges m € N. Speziell folgt aus

1 1
E(X,) - E(X,,)| < -+ —,
E(Xn) — B(Xn)| < -+ —

dass E(X,,) eine Cauchy-Folge ist. Wir sagen, dass E(X) existiert, falls E(X;) existiert,
und setzen

E(X) := lim E(X,).

n—oo
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Satz 4.3 (Erwartungswert) Es sei X eine stetige Zufallsgrofe mit Dichtefunktion f und
g : R — R cine stetige Funktion. Dann existiert E(g(X)) genau dann, wenn

= [ gl <,

[e.9]

und in diesem Fall gilt

Insbesondere ist

falls [*_|z|f(z)dz < oco.

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von g existiert zu jedem ¢ > 0 eine strikt monoton
wachsende Folge {z,},cz mit z,, - —oo fir n - —oo und z,, — oo fiir n — oo, so dass

lg(x) — g(x,)| <e fir =, <z <zu.

Setzen wir g.(z) := g(z,) fir alle z, < z < x,41 und n € Z, so gilt

lge(z) — g(x)] <e firalle ze€R. (4.1)
Y
9(x)
~~~~~~~~ 9:()
-
/ \.)
* O
} } } —t—t—— x
Zo T T9g X3 Xy4 Iy Tg Ty T8
Aus (4.1) folgern wir
o0 o0 Tn+1
E(g(X) = 3 0P < X <zi) = Y glwn) / F(z)dz.

Hierin konvergiert die letzte Summe genau dann absolut, wenn [ endlich ist, denn

Tn+1

S o) / " @) da < / T @@+ Y / 9(2a) — 9(2)| f(z) dz

n=—oo n=—oo
<e

<I+e¢
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und
> gl [ @ ez [ @@= Y [ gle) — g@)] s ds
>1—e.

Insbesondere ist wegen (4.1)

B(9(0) - [ gla)f(w)ds

< | B(000) ~ E(0.0)|+{EG0.00) - [ ata) o) as| <22
—[B(g(X)~g: (X)) -

woraus die Behauptung folgt. O]

Definition 4.4 (Varianz) Sei X eine stetige Zufallsgrofe mit Dichtefunktion f und

/Oo 72 f(z)dr < co.

— 00

Dann ist die Varianz von X definiert als

V(X) =E([X - E(X)]*) = E(X?) - E*(X).

Beispiel 4.5 (Gleichverteilung (Fortsetzung von Beispiel 4.2)) Die Dichtefunktion der
Gleichverteilung lautet
Lz ela,b,
(o) = { !

0, sonst.

Fiir den Erwartungswert folgt daher

00 b 2 b b2_ 2 b
IE(X):/ xf(x)dx:/bx do = —2 = @ _e*h

Weiter ergibt sich wegen

00 2 b 2 3
E(X?) = T4 —/ T dr=——
(X% /oob—a ’ « b—a v 3(b—a)

fiir die Varianz
V(X) = E(X?) - E*(X)
_a*+ab+b0*  (a+0b)?

3 4
_4a® 4 4ab+ 40* — 3(a® + 2ab + b°)
N 12
_a®—2ab+b°
N 12
(a —b)?

12
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A

Satz 4.6 (Tschebyscheffsche Ungleichung) Auch fiir die stetigen Zufallsgrofen gilt die
Tschebyscheffsche Ungleichung

V(X)
52

P(IX —E(X)| >¢) < : e > 0.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.21 folgt die Behauptung durch Umstellen von

Ve = [ (o - BO0) ) ds

o0

> / (v — E(X))? f(2) da
II*E(X)\EET

2 r)dz
) /IxE(X)IZE f@)
— P(X — E(X)| > ).

v

4.3 Verteilungsfunktion

Definition 4.7 (Verteilungsfunktion) Die reelle Funktion
F(x):]P’(XSx):/ f(t)dt
heifst Verteilungsfunktion der stetigen Zufallsgrofe X.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion:
1. Die Verteilungsfunktion besitzt die beiden Asymptoten

lim F(z)=0 und lim F(z) = 1.

r——00 T—00
2. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass a < X < b gilt, ist gegeben geméfs

ngxgm:/ﬂ@sz@—m@

3. F(z) ist monoton wachsend (nicht notwendigerweise streng), das heifst

r<y= F(r) < F(y).
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4. F(x) ist eine stetige Funktion fiir alle x € R. Dies bedeutet, dass wir im Gegensatz
zur Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgrofse links- und rechtsseitige Stetig-
keit haben.

5. Falls f(z) in y € R stetig ist, so ist F'(z) in y differenzierbar und es gilt

Beispiel 4.8 (Gleichverteilung (Fortsetzung von Beispiel 4.2)) Wir berechnen nun die Ver-
teilungsfunktion fiir die Gleichverteilung. Sei = € [a, b], dann gilt

r T 1 t 12 xT—a
F(X):/ f(t)dt:/ b—adt:b—aa:b—a'

Folglich ergibt sich fiir die Verteilungsfunktion

0, r <a,
Flr) = %&2, a<z<b,
1, x > b.
)
F(x)

4.4 Exponentialverteilung*

Definition 4.9 (Exponentialverteilung) Eine stetige Zufallsgrofe mit der Dichtefunktion

f(x):{q x <0,

e M x>0,
heifst exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0, kurz

X ~ Ex()).
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Die Dichtefunktion f(x) besitzt folgendes Aussehen:

Satz 4.10 Die Verteilungsfunktion einer exponentialverteilten Zufallsgrofte lautet

l—e™ z>0.

Y

F(X):{o, x <0,

Beweis. Im Falle z < 0 ist nichts zu zeigen. Sei also x > 0, dann folgt

X
=1—-e"
0

Az

F(X)= / Ao Mdt = —e M
0

Zusammenhang zwischen Exponential- und Poisson-Verteilung:

wieder die Telefonzentrale, wobei

i = “Intensitat”,
X; = “Anzahl der Anrufe im Zeitintervall der Lange t”,
T = “Zeitabstand zwischen 2 Anrufen”

bezeichne. Wir wissen bereits, dass
Xt ~ Tyt

]

Wir betrachten

gilt. Im nachfolgenden Satz wird gezeigt, dass T exponentialverteilt ist mit p als Parame-

ter, das heifst
T ~ Ex(p).

Satz 4.11 Die Zufallsgrofe X; zédhle das Eintreten eines Ereignisses A innerhalb eines
Zeitintervalls der Lange t. Die Zeit T, die nach dem Eintreten von A bis zum néchsten

Eintreten verstreicht, ist exponentialverteilt
I EX(M)?
falls X; Poisson-verteilt ist mit der Intensitat p, das heifst

Xt ~ 71'“75.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass

b
IP’(angb):/ pee Mt
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gilt. Hierzu beachte man, dass zum Zeitpunkt a das Ereignis A noch nicht, zum Zeitpunkt
b jedoch mindestens einmal eingetreten ist (vergleiche Skizze).

Dies bedeutet,
X,=0, und X, >1.

Aus [0,a] C [0, ] folgt

P(T €[a,b]) =Pa<T<b) =P(X,=0) —P(X,=0) =e " —e#

b
/ pe Mt dt.

]

Beispiel 4.12 (Telefonzentrale) In einer Telefonzentrale kommen im Mittel pro Stunde
20 Anrufe an. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 3 bis 6 Minuten zwischen
zwei Anrufen vergehen. Legt man Minuten als verbindliche Zeiteinheit fest, so folgt aus

E(Xgo) = p1- 60 = 20,

dass pu = % gilt. T sei die Zufallsgrofe, welche die Zeit zwischen 2 Anrufen misst. Dann
gilt
P(3<T <6)=F(6)—F(3)
=(1—e "% — (1 —e"?¥)
=—e?+et

= 0.2325.

A

Erwartungswert und Streuung der Exponentialverteilung: Geméf Definition des Er-
wartungswertes gilt

E(X) = / z - e M dx.
0

Substituieren wir ¢ = Az, so folgt

1 —t
_X{—0+0—e

1 1

A{0+ } ;)
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In dhnlicher Weise folgt
E(X?) = / 2% e dx
0

1 [eS)
== [ teldt
AZ 0 u v

— e e

u v

oo—/ 2t-(—e_t)dt}
0 0o ¥ v

1 2
= — _ 2 = —_—
A{ 0+0+2} 2

womit sich 9 . .
V(X) =E(X?) -E*(X) = SV viRbY

ergibt.

Exponentialverteilung als Lebensdauer-Verteilung: Wartezeiten, Reparaturzeiten und
die Lebensdauer von Bauelementen konnen als exponentialverteilt angenommen werden.
Allerdings ist dabei zu beachten, dass keine Alterungseffekte modelliert werden konnen,
wie folgende Uberlegung zeigt:

Es sei X ~ Ex(A) die Lebensdauer eines Bauelements. Dann gilt

Plr <X <
PX<z+4+y|X>zx)= (r=X<szty)

P(X > x)
_ Flz+y) - F(z)

1— F(x)
_ (1 _ e—A(x+y)) _ (1 _ e—)\x)
B 1—(1—e )

e~ _ o= Azty)

e—Ax
e—Ax__ e—Axe—Ay

e—Am
=1-eM=F(y) =P(X <y).

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein intaktes Bauteil in den néchsten
y Zeiteinheiten kaputtgeht, unabhéngig von dessen Alter X immer gleich ist.

4.5 Normalverteilung

Die Normalverteilung, die auch als Gaufsche Verteilung bezeichnet wird, ist die wohl
bekannteste stetige Verteilung. Ihre Dichtefunktion ist die allseits beliebte Gaufische Glo-
ckenkurve.

Definition 4.13 (Normalverteilung) Eine stetige Zufallsgrofse heifst normalverteilt mit
den Parametern g und o? > 0, wenn ihre Dichtefunktion der Gleichung

fl) = = e

-e 202 —00 < x <00

210
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gentigt. Wir schreiben dann auch kurz

X ~ N(u,0?).

Die Verteilungsfunktion der N (u, 0?)-Normalverteilung

_(t=w?

Fay= [ gwa= [

ist im allgemeinen nicht geschlossen auswertbar. Daher nutzt man Techniken der Stan-
dardisierung, um wenigstens im Spezialfall die tabellierten Werte der Verteilungsfunktion
nutzen zu konnen.

Definition 4.14 (Standardisiert normalverteilt) Im Falle X ~ N(0,1) bezeichnet man die
Zufallsgrofe X als standardisiert normalverteilt.

Fiir die Dichtefunktion einer standardisiert normalverteilten Zufallsgrofe X gilt

1 22

p(z) = 7

—00 < x < Q.

Die zugehorige Verteilungsfunktion

ist fir z > 0 tabelliert.

O(—z)=1—P(2)

Fiir die Berechnung der Werte der Verteilungsfunktion fiir negative Argumente nutzt man
den aus der Symmetrie der Verteilung resultierenden Zusammenhang

O(—z) =1—D(x).

Satz 4.15 Die standardisiert normalverteilte Zufallsgrofe X ~ N(0,1) besitzt den Er-
wartungswert E(X) = 0 und die Varianz V(X) = 1.
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0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

.5000
5398
5793
6179
.6554
.6915
1257
7580
7881
8159
8413
8643
.8849
9032
9192
9332
9452
9554
9641
9713
9772
9821
9861
9893
9918
9938
9953
9965
9974
9981
9987
9990
9993
9995
9997

.5040
5438
5832
6217
.6591
.6950
7291
7611
7910
.8186
.8438
.8665
.8869
.9049
9207
9345
.9463
.9564
.9649
9719
9778
9826
9864
9896
9920
.9940
9955
9966
9975
9982
9987
9991
9993
9995
9997

.5080
5478
5871
6255
.6628
.6985
7324
7642
7939
8212
8461
.8686
8888
.9066
9222
9357
9474
9573
9656
9726
9783
9830
9868
9898
9922
9941
9956
9967
9976
.9982
9987
9991
9994
9995
9997

5120
5517
5910
6293
6664
7019
1357
7673
71967
8238
8485
8708
8907
9082
9236
9370
9484
9582
9664
9732
9788
9834
9871
9901
9925
.9943
9957
9968
9977
9983
9988
9991
9994
9996
9997

.5160
5557
.5948
.6331
.6700
7054
7389
7704
7995
.8264
.8508
8729
.8925
9099
9251
9382
.9495
9591
9671
9738
9793
9838
9875
9904
9927
9945
9959
9969
9977
9984
9988
9992
9994
9996
9997

5199
5596
D987
.6368
6736
7088
7422
7734
.8023
.8289
8531
.8749
.8944
9115
9265
9394
.9505
9599
9678
9744
9798
9842
9878
9906
9929
.9946
9960
9970
9978
9984
9989
9992
9994
9996
9997

5239
.5636
.6026
.6406
6772
7123
7454
7764
.8051
8315
.8554
8770
.8962
9131
9279
.9406
9515
9608
9686
9750
9803
.9846
9881
9909
9931
9948
9961
9971
9979
9985
9989
9992
.9994
9996
9997

5279
5675
.6064
.6443
.6808
1157
7486
7794
8078
.8340
8377
8790
.8980
9147
9292
9418
9525
9616
9693
9756
9808
9850
9884
9911
9932
.9949
9962
9972
9979
9985
9989
9992
9995
9996
9997

5319
5714
.6103
.6480
.6844
7190
1917
71823
.8106
.8365
.8599
.8810
8997
9162
9306
.9429
9535
9625
9699
9761
9812
9854
9887
9913
9934
9951
9963
9973
9980
9986
9990
9993
9995
9996
9997

5359
5753
6141
6517
6879
1224
7549
7852
8133
.8389
.8621
.8830
9015
9177
9319
9441
.9545
9633
9706
9767
9817
9857
9890
9916
9936
9952
9964
9974
9981
.9986
9990
9993
9995
9997
9998

Tabelle 4.1: Tabelle zur Normalverteilung.
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Beweis. Wegen zp(z) = —¢/(x) folgt

0 C
/OO |z]p(z) dz = 2011330/0 ¢'(z)dz =2 lim (p(0) — ¢(C)) = 2¢(0) < oo

C—oo

und daher ist (die Funktion zp(z) ist punktsymmetrisch beziiglich 0)

E(X) = /_OO zp(z)dr = 0.

[e.9]

Weiter ergibt sich mit partieller Integration

a2 1 _a?
:1: :ce 2dx:— —ze 2

V(X) =E(X?) = \/ﬂ/ Jor

Das letzte Integral rechnet man dabei wie folgt aus:

o0 xz 2 o0 [0 22442
(/ e~ T dm) / / e 2dxdy:/ / e 2z daxdy.

Verwenden wir nun Polarkoordinaten

T =T COS P, Yy = rsinp,

so ergibt sich schlieflich die gesuchte Identitéat

(/_Oo _2d$) /27 ree”T drdp = / 2

O
Bemerkung 4.16 Die lineare Transformation
X -E(X)
V(X)
einer Zufallsgrofte X heiftt Standardisierung von X. Dabei gilt
X —E(X 1
E(Y)=E (X) = (E(X)—-E(X)) =0
V(X) V(X)
und
X —E(X) 1
VY)=V = V(X)=1.
&) < V(X)) V(X)(>
JAN

Satz 4.17 Falls X ~ N(p,0?), so gilt (X —E(X))/+/V(X) ~ N(0,1). Insbesondere gilt
E(X) = p und V(X) = 0%
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Beweis. Sei Y ~ N(0,1), dann folgt fiir X := oY + u dass

b—p
a—p b—pu o1 2
Pla< X <b)=Pla<oY <b)=P <Y < = z dy.
@sX <y -Pasoyrush—p (" rey <l [T ety
Mit der Substitution
=0y + K
ergibt sich hieraus
b1l eew?
Pla < X <b)= e 22 dux,
a V2mo

dies bedeutet, X ~ N(u,0?). SchlieRlich erhalten wir
E(X)=E(oY +pu) =oEY)+pu=p

und

V(X)=V(oY +p) = *V(Y) = o°.
[

Interpretation der Parameter i und o?: Die Dichtefunktion der Normalverteilung
ist eine Glockenkurve, die durch den Lageparameter ;1 und den Formparameter o2 > 0
charakterisiert wird.

V2o

w+o i
Der Parameter u gibt die Lage der Symmetrieachse an, wihrend o2 die Breite der Glocke
bestimmt. Die Glocke hat ihr Maximum in g mit dem Wert ﬁ und besitzt in p 4+ o

je einen Wendepunkt. Ist o2 groff, so erhalten wir eine breitgezogene Glockenkurve, fiir
kleines o2 ergibt sich hingegen eine nadelfsrmige Glockenkurve.

Wahrscheinlichkeitsberechnung bei normalverteilten ZufallsgroBen: Die praktischen
Berechnungen zur Normalverteilung erfordern in der Regel die Bestimmung von Wahr-

scheinlichkeiten des Typs P(a < X < b) fiir X ~ N(u,0?). Durch Ausnutzung des Stan-

dardisierungsgedankens fiihrt man dies auf die Berechnung einer Differenz zweier Werte

der Verteilungsfunktion @ der Standardnormalverteilung zuriick:

_ X — _ _ _
]P’(angb):IP(a 1o po b u):q)(b u)_q)(a M)‘
g g o o o
N——

=Y~N(0,1)

Als normalverteilt konnen Zufallsgrofien angesehen werden, die durch Uberlagerung einer
grofen Anzahl von Einfliissen entstehen, wobei jede Einflussgréfie nur einen im Verhéltnis
zur Gesamtsumme unbedeutenden Beitrag liefert. Beispiele normalverteilter Zufallsgrofen
sind:
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e zufillige Beobachtungs- oder Messfehler,
e zuféllige Abweichungen vom Nennmafs bei der Fertigung von Werkstiicken,
e Effekte beim Prozess der Brownschen Molekularbewegung.

Beispiel 4.18 (Fertigungstoleranzen) FEin Werkstiick besitzt die gewiinschte Qualitét,
wenn die Abweichung eines bestimmten Mafses vom entsprechendem Nennmafs dem Betra-
ge nach nicht grofser als 3.6mm ist. Der Herstellungsprozess sei so beschaffen, dass dieses
Maf als normalverteilte Zufallsgrofse angesehen werden kann, wobei der Erwartungswert
mit dem Nennmafl iibereinstimmt. Weiter sei ¢ = 3mm bekannt. Wieviel Prozent der
Werkstiicke einer Serie werden durchschnittlich mit gewiinschter Qualitit produziert?

Es sei
X = “zufallige Abweichung vom Nennmafs”,
dann gilt
X ~ N(0,9).
Wegen
|.X| 3.6
P(|X] <3.6)=P = gg-zéum—@pimzéum—@—@um)
~~
~N(0,1)

(
= 2$(1.2) — 1 = 0.88493 - 2 — 1 = 0.76983

gentigen duchschnittlich etwa 77% aller Werkstiicke den Qualitétsanspriichen. A
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5. Simulationsverfahren

5.1 Pseudozufallszahlen

Voraussetzung fiir die stochastische Simulation sind sogenannte gleichverteilte Pseudo-
zufallszahlen, die von Pseudozufallszahlengeneratoren erzeugt werden. Unter Pseudozu-
fallszahlen versteht man Zahlenfolgen, die vom Computer mittels gewissen Algorithmen
berechnet werden. Sie sollen sich wie “echte” Zufallszahlen verhalten. Eine oftmals ver-
wendete Klasse solcher Algorithmen bilden die linearen Kongruenzgeneratoren.

Man wihlt nichtnegative ganze Zahlen m (den Modul), a (den Mulitplikator), b (das
Inkrement) und z, (den Startwert) mit zp < m — 1, und berechnet rekursiv

Zip1:=(az; +b) modm, j=0,1,.... (5.1)

Dabei bedeutet das Rechnen modulo m, dass der beim Teilen durch m iibrig bleibende
kleinste nichtnegative Rest der Zahl az; 4+ b gebildet wird. Demnach gilt 0 < z; < m.
Durch die Normierungsvorschrift

T = ﬁ, 7=0,1,...,
m
liefert das Schema (5.1) eine Folge zg, x1,... im Einheitsintervall [0, 1]. Bei einigen ge-

brauchlichen linearen Kongruenzgeneratoren sind die verschiedenen Konstanten wie folgt
gewdhlt:

Name Modul m | Multiplikator a | Inkrement b
Texas Instruments (TI 59) | 199017 24298 99991
Turbo Pascal 232 33797 1
ANSI-C 231 1103515245 12345
Minimal Standard 231 — 1 16807 0
RANDU 231 65539 0

Beispiel 5.1 Als Zahlenbeispiel betrachten wir den Fall m = 100, a = 18, b = 11 und
2o = 50. Hier gilt

23 = (1850 +11) mod 100 = 911 mod 100 = 11,
2 =(18-11+11) mod 100 = 209 mod 100 = 9,
z3=(18- 9+11) mod 100 = 173 mod 100 = 73,
2z =(18-73+11) mod 100 = 1325 mod 100 = 25,
25 = (18-25+11) mod 100 = 461 mod 100 = 61,
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dies bedeutet, es werden die Pseudozufallszahlen
Ty = 05, T = 0]_1, Tog = 009, T3 = 073, Ty = 025, Ty = 0.61

erzeugt. JAN

Weil stets gilt z; € {0,1,...,m—1}, kann jeder lineare Kongruenzgenerator mit Modul m
hoéchstens m verschiedene Zufallszahlen erzeugen. Daher wéhlt man m sehr grofs, ndmlich
m = 2% auf Bindrcomputern, wenn k die maximale Wortlinge ist. Im obigen Zahlenbeispiel
ist 2z = 9 = 25 (bitte nachrechnen!), so dass nur sechs verschiedene Zahlen auftreten und
der Generator schon nach zwei Schritten in die Periode 9,73, 25,61 der Lange vier lauft.
Die maximal mogliche Periodenléinge m ist fiir b > 1 genau dann sichergestellt, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

e b ist teilerfremd zu m.
e Jede Primzahl, die m teilt, teilt auch a — 1.
e Ist m durch 4 teilbar, so muss auch a — 1 durch 4 teilbar sein.

Dass ein linearer Kongruenzgenerator maximale Periodenlange besitzt, bedeutet allerdings
nur, dass alle Zahlen j/m, 0 < j < m, nach (m — 1)-maligem Aufruf der Iterationsvor-
schrift (5.1) genau einmal aufgetreten sind. Die obigen drei Bedingungen sagen jedoch
noch nichts iiber die statistische Qualitéat der erzeugten Zufallszahlen aus. So besitzt etwa
das lineare Kongruenzschema z;11 = (z; +1) mod m die maximale Periodenlénge m; die
hierdurch generierte Folge wird man jedoch kaum als zuféllig erzeugt ansehen. Um die
Aussicht auf die Vermeidung derart pathologischer Fille zu vergrofiern, empfiehlt es sich,
den Multiplikator a weder zu klein noch zu grof zu wihlen.

Ein grosser Nachteil linearer Kongruenzgeneratoren ist deren Gitterstruktur. Dies bedeu-
tet, dass fiir jedes n > 2 die n-dimensionalen Vektoren [z, Z; 1, ..., %iyn_1]T, @ > 0, auf
einem regelméfigen Gitter im n-dimensionalen Einheitswiirfel [0, 1]™ liegen. Der Abstand
zwischen nachfolgenden Zufallszahlen ist also nicht willkiirlich, was dem Zufallsgedanken
offensichtlich widerspricht.

Beispiel 5.2 Fiir den linearen Kongruenzgenerator mit m = 256, a = 29, b = 13 und z5 =
1 zeigen die nachfolgenden Bilder, dass die 256 Pseudozufalls-Paare (z;, zj11), (25, 2j+2),
(2, 2j43) und (zj, zj44) offensichtlich allesamt auf Geraden liegen:

UEs wird empfohlen, den Faktor a so zu wihlen, dass er der Ungleichung v/m < a < m — \/m geniigt.
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A

Zur theoretischen Begriindung dieser Gitterstruktur betrachten wir fiir festes n > 2 die
Spaltenvektoren z; = [2;, 211, -+, 2j+n-1)", 0 < j < m. Durch vollstindige Induktion
nach j ergibt sich aus (5.1) zunéchst

Zitk — Zj = (aj(zk, — ZO)) mod m, j,k>0.

Dies impliziert

Zj — 20 1
a(zj — z a
Z; — 29 = <j: 0) mod m = (z; — 20) | . mod m,
a”fl(zj-—»zo) anfl

wobei die Kongruenz modulo m komponentenweise zu verstehen ist. Nach Definition der
Kongruenzrelation schliefen wir daher

1 S1

a S9

zj—2o= (2 —2)| . |+m| .
anfl Sp_1

fiir geeignete ganze Zahlen s, s, ..., s,. Folglich kénnen die Differenzen z; — z, als ganz-
zahlige Linearkombinationen der Vektoren

1 m 0 0
a 0 m 0
a1 0 0 m

dargestellt werden. Da sich der Vektor [m,0,...,0]” als (ganzzahlige) Linearkombination
der anderen Vektoren schreiben ldsst, erkennt man, dass alle Differenzen z; — z, auf dem
Gitter

1 0 0
a m 0
Gn=+<2=35 ) + 89 +...o4+s, | | sty 8, EZ
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liegen. Die Punkte [z}, 211, ..., %;1n-1]" liegen daher aufgrund der Normierungsvorschrift
alle auf einem Gitter, das sich aus G,, durch Verschiebung um z, und Skalierung mit dem
Faktor 1/m ergibt.

Beispiel 5.3 Bei dem von IBM Anfang der sechziger Jahre eingefiihrten und fast 10 Jahre
lang weitverbreiteten linearen Kongruenzgenerator RANDU ist a = 65539, b = 0, m = 231
Die Periodenliinge ist zwar mit 22° fast maximal, aber alle 2% Tripel [z, 2; 11, 7;,2]7 liegen
auf nur 15 parallelen Ebenen, wie dies aus der nachfolgenden Abbildung ersichtlich ist:

A

Ziel bei der Konstruktion eines linearen Kongruenzgenerators ist demnach, die Zahlen
a und b so zu wahlen, dass die Gitterstruktur hinreichend fein ist. Prinzipiell kann die
Gitterstruktur auch durch einen nichtlinearen Kongruenzgenerator vermieden werden,
also der Rekursion z;1; = ¢(z;) mit einer nichtlinearen Funktion ¢ : {0,1,...,m — 1} —
{0,1,...,m — 1}, etwa g(z) = (a2*> + bz + ¢) mod m. Derartige Generatoren vermeiden
zwar die Gitterstruktur der n-Tupel, aber der Rechenaufwand wird gross. Zudem hat man
immer noch hochstens m verschiedene n-Tupel. Daher haben sich diese Generatoren nicht
wirklich durchgesetzt.

In den letzten Jahren hat sich der Mersenne-Twister als Zufallszahlengenerator der Wahl
etabliert. Der Algorithmus gehort zur Klasse der twisted generalized feedback shift register.
Er besitzt eine extrem lange Periode (219937 —1 a2 4.3-10%9%1) | erzeugt sehr gute Gleichver-
teilungen (nachgewiesen bis zur Dimension 623) und ist schnell. Er wird in allen modernen
Programmbibliotheken wie beispielsweise der GNU Scientific Library eingesetzt.

5.2 Simulation beliebiger Verteilungen

5.2.1 Diskrete Verteilungen

Gegeben sei ein Experiment, das mit Wahrscheinlichkeit p; den Ausgang j € {1,...,n}
besitzt, wobei p; + ...+ p, = 1 gelte. Wir erzeugen eine gleichverteilte Pseudozufallszahl
x € [0,1] und stellen fest, in welchem der disjunkten Intervalle [0,p;), [p1,p1 + p2), - -,
[p1 + P2+ ... 4+ pn_1, 1] sie liegt. Das Experiment besitzt den Ausgang j, wenn z in das
Intervall mit dem rechten Endpunkt p;+. ..+ p; fallt. Weil fiir eine auf [0, 1] gleichverteilte
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Zufallsgrofe X gerade gilt
Plpr+...+pj1 S X <pi+...+p;) =pj,

kann auf diese Weise die zugrundeliegende diskrete Verteilung simuliert werden.

5.2.2 Verwerfungsmethode

Gegeben sei eine stetige Verteilung auf [0, 1] mit Verteilungsfunktion F'(z) und beschréank-
ter Dichtefunktion f(z). Wir bilden ein Tupel (z,y) aus zwei auf [0, 1] gleichverteilten
Pseudozufallszahlen. Falls

f(x)

<1
mMaX.e[o,1] f(z)

y < g(r) =

ist, dann wird x angenommen. Ansonsten wird x verworfen und ein neues Tupel gezogen.

Algorithmus 5.4 (Verwerfungsmethode)
input:  Dichtefunktion f : [0,1] — [0, M]
output: Zufallszahl x geméss der vorgegebenen Verteilung
@ ziehe zwei auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen (z,y)
@ falls gilt
My < f(x),

dann gebe x aus, ansonsten gehe nach @.

Beispiel 5.5 Simulieren wir beispielsweise die Normalverteilung N (0.5, 16) eingeschrankt
auf das Intervall [0, 1], dann ergibt sich fiir 5000 Punktepaare das folgende Bild, wobei
akzeptierte Paare blau und verworfene Paare rot gekennzeichnet sind:
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Satz 5.6 Die Verwerfungsmethode produziert Zufallszahlen geméfs der durch die Vertei-
lungsfunktion F'(x) gegebenen Verteilung.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass die Verwerfungsmethode wirklich Zufallszahlen der
gesuchten Verteilung F' generiert. Dazu muss gezeigt werden, dass fiir zwei auf [0, 1] gleich-
verteilte Zufallsgrofen X, Y gilt

P(X <alY <g(X)) = F(a) fiir alle a € [0, 1].
Gemélfs der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt
P((X <a)n (Y < g(X)))

P(X < alY < g(X)) = (5.2)
( ) P(Y < g(X))
Um den Nenner in (5.2) auszurechnen, beachten wir die Identitét
g(x)
P(Y <g(X)|X =2) =P(Y < g(z)) = / dy = g(z).
0
Folglich gilt
1
P(Y < g(X)) = / B(Y < g(X)|X = ) da
"
= / g(x)dx
0
B 1
maX;eo,1] f(Z).
Analog kann man den Zéhler in (5.2) ausrechnen:
P(X <a)n (Y <g(X) = [ BY <g(0)1X =2)da
0
= / g(x)dz
0
_ k()
max.eo,1) f(2)
Damit ist der Beweis vollstandig erbracht. O]

5.2.3 Inversionsmethode

Es sei F(x) := P(X < z) eine Verteilungsfunktion, wobei X eine Zufallsgrofe und P die
mit £’ verbundene Wahrscheinlichkeit ist. Die Inversionsmethode beruht auf dem folgen-
den Resultat.

Satz 5.7 Es seien Y eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofe und F' eine stetige und
streng monoton wachsende Verteilungsfunktion. Dann besitzt X := F~1(Y") die Vertei-
lungsfunktion F.
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Beweis. Da Y auf [0, 1] gleichverteilt ist, gilt
P(Y <y) =y fiir alle y € [0,1].

Damit folgt
P(X <z)=PF '(Y)<z) =P(Y < F(2)) = F().

]

Dieser Satz kann angewandt werden, um Zufallszahlen zu erzeugen, die die Verteilungs-
funktion F' besitzen. Allerdings muss in jedem Schritt eine nichtlineare Gleichung gelost
werden, was numerisch beispielsweise mit dem Newton-Verfahren durchgefiihrt werden
kann.

Algorithmus 5.8 (Inversionsverfahren)
input:  streng monoton wachsenden Verteilungsfunktion F(z)
output: Zufallszahl x geméss der vorgegebenen Verteilung

@ ziehe eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl y
@ l16se die nichtlineare Gleichung y = F'(x) nach z auf

Natiirlich kann man versuchen, die inverse Verteilungsfunktion direkt zu approximieren.
Im Falle einer standardisiert normalverteilten Zufallsgrofe fithrt dies auf den Beasley-
Springer-Moro-Algorithmus: Im Intervall 0.5 <y < 0.92 gilt

(I)71< ) —~ 22:0 ak(y - 0'5)2k+1
Y TES by — 05502

und fiir y > 0.92
8

24 (y) ~ 3 e (log (— los(1 - y>)>k7

k=0

wobei die Konstanten gemafs

ap = 2.50662823884, by = —8.47351093090,
a; = —18.61500062529, by = 23.08336743743,
ay = 41.39119773534, by= —21.06224101826,

az = —25.44106049637, by = 3.13082909833,
und

co = 0.3374754822726147, cs= 0.0003951896511919,
c1 = 0.9761690190917186, ce= 0.0000321767881768,
ce = 0.1607979714918209, c7=0.0000002888167364,
cs = 0.0276438810333863, cs= 0.0000003960315187,
¢y = 0.0038405729373609,

zu wahlen sind. Im Intervall 0 < y < 0.5 kann man schlieflich die Symmetrie der Stan-
dardnormalverteilung benutzen.
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5.3 Monte-Carlo-Verfahren

Die stetige Zufallsgrosse X besitze die Dichtefunktion f : (a,b) — R, wobei hier a = —o0
oder b = oo zugelassen sind. Fiir eine stetige Funktion h sei der Erwartungswert E(h(X))
zu berechnen. Gemaéfs Definition des Erwartungswerts entspricht dies der Auswertung des
Integrals

b
S:/ h(z)f(x)dx.

Eine naheliegende Idee ist die Approximation dieses Integrals durch den Mittelwert ei-
ner Sequenz von unabhéngigen Pseudozufallszahlen x; zur durch die Dichtefunktion f
gegebenen Verteilung:

o = % > i) (5.3)

Wir betrachten demnach den Monte-Carlo-Schatzer
EES S
n - n Z:1 )"

Dieser erfillt
1 n
B(S,) = - S E(h(X) =5,
i=1

das heisst, im Mittel liefert S,, den gewiinschten Wert S. Fiir die Varianz des Schétzers
gilt
1 I 2
V(Sn) == > V(X)) == [ (h(x)—S5) f(z)da. (5.4)
i=1 a

n n

Dies bedeutet, fiir n — oo wird die Schétzung von S = E(h(X )) immer genauer.

Die Monte-Carlo-Approximation (5.3) ist genaugenommen eine Monte-Carlo-Quadratur
zur Berechnung des Integrals S. Dabei werden zufillig Stiitzstellen ausgewéhlt und das
Integral durch den Mittelwert approximiert.

a Ty T3 Tg T1 Ts T2 b

Natiirlich kann der Fehler beliebig grofs sein. Jedoch wird mit wachsendem n die mittlere
Abweichung E(|S — S,|) klein.

Satz 5.9 Sei
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Dann ist die mittlere Abweichung der Fehler beschrankt durch

Up,

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus
und (5.4). O

Da /vy, eine Konstante ist, die nur vom Integranden h abhéngt, ist 1/4/n die Konvergenz-
rate. Mit anderen Worten, der Erwartungswert des Fehlers konvergiert wie O(1/y/n).
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6. Beschreibende Statistik

Die beschreibende Statistik befasst sich mit der Auswertung von Daten. Ziel ist es, die
Daten geordnet und verdichtet darzustellen, um sie iiberschaubar zu machen. Bei einer
Datenerhebung werden ein oder mehrere Merkmale (Beobachtungsmerkmale) untersucht.
Die beobachteten Werte heissen Merkmalsausprdagungen. Bei Befragungen sind die Merk-
malsauspragungen etwa die Antwortmoglichkeiten, die der Befragte angeben kann.

Beispiel 6.1 Verschiedene Merkmale und zugehoérge Auspragungen sind in nachfolgender
Tabelle zusammengestellt:

Grundgesamtheit Merkmal Auspriagung
Bevolkerung Gewicht x kg mit x € R
Geschlecht m/w
Gesundheitszustand gut /schlecht
Kandidaten einer Parlamentswahl Stimmenanzahl n € Ny
Bolzen Durchmesser d mm mit d € Rxg

A

Die Menge der unbearbeiteten Beobachtungswerte heisst Urliste. Dieses Zahlenmaterial
soll nun so geordnet und gegebenenfalls verdichtet werden, dass es iiberschaubar wird. Ein
erster Schritt besteht darin, die Beobachtungswerte der Urliste {z1, xo, ..., z,} der Gosse
zu ordnen. Dies fihrt auf die Variationsreihe {x7, 2%, ..., x5} mit 27 < a5 < ... < x},
welche die Variationsbreite R = x, — o7 besitzt.

Beispiel 6.2 Wir beobachten fiir 20 produzierte Bolzen die Durchmesser:

183 181 183 180 182 182 185 182 184 179
182 184 180 181 179 180 182 180 181 183

Die Variationsreihe zu dieser Urliste lautet:

Apin =179 179 180 180 180 180 181 181 181 182
182 182 182 182 183 183 183 184 184 185 = dpax

Die Variationsbreite R = dax — dmin der Beobachtungswerte ist 6. AN

Haufigkeitstabelle: Sehr hiufig tritt wie im letzten Beispiel der Fall ein, dass in der
Urliste Merkmalswerte mehrmals auftreten. Fiir das Ordnen des Materials ist es daher
glinstig, eine Haufigkeitstabelle zu erstellen.
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Beispiel 6.3 Fiir Beispiel 6.2 ergibt sich folgende Haufigkeitstabelle:

absolute relative relative
m | dp Haufigkeit Haufigkeit | Summenhaufigkeit
Strichliste | h,, | H,, in % oo Hy in %
1179 I 2 10 10
2 | 180 il 4 20 30
3 | 181 Il 3 15 45
4 | 182 It 5 25 70
5 | 183 Il 3 15 85
6 | 184 | 2 10 95
7 | 185 | 1 5 100
n = 20 100

Die Haufigkeitstabelle zeigt beispielsweise, dass der Wert 182 am héaufigsten vorkommt.
A

Klasseneinteilung: Enthélt die Urliste eine grosse Anzahl unterschiedlicher Beobach-
tungswerte, so konnen wir das Material weiter verdichten, indem wir die vorliegenden
Beobachtungswerte in Klassen einteilen. Diese werden durch ihre obere und untere Klas-
sengrenze, durch ihre Klassenbreite und ihre Klassenmitte charakterisiert.

Beispiel 6.4 Vorgelegt seien nun nicht wie in Beispiel 6.2 nur 20, sondern 100 Beobach-
tungswerte fiir den Durchmesser der Bolzen (in mm):

179 187 183 185 165 170 176 181 191 177
193 185 192 181 173 165 182 188 177 175
177 169 175 178 180 179 186 181 198 183
198 173 185 177 186 186 158 167 166 184
195 177 188 185 169 184 172 195 180 196
176 186 179 160 170 186 179 169 174 182
170 190 174 198 169 182 165 173 174 184
189 183 176 188 188 181 186 184 170 188
173 174 182 177 179 186 190 178 183 178
182 184 174 183 186 181 197 174 173 163

Weil d;i, = 158 und d,. = 198 gilt, folgt eine Variationsbreite der Daten von 40. Diese
teilen wir in 9 Klassen der Klassenbreite 5 ein und erhalten die folgende Haufigkeitstabelle
fiir die Klassen:
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Visualisierung von Daten:

absolute relative relative
m | Klassengrenzen | Klassenmitte | Haufigkeit | Haufigkeit | Summenhé&ufigkeit
B, H,, in % oo Hi in %
1 155-159 157 1 1 1
2 160-164 162 2 2 3
3 165-169 167 9 9 12
4 170-174 172 16 16 28
5 175-180 177 19 19 47
6 180-184 182 22 22 69
7 185-189 187 19 19 88
8 190-194 192 5 5 93
9 195-199 197 7 7 100
n = 100 100

e Von einem Histogramm sprechen wir dann, wenn iiber jeder Klasse ein Rechteck mit
einer der absoluten oder relativen Haufigkeit der jeweiligen Klasse entsprechenden
Flache errichtet wird. Ist die Klassenbreite variabel, so ist die Hohe des Histogramms
folglich nicht proportional zur Haufigkeit der Klasse.

e Alternativ zum Histogramm kann man auch die absolute oder relative Haufigkeit
gegen die Klassenmittelpunkte plotten und diese Punkte durch einen Polygonzug
verbinden. Auf diese Weise erhalten wir ein Hdufigkeitspolygon, das offensichtlich
die zugrundeliegende Dichtefunktion angenéhert.

e Beim Summenpolygon wird die relative Summenhéaufigkeit gegen die obere Klas-
sengrenze eingezeichnet und mit einem Polygonzug verbunden. Dieser Polygonzug
stellt dann eine Approximation der Verteilungsfunktion dar.

Beispiel 6.5 Die verschiedenen Visualisierungstechniken fiihren im Fall der Daten aus
Beispiel 6.4 auf die folgenden graphischen Darstellungen:
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Durch den Mittelwert der Beobachtungswerte erhalten

wir Aufschluss iiber die Lage des Zentrums dieser Beobachtungswerte. Fiir ihn sind fol-
gende statistische Mafszahlen gebréauchlich

e Das arithmetische Mittel ist definiert durch

Tn

n
1
n <

=1
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e Der Median teilt die Beobachtungswerte in zwei gleichgrofse Mengen. In der einen
Menge sind alle Beobachtungswerte kleiner oder gleich dem Median, wéhrend in der
anderen Menge sind alle Beobachtungswerte grofser oder gleich dem Median. Um ihn
zu bestimmen, sortieren wir die Beobachtungswerte z;, © = 1,2,...,n, der Grosse
nach, um die Variationsreihe 7 < 25 < ... < 2} zu erhalten. Der Median berechnet
sich dann gemafs

~ %(xﬁh + x2/2+1), falls n gerade,
Ty =
T /2 falls n ungerade.

e Der Modalwert D ist der am haufigsten vorkommende Beobachtungswert. Der Mo-
dalwert ist im allgemeinen nicht eindeutig.

Beispiel 6.6 Im Fall der Variationsreihe

179 179 180 180 180 180 181 181 181 182
182 182 182 182 183 183 183 184 184 185

ist der Mittelwert Toy = 181.65, der Median Zog = (27, + z7;) = 182 und der Modalwert
D =182. JAN

Geometrisches Mittel: Ein weiteres Mittelwertmaf ist das geometrische Mittel. Bei der
Untersuchung von Wachstumsprozessen ist das geometrische Mittel von grosser Bedeu-
tung. Liegt eine Menge von positiven Beobachtungswerten z;, ¢ = 1,2,...,n, vor, dann
berechnet sich das geometrische Mittel gemaéss

Seine Berechnung erfolgt zweckmaéssig auf logarithmischen Wege:

1 n
logG = — log x;.
og ”ZZI ogx

Beispiel 6.7 Ein Guthaben Gg wird im ersten Jahr mit 2 %, im zweiten Jahr mit 1.5 %
und im dritten Jahr mit 3% verzinst. Welcher iiber konstante Zinssatz p hétte nach drei
Jahren das gleiche Kapital G5 ergeben?

Es gilt
G = (1 +0.02)(1 + 0.015)(1 + 0.03)Go = (1 + p)>Go.

Wir haben also

1+p=+/(1+0.02)(1 4 0.015)(1 + 0.03) = 1.0216,

dies bedeutet, der durchschnittliche Zinssatz betragt 2.16 %. A
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StreumaBe: Haufigkeitsverteilungen kénnen sich trotz gleicher Mittelwertmafe erheb-
lich unterscheiden, wenn deren Werte unterschiedlich um den Mittelwert streuen. Zur
Charakterisierung dieses Sachverhalts dienen die sogenannten Streumafe.

e Die empirische Varianz ist definiert als

s2 = ! Z(:{:i—fn)Q.

n—14%
=1

Dass der Nenner wirklich n — 1 und nicht n lauten muss, werden wir spéter einse-
hen. Bilden wir die (positive) Wurzel der empirischen Varianz, so erhalten wir die
empirische Standardabweichung.

e Die Variationsbreite haben wir schon kennengelernt. Sie ist die Differenz aus dem
grofsten Beobachungswert und dem kleinsten Beobachungswert:

* *
R = Tmax — Lmin = T,, — L7-

e Der empirische Variationskoeffizient ist ein normiertes Streumafs mit dem Vorteil,
dass dieses Streumass relativ zum arithmetischen Mittel gebildet wird:
vy, = f—n -100 %
'In
Man {iberlegt sich leicht, dass er der empirische Variationskoeffizient nur sinnvoll
fiir Messreihen mit ausschlieflich positiven oder ausschlieflich negativen Beobach-
tunsgwerten ist.

Beispiel 6.8 Im Fall der Variationsreihe

179 179 180 180 180 180 181 181 181 182
182 182 182 182 183 183 183 184 184 185

ist die empirische Varianz s3, = 2.8711, die Variationsbreite R = 6 und der empirische
Variationskoeffizient v,, = 0.9328 %. A

Visualisierung statistischer MaBRzahlen FEin mogliche graphische Darstellung der sta-
tistischen Mafszahlen findet sich in der nachfolgenden Graphik. Im Histogramm der Be-
obachtungswerte sind neben dem arithmetischen Mittel (roter Strich / mw), der Median
(blaues Dreieck / md) auch die emiprische Standardabweichung (schwarzes Intervall / s)
eingetragen:

Die Vorlesung...

. . . N 0% 22% 67% 222% 40% 289% -
8. ist gut dokumentiert (Skript, Tafelmitschriften, stimme gar nicht zu stimme vallig zu ”W‘ff,“g
Literatur). 5

2-u \;/Set\za ﬁ:]nge Ts;uclﬁnlir;f)r.asiruklur auf (Raum, stimme gar nicht zu Tt stimme véllig zu ”m:w:?a

13. Der Arbeitsaufwand der Vorlesung ist fiir mich: Zutief . B T T . 2u hoch
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Eine weitere populdre Darstellung sind Boxplots. Dabei entspricht die Box dem Bereich,
in dem die mittleren 50 % der Daten liegen. Sie wird also durch das obere und das untere
Quartil begrenzt. Links vom unteren Quartil liegen demnach 25 % der Daten. Rechts vom
oberen Quartil liegen ebenfalls 25 % der Daten. Der Median wird als durchgehender Strich
in der Box eingezeichnet. Durch die Antennen, tiblicherweise Whisker genannt, werden
die ausserhalb der Box liegenden Werte dargestellt. Die Lange der Antennen ist allerdings
nicht einheitlich. Gebrauchlich sind folgende Definitionen:

e Die Lange der Antenne ist auf das maximal 1.5-fache der Boxlédnge beschrinkt. Au-
fserhalb der Antennen liegende Daten heiften Ausreiffer. Beobachtungswerte, welche
einen Abstand zur Box von mehr als dem dreifachen der Boxlange haben, werden
extrem genannt. Bei allen anderen handelt es sich um milde Ausreifer.

e Die untere Antenne ist das 2.5 %-Quantil und die obere das 97.5 %-Quantil. In die-
ser Darstellung gibt es also ab einem bestimmten Stichprobenumfang immer einzeln
dargestellte Punkte, welche dann nicht automatisch als Ausreifser interpretiert wer-
den sollten.

e Die Antennen reichen bis zum grossten bzw. kleinsten Wert aus den Daten. Hier
gibt es keine Ausreisser.

Ausreifler
[ ] [ X ]
unterer oberer
Whisker unteres Median oberes Whisker

Quartil Quartil

Lmin Lmax
| |
T T
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7. Mathematische Statistik

7.1 Grundbegriffe

Abgrenzung Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik:

Wahrscheinlichkeitsrechnung:
mathematische Modelle fiir eine Zufallsgrofe X mit Verteilung F'(x)
zur Behandlung zufallsbeeinflusster Vorgénge

I

|

I X17X27"'7Xn
: Techniken der 1id. zu X

i Wahrscheinlichkeitsrechnung

! zur Konstruktion Stichprobe

: statistischer Schéitzungen (x1,T2,...,2,) € Xy
I

\'s

Mathematische Statistik:
Auswertung von Stichproben mit dem Ziel, fehlende Grofsen von X zu bestimmen

Grundgesamtheit: Die Grundgesamtheit umfasst die Zufallsgrofe X mit Verteilungs-
gesetz Fy(r) = P(X < z), wobei ¢ € O fiir einen oder mehrere noch zu bestimmende
Parameter steht.

Stichprobe vom Umfang n: Eine Stichprobe vom Umfang n besteht aus n Realisie-
rungen der Zufallsgrofe X ohne gegenseitige Beeinflussung der Ergebnisse. Dabei liegt

e abstrakt der Stichprobe ein n-dimensionaler Zufallsvektor (X7, Xs,..., X)) von n
unabhéngig und identisch verteilten Zufallsgrofsen X7, X, ..., X,, zugrunde, wéah-
rend

e die konkrete Realisierung ein Vektor (xy, zs, ..., x,) € A, ist, der die Realisierungen

x; von X; enthélt.

Wir sagen auch, die Zufallsgrofen Xi, X, ..., X, seien vom Typ i.i.d. (kurz fiir indepen-
dent and identically distributed).

Parameterraum O: Der Parameterraum © enthélt die Menge aller méglichen Parame-
terwerte ¥ des Verteilungsgesetzes. Der Stichprobe liegt ein fester, aber bis dahin unbe-
kannter Parameter ¢ € © zugrunde. Dieser feste Wert ¢ ist dann aus der Stichprobe zu
schitzen. Beipielsweise konnte ¥ = (1, 0?) € © € R x RT im Falle X ~ N(u,0?) sein.
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Stichprobenraum X),: Der Stichprobenraum X, besteht aus der Menge aller moglichen
Stichprobenwerte, zum Beispiel (xq, s, ..., z,) € X, = R", falls X ~ N(u,0?) ist.

Stichprobenfunktion: Die Stichprobenfunktion 7, : X,, — © ist eine Abbildung, die
jedem Stichprobenwert (xi,xs,...,z,) € &, einen Parameterwert 1), (z1,x2,...,x,) € ©
zuordnet. Sie wird zum Schéitzen von Parametern oder Bereichen beziechungsweise zum
Testen von Hypothesen verwendet. Fiir unsere theoretischen Untersuchungen miissen wir
die der Stichprobenfunktion entsprechende Zufallsgrofse T,,(X5, X, ..., X,,) betrachten.

Beispiel 7.1 Eine Firma stellt Sicherungen her. Bei der Produktion wird von einer Aus-
schussrate p € (0,1) ausgegangen. Die Zufallsgrofe X erfiille

_J 1, betrachtete Sicherung ist defekt,
0, betrachtete Sicherung funktioniert,

wobei P(X = 1) = p und P(X = 0) =1 — p. Es gilt X ~ Bin(1,p) fiir den unbekannten
Parameter ¢ = p € (0,1) = ©. Die Stichprobe (X7, Xs,...,X,,) vom Umfang n besitzt
die Realisierung

(1’1,332,...,.1’71) EXn:{(.Tl,LCQ,...,.Tn)ZLUZ':O\/ZIIl'Zl}.

Die Stichprobenfunktion ) >, Xi ~ Bin(n, p) gibt die Zahl der defekten Sicherungen an.
Die relative Haufigkeit X,, = %E?:l X; ist eine Stichprobenfunktion, die offensichtlich
die Ausschusswahrscheinlichkeit p schatzt. A

Punktschatzung: Hier wird ein Schétzwert J aus der Stichprobe mit “moglichst guten”
Eigenschaften bestimmt.

Bereichsschitzung: Zu einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit « (iibliche Werte
sind etwa 1%, 5% oder 10%) wird ein Konfidenz- oder Vertrauensintervall

U(z1,x9,...,2T,), 01,29, ..., 2,)]

gesucht, so dass ¥ mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o in diesem Intervall liegt.

Tests: Ausgehend von einer Hypothese Hy tiber den zu schitzenden Parameter (z.B. Hy :
p < po), wird mit Hilfe einer Testgroke getestet, ob die Hypothese Hy abgelehnt werden
muss. Bei Ablehnung wird eine Alternativhypothese Hy (hier Hy : p > py) angenommen.
Grundlage ist dabei eine Irrtumswahrscheinlichkeit o.

7.2 Punktschatzungen

Auf Grundlage der Schétzfunktion 7,, = T,(X1, Xs,..., X,,) soll ein moglichst guter

Schiitzwert 9 = T.(X1, Xs, ..., X,) zum unbekannten Parameter ¢ € © der Grundge-
samtheit gefunden werden. Dabei ist die Schétzfunktion eine spezielle Stichprobenfunktion
mit Werten im Parameterraum ©.
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Bemerkung 7.2 Haiufig wird anstelle 9 selbst eine reelle Funktion 7(v) geschétzt. Bei-
spielsweise konnte die Varianz np(1 — p) einer Binomialverteilung zu schétzen sein. Im
Falle der Normalverteilung kann vom zweidimensionalen Parameter ¥ = (p, 0?) nur der
Erwartungswert 7(¢) = p zu schétzen sein. A

Definition 7.3 Eine Schétzfunktion T,,(X, Xs, ..., X)) fir die Funktion 7(¢)) heifst er-
wartungstreu, wenn fiir jeden Parameterwert ¢ € © gilt

Eo(Tn(X1, Xo, ..., X,)) = 7(9).

Die Forderung bedeutet, dass der Schétzer im Mittel richtig schétzt.

Satz 7.4 Existieren in einer Grundgesamtheit X sowohl Ey(X), als auch V,(X), so gilt:
1. Fir 7(¢) = Ey(X) ist

— 1= 1<
X, = - ;Xi bzw. konkret =, = - ;xl

eine erwartungstreue Schatzfunktion.
2. Fir 7(9) = Vy(X) ist

n

¥ 1
Z(Xi —X,)? bzw. konkret s? = Z(;UZ —T,)?

i=1 =1

1

52 =
n—1

n

eine erwartungstreue Schéatzfunktion.
3. Ist u = Ey(X) bekannt, so ist

n

1 1
V= - Z(Xl —p)?>  bzw. konkret v? = n Z(% — p)?
i=1 =1

eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir 7(v) = Vy(X).

Beweis. 1. Es gilt

(o) =B 3 30K) = & 3o BalX) = 1 - Bo(X) = Eo(X) = (0).

n -

2. Mit
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folgt
Eﬁ([Xz - Xn]Q) - E%(Xz - 7n) = Vﬁ(Xz - Xn)
"Ly + U (x)
_ ”(”n; 1)w(x).

Damit ergibt sich

3. Es gilt

n

B (5 06— ) = 5o {Ba(1X = ) ~ BRX — ) | = Vol0) = 7(0)

i=1 0

Definition 7.5 Eine Schitzfunktion 7,,(X1, Xo, ..., X,,) fur die Funktion 7(¢) des unbe-
kannten Parameters ¢ der Grundgesamtheit heifst konsistent, wenn fiir alle ¢ € © und
beliebiges € > 0 gilt

lim Py (|7, (X1, Xo,...,X,) —7(¥)| > ¢) =0.

n—oo

Satz 7.6 Die Schitzfunktionen X, fiir Ey(X) und S2 beziehungsweise V.2 bei bekanntem
Erwartungswert fiir V(X sind konsistent, wobei im Fall der Streuung Ey(X?) < oo, das
heifst, die Existenz der vierten Momente, vorauszusetzen ist.

Beweis. Die Konsistenz des Mittelwertes X, folgt sofort aus dem schwachen Gesetz der
grofen Zahlen. Wegen Ey(X}) < oo sind die Varianzen der Zufallsgrofen (X; — p)? be-
schrankt. Da

By ([Xi — p]?) = Vo(X;) = Vy(X),

folgt aus dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen:

: . IR
nlggom(\vg —Vy(X)| >¢) = JE&M( ;Z(Xi — 1) _W(X)' > 5> =0.

i=1
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Fiir S? zeigt man die Behauptung anhand der Zerlegung

1
n—1

n

ST - ) - (X —w]™

=1

S2 =

n

]

Bemerkung 7.7 Fiir X ~ N(u,0?) ist iibrigens E(X*) < oo immer erfiillt. JAN

Definition 7.8 Es seien T,gl)(Xl, X, ..., X,) und T (X1, Xo, ..., X,) erwartungstreue
Schétzfunktionen fiir 7(¢). Wenn gilt

V(TI(X1, X, ..., X)) — 7(9)) < V(TP(X1, Xa, ..., X)) — 7(9)),

so heifst die Schéatzfunktion Tél)(Xl,X%...,Xn) wirksamer als die Schéatzfunktion

T (X1, X, ..., X,). Diejenige Schitzfunktion, die unter allen erwartungstreuen Schétz-
funktionen die kleinste Streuung besitzt, heift die wirksamste Schatzfunktion fiir

7(9).
Bemerkung 7.9 Fiir X ~ N(u,0?) ist X,, die wirksamste Schétzfunktion fiir Eg(X). A

7.3 Maximum-Likelihood-Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode ist ein wichtiges Verfahren, um Punktschétzungen mit
moglichst vielen der zuletzt genannten “guten” Eigenschaften zu konstruieren. Dazu sei
X eine Grundgesamtheit von bekanntem Verteilungstyp. Die Parameter ¢ € © dieser
Verteilung seien unbekannt und sollen unter Verwendung einer Stichprobe X7, X5, ..., X,
ii.d. zu X vom Umfang n geschétzt werden.

Definition 7.10 Ist 1, z5,...,, eine aus der Grundgesamtheit X gezogene Stichprobe
vom Umfang n und ist X eine diskrete Zufallsgrofie mit den Einzelwahrscheinlichkeiten
Py(X = x;), i = 1,2,...,n, wobei der Parameter J € © unbekannt ist, dann wird die
Funktion

L(Y) = ﬁpﬁ(x = ;)

als Likelihood-Funktion bezeichnet. Ist X hingegen eine stetige Zufallsgréfte mit Dich-
tefunktion fy(t), so lautet die Likelihood-Funktion

L(¥Y) = H fo(zs).

Das Prinzip der Maximum-Likelihood-Methode, entwickelt von R.A. Fisher im Jahr 1921,
besteht nun darin, als Punktschiatzwert ¢ fiir den unbekannten Parameter v € © denje-
nigen zu ermitteln, fiir den die Likelihood-Funktion das Maximum annimmt.
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Beispiel 7.11 Der Parameter ¥ = p € (0,1) = O einer binomialverteilten Zufallsgrofe
X ~ Bin(1,p) sei zu bestimmen. Ist in einer Stichprobe vom Umfang n f-mal X = 1 und
(n — ¢)-mal X = 0 aufgetreten, so gilt

L(p) =p‘(1—p) "

Zur Maximierung einer Likelihood-Funktion ist es oftmals giinstiger, deren Logarithmus
zu betrachten, das heifit, in unserem Fall die Aufgabe

L(p) =log L(p) = £ -logp + (n — £) log(1 — p) — max
pe(0,

Die notwendige Optimalitdtsbedingung lautet

Fiyv_p Y oy L _C(=p+(=n)p
Poy=t-5-=0-175 p-(1-p) .

dies bedeutet p = ¢/n. Die Maximum-Likelihood-Methode liefert in diesem Fall das be-
kannte 7, unsere erwartungstreue und konsistente Schiatzung. JAN

Beispiel 7.12 Die Parameter 9 = (u, 0?) einer normalverteilten Grundgesamtheit X ~

N(u,0?) seien aus einer Stichprobe 1, s, . . ., z, mittels Maximum-Likelihood-Methode
zu bestimmen. Fassen wir die folgenden o2 als Symbol auf, so gilt

- 1 1 ]_ 1 n 2
L ,uly 0-2 = | | —67 202 xz — M 2 — —67 202 i:l(xif.u‘)
( ) i=1 (27”72)% ( )

Um das Maximum (f1,?) zu bestimmen, gehen wir wieder von

~ 1
L(p,0°) = log L(p, 0°) = —g log(2m0®) = 55 > (@i = )* = e

w,02)ERXRT

aus. Differentiation nach p liefert

oL 1 & Ti Mo
St = > - = = - L Ly
=1

das heifst, wir erhalten die bekannte Schitzung i = T,,. Ferner folgt aus Differentiation

nach o2
n

oL, nl 1 )1
g2 7 )= gt g 2 (=0
i=1

Indem wir hier das bereits bekannte Optimum i = T,, einsetzen, ergibt sich

n
1 n—1
~2 — 2 2
0 =— E (x; —Tp)” = S
n n
1=

Demnach ist die Maximum-Likelihood-Schitzung fiir 02 im Gegensatz zu s? nicht erwar-
tungstreu. A
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Eigenschaften von Maximum-Likelihood-Schatzungen:
1. Alle Maximum-Likelihood-Schétzer sind konsistent.

2. Existiert eine wirksamste Schatzfunktion, so wird sie durch den Maximum-Likelihood-
Schétzer angenommen.

3. Maximum-Likelihood-Schétzer sind asymptotisch normalverteilt mit Mittelwert .

7.4 Verteilungen wichtiger Stichproben

7.4.1 Binomialverteilte Grundgesamtheit

Fiir die Grundgesamtheit X ~ Bin(1,p) und ¥ =p € (0,1) = © sei X; = {0,1} i.i.d. zu
X, das heifst

b, k:L
IP>(Xz:k):{1—p k=0

Dann erfiillt die Schiitzfunktion T, = Yo X

T = ZXi ~ Bin(n,p).

=0

Fiir grofes n (Faustregel: np(1 —p) > 9) ist T, ) néherungsweise normalverteilt:
T\ ~ N (np,np(1 — p)).

Dies motiviert die Schatzfunktion

Standardisierung von TV liefert

7@ = 2 TP N(0,1).

op-(1-p)

7.4.2 Normalverteilte Grundgesamtheit

Fiir die normalverteilte Grundgesamtheit X ~ N(u,o?) gilt fiir den Mittelwert X, =
% S, Xi ~ N(p,0%/n) und nach Standardisierung

Xn—

T = Vn ~ N(0,1).
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Definition 7.13 Es sei X eine stetige Zufallsgrofe mit Dichtefunktion f : R — R§.
Dann heifst die Zahl ¢, das a-Quantil zu f, falls

P(X < qa) :/_qa f(z)dzr = a.

Analog ist ¢, das (1 — «)-Quantil zu f, falls

q1—o

P(X <q1a) = / flz)dz=1-a.

—00

Beispiel 7.14 Das ¢,-Quantil der Standardnormalverteilung N(0,1) bekam aufgrund
seiner grofsen Bedeutung den Namen z,. Es gilt beispielsweise:

al 90% | 95% | 99%
Zo | 1282 | 1.645 | 2.326

A

Definition 7.15 Die Zufallsgrofe X besitzt eine y?-Verteilung mit n Freiheitsgra-
den, kurz X ~ x2, wenn X die Dichtefunktion

0, xz <0,
fu(x) = 1 5=0=

e 2, x>0

besitzt. Dabei ist

die Gammafunktion.
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Bemerkung 7.16 Die Gammafunktion erfiillt I'(n + 1) = n! fir alle n € N. A

2!
Xma

Satz 7.17 Fiir X ~ N(p,0?) und X1, X, ..., X, i.i.d. zu X gelten die folgenden Aus-
sagen:
1. Die Schitzfunktion T\ erfiillt

falls © bekannt ist.
2. Die Schatzfunktion Tn(5) erfullt

1 — — n—1
T7(L5) = ; Z(XZ - Xn)2 = & SEL ~ X?z—l'
i=1

Definition 7.18 Die Zufallsgrofe X besitzt eine Student-Verteilung oder t-
Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz X ~ t,, wenn X die folgende Dichtefunktion

besitzt: I il )
falz) = Wf/ﬁ(l +a2%)7

()
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Satz 7.19 Fiir X ~ N(u,0?) und Xy, Xo, ..., X, i.id. zu X gilt

n

X, —
T = S—“\/ﬁw toot.

Bemerkung 7.20 Bei der Berechnung von Konfidenzintervallen und Tests spielt

e die t-Verteilung eine wichtige Rolle, wenn die Grofe des Mittelwertes p = E(X)
einer normalverteilten Zufallsgrofe ermittelt werden soll und

e die y%-Verteilung eine wichtige Rolle, wenn die Gréfe 02 = V(X)) einer normalver-
teilten Zufallsgrofe bestimmt werden soll.

A

7.5 Konfidenzintervalle

Ziel: Wir suchen anhand einer Stichprobe (X3, Xy, ..., X,,) zur Grundgesamtheit X mit
der Verteilung Fy(x) ein moglichst kleines Intervall

I = [U(Xl,XQ, oo 7Xn)7 (Xl,XQ, e 7Xn)]>

in welchem mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o der unbekannte Parameter ¥ € © tatsachlich
liegt, das heifst

P(U(Xl,XQ,,Xn) SﬂSO(Xl,XQ,,Xn)) >1—a.

Dabei sind U : X, — © und O : X,, — © zwei Schatzfunktionen. Die Grofse 1 — « heifit
Konfidenzniveau und « die Irrtumswahrscheinlichkeit, welche stets vorzugeben ist.

Beispiel 7.21 (lllustration von Konfidenzintervallen) Wir betrachten eine Zufallsgrosse X,
welche N (u,0?) verteilt ist. Die Gleichung

IP’( —z1-¢ < = < Zlg) = @(zl,%) — @(—21,%) = 2@(21,%) —1=1—-«

impliziert, dass jede Realisierung x von X mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o im Intervall
[,u — zl_%02, W+ zl_%aﬂ liegt. Dies bedeutet, es gilt mit Wahrscheinlichkeit 1 — o fiir
jede Realisierung = die Ungleichung |z — pu| < Zlfa/20_2. Mit der Wahrscheinlichkeit 1 — «
demnach liegt der Erwartungswert p im Konfidenzintervall [:1: — zl,%o2, T+ 21,%02}. Im
Fall X ~ N(0,1/10) finden sich in nachfolgender Abbildung fiir n = 100 Realisierungen «
der Zufallsgrosse X (blaue Kreuzchen) die zugehorigen Konfidenzintervalle (blaue Linien)
zum Konfidenzniveau 1 — a = 95%:
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100

i
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80

T

60

X|

40

T

X|
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T

X

0
-0.5 0 0.5

Im Mittel beinhalten offensichtlich nur a - n Intervalle der Lénge 22;_as, nicht den echten
Erwartungswert u = 0 (rote Linie). Im konkreten Beispiel sind es 4. A

7.5.1 Konfidenzintervalle bei binomialverteilter Grundgesamtheit
Sei X ~ Bin(1,p) und ¥ = p € (0,1) = O. Fiir die Stichprobe (Xj, ..

Bin(n, p), das heifst
X, ~ <p, )

1. Mit dem (1 — $)-Quantil 2o erhalten wir

p(1 —p)

X, —
]P’(—zl_gg P \/ﬁgzl_E«)—l—a
p(1—p)
TP ~N(0,1)
2. Das Umrechnen von o
X, —
—Z1-g < b Vvn < Z-g
p(1—p)

in ein Konfidenzintervall ergibt eine quadratische Ungleichung fiir p. Auflésen ergibt

_ , — —
n 2_a Xn(l_Xn) Z1_a\ 2
UX), Xo,. ., X)) = — 2 |X, 2 _ . ( 2)
(X1, Xz ) n—l—Zf_% T, A 2\/ n {5,
und
_ , — —
n — Z_a X,(1-X,) Z1—a\2
O(X1, X, ... X,)) = —2 |X, e ( )
(X3, X ) n+zf7% + 2n ta 2\/ n + on
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Beweis. Wir haben o
| X — p|vn < z1-ay/p(1—p)
nach p aufzulosen. Quadrieren liefert

0> p*( o +n) —p(2nX, + 22 o) + Xon

das heifst
1 o, — ; —
O/U — 2(2%7g + n) 2an + 217% :t \/(2an + 2%7%) - 4(2%7% + n)Xnn:|

5 L
1 o, — —

= m _2an _I_ Zl—% j: \/Zil_g + 4anZ%_% - 4”2%_¢;an|
2

I 2 — —

L X -5 Xn(l — Xn)

= ———— |2nX, +2{_a £2n2_a 2

2(22 o +n) Min o+ 2_g T 2213 \/ e T o

2

]

Beispiel 7.22 Anhand einer Stichprobe von n = 100 Sicherungen soll die Ausschussrate
p bestimmt werden. Es werden ¢ = 2 defekte Sicherungen gefunden, das heift, p = 7, =
% = 0.02. Gesucht ist ein Konfidenzintevall zum Konfidenzniveau 1 — o = 95%. Mit
29759 = 1.96 ergibt sich

I = [0.0055, 0.0700].

Hat man hingegen n = 1000 Sicherungen gepriift und ¢ = 20 defekte Sicherungen gefun-
den, es dndert sich also nur das n, dann folgt

I = [0.0130,0.0304].

7.5.2 Konfidenzintervalle bei normalverteilter Grundgesamtheit

Wir betrachten fiir eine normalverteilte Grundgesamtheit X ~ N(u,0?) die Stichprobe
(Xl, XQ, . ,Xn) mit Xz iid. zu X.

Konfidenzintervalle fiir i bei bekanntem ¢?: Fiir T¥ aus Abschnitt 7.4.2 folgt

Xn_:u

T® = Vn ~ N(0,1).

Fiir vorgegebenes « erhalten wir die Gleichung

X, —
P(—zl_ag M\/ﬁgzl_a) =1-q.
2 o 2
Umrechnung von o
X, —
—Z1-< < = ’u\/ﬁ < 21—«
2 o 2
in ein Konfidenzintevall fiir p liefert
o — o

U(Xl,...,Xn> :yn—zl_%
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Konfidenzintervalle fiir iz bei unbekanntem o?: Aus Satz 7.19 folgt
X, —
T = S_“\/ﬁ ~tno1.

Unter Verwendung der ¢,,_11-2-Quantile folgt aus der Identitit

X, —p
Sn

]P)( —tn1,1-2 < Vn < tn_171_c2!) =1—-«

durch Auflésen nach pu, dass

_ S,

S
U(X17X27 s 7Xn) = Xn - tn—lﬂ—%% <

< 7n + tn—l,l—%% = O(X17X27 s 7Xn)

Bemerkung 7.23 Natiirlich kann man auch nur einseitige Konfidenzintervalle bestim-
men. Dann muss fiir U bzw. O das entsprechende (1 — a)-Quantil anstelle des (1 — a/2)-
Quantils eingesetzt werden, wihrend fiir O bzw. U 400 bzw. —oo zu nehmen ist. A

Konfidenzintervalle fiir o2 bei bekanntem p: Fiir 7Y gilt geméfs Satz 7.17

n

1 n
T = 2 (X; —p)* = ;Vf ~Xa
i=1
Ausgehend von
1
Py < V7 <y ) = 1-a
ergibt sich durch Umformen
V2 V2
UXy,. . Xy) = e <o < 2 = O(Xy, ..., X))
Xni_a Xp. o
n,1—3 5

n—1
TP = —5=Si ~ xn_1-
o
gilt. Die Forderung
1
P(X%—l,g < —(n— 1Sy < Xp11-2) =1-a

impliziert durch Umformen, dass

U(Xl,...,Xn>:

Bemerkung 7.24 Da die Varianz von unten immer durch 0 beschrénkt ist, sind gera-
de im Fall der Varianzschiatzung einseitige Intervalle gebréuchlich. Als untere Schranke
wird dann 0, als obere das passende O(Xy,...,X,) gewdhlt, wobei die Quantile XZ,

IS

>

bzw. X2 | « durch x2 , bzw. x2_, , ersetzt werden miissen.
kD) ) b
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Zusammenstellung der wichtigen Konfidenzintervalle:

Verteilung zZu
der Grund- | schitzender Intervallgrenzen U (X1, X, ..., X,,)/0(X1, Xo, ..., X,)
gesamtheit | Parameter
2 g = 2
- p n - |, -3 X,1-X,) [z-2
Bin(1 — | X, +2 @
in(1, p) (n groR) n+2? + om \/ n * 2n
2
L — o
(0 bekannt) Xk 2i-g vn
2 H Y n
N(p, %) (o geschatzt) XnEtn11-g n
o? nV? nV?
(1 bekannt) thl_% ’ Xig
o? (n—1)S2 (n—1)S?
(1 geschéatzt) quq,—m—g ’ Xi—l,%

7.6 Tests

7.6.1 Einfiihrung

Ziel eines Tests ist es, anhand von Daten einer Stichprobe eine Annahme iiber die Gro-
fse eines Parameters ¥ € © (Parametertest) oder iiber das Verhalten einer unbekannten
Verteilung (parameterfreier Test) zu iiberpriifen. Eine solche Annahme nennen wir Hy-
pothese Hy. Hy wird auch als Nullhypothese bezeichnet. Diese Hypothese wird abgelehnt,
wenn sie mit den Daten in signifikanter Weise unvertraglich ist. Deshalb werden solche
Tests Signifikanztests genannt. Falls die Daten mit Hj hingegen hinreichend vertraglich
sind, so bestehen gegen H keine Einwénde. Es gibt also zwei Ausgénge von Tests:

1. gegen H, bestehen keine Einwéande, das heifst, Hy wird angenommen,
2. Hy ist unvertraglich mit den Daten, das heifst, Hy wird abgelehnt.

Falls H, abzulehnen ist, so nehmen wir eine Alternativhypothese H; an, die das Komple-
ment zu H, darstellt.

Beispiel 7.25 (Grundidee der Entscheidungsfindung) Bei der Produktion von Sicherungen
sei die Ausschussrate p unbekannt. Als Nullhypothese wahlen wir Hy : p < po. Fiir die
Zufallsgrofe X, definiert durch

~J 1, Sicherung ist defekt,

o, Sicherung ist okay,
gilt P(X = 1) = pund P(X = 0) = 1 — p, das heist X ~ Bin(1,p). Ferner seien
Xl, XQ, ce ,Xn iid. zu X.
Um eine Regel zur Entscheidung zu formulieren, ob H, akzeptiert oder abgelehnt werden

soll, betrachten wir die Testgrofe T = >, Xi ~ Bin(n, p), die die Anzahl der defekten
Sicherungen unter den n betrachteten zéhlt.

Konkret seien nun n = 100, Hy : p < 0.01 und Z.li? x; = c¢ := 2. Die vorgegebene

(2

Irrtumswahrscheinlichkeit sei a = 5%. Falls IP’HO(T,go) =>" . X; > c) < aist, so lehnen
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wir Hy ab und nehmen die Alternativhypothese H; : p > 0.01 an. Andernfalls nehmen
wir Hy an.

Es treten bei diesem Vorgehen folgende Fehler auf, deren Grofen gegenlédufig sind:

e Fehler 1. Art: Hy ist giiltig, wird aber abgelehnt. Die Grofe dieses Fehlers ist «,
also vorgegeben.

e Fehler 2. Art: Hy ist falsch, wird aber trotzdem angenommen. Die Grofe dieses
Fehlers ist im allgemeinen nicht bekannt.

Im Beispiel ergibt sich bei Giiltigkeit von H,

Py, (T > c=2)=1— Py, (T\? < 2)

=1- PHO (T(O) = O) - PHO (TT(LO) = 1)

n

<1- (180> -0.01°.0.991%° — <1(1)0) -0.01% - 0.99%

= (0.264238.

Dies bedeutet, dass Hy bei ¢ = 2 defekten Sicherungen akzeptiert werden kann. Bei ¢ = 4
fallt die entsprechende Wahrscheinlichkeit unter 5% und man lehnt Hy, ab. A

7.6.2 Allgemeines Testschema

Wir betrachten zu der Grundgesamtheit X mit der Verteilung Fy(X'), wobei ¥ € © ein
unbekannter Parameter ist, die Stichprobe (X7, Xs, ..., X,,) mit X; i.i.d. zu X.

1. Aufstellen einer Hypothese Hj iiber den Parameter ¥ € © und der entsprechenden
Alternativhypothese, wobei 1)y € © gegeben ist:

H0319:790 Hliﬁ¢ﬁ0
H017.9§190 H1219>190
Hy: 9> Hy 9 <9

2. Vergabe der Irrtumswahrscheinlichkeit «, das heiftt, der Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass Hy abgelehnt wird, obwohl Hj gilt, also die Grofe des Fehlers 1. Art.

3. Finden einer Stichprobenfunktion (Testfunktion) 7,, = T,,(X;, Xa,...,X,), deren
Verteilung bekannt ist, falls Hy gilt.

4. Bestimmung eines kritischen Bereiches K, so dass Py, (T, € K) < «. Bei Giiltigkeit
von Hy darf der Wert der Testfunktion hochstens mit der Irrtumswahrscheinlichkeit
im kritischen Bereich liegen.

5. Entscheidung:

o T, € K = H, wird abgelehnt, stattdessen wird H; angenommen. Die [rrtums-
wahrscheinlichkeit ist a.

o T, ¢ K = gegen H, bestehen keine Einwinde. Die Irrtumswahrscheinlichkeit
ist unbekannt.

7.6.3 Tests bei normalverteilter Grundgesamtheit

Hypothesen iiber den Mittelwert ;1 bei bekanntem o02: Seien py und « vorgegeben

und seien Null- und entsprechende Alternativhypothese durch einen der folgenden Félle
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erfasst:
1= Ho I # Ho
Ho:qp<po Hy o qp> po
M2 o H< Ho

Die Testfunktion ist bekannt:

X, —
TO(X), Xy, ..., X,) = =210 /n ~ N(0,1).
g

Als kritischer Bereich ergibt sich

{z|z] > 219}
K=<¢{r:2>z_,}
{r:0<—2z_4}

da gilt
L-P(rtey/n] <zig)| (1 [@(s1g) — B(—213))
Po(Tn € K)=q Pt /n>z,) o= 1— ®(21_0)
p(@\/ﬁ < —21_4) D(—21_4)
2 — 2(1)(21_%)
= 1— CD(Zl—Oé) = q,
1-— (D(Zl,a)

vergleiche auch die nachfolgende Visualisierung fiir den ersten der drei Félle:

Ablehnungs-
bereich a/2

Ablehnungs-
bereich a/2

—Z1-a/2 0 Z1-a/2

Hypothesen iiber den Mittelwert i bei unbekanntem ¢?: Seien py und o vorgegeben
und Null- und entsprechend Alternativhypothese durch einen der drei oben genannten
Fille erfasst. Mit der Testfunktion

X, —
TT(LG)(X17 X27 tee 7Xn) = S—'uo\/ﬁ ~ tn—l

ergibt sich dann analog zu oben als kritischer Bereich
{z:|o| > th11-5}

K= {LL' T > tn—l,l—a}
{r:0<—th-11-a}
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Hypothesen iiber die Varianz ¢* bei bekanntem p: Null- und Alternativhypothese
seien wie folgt gegeben:

* — of 7 # ot
Hy 02§03 Hi: 02<0(2)
2> 08 o? > o}
Mit Hilfe der Testfunktion
n-V?2
T(X1, Xay oo, X)) = —5— ~ X2
99

ergibt sich vermittels einem zu oben analogen Vorgehen der kritische Bereich

{z:2< Xi,% Vx> X?@,l—%}
K= {‘CB Lr > Xi,l—a}
{r:2<xha)

Hypothesen iiber die Varianz o2 bei unbekanntem y:  Null- und Alternativhypothese
seien wie folgt gegeben:

2= o3 o 4
Hy - 02§0(2) H: 02>0§
2> 02 0? < o}
Mit der Testfunktion
n—1)S?
TO(Xy, X, ..., X,) = % ~x2_,
)

ergibt sich der kritische Bereich

{z:z< Xi—l,% V> Xi_m—%}
K=dq{z:z> ng—l,l—a}
{z:z< Xi—l,a}

Beispiel 7.26 Eine Referenzstrecke von 1km Linge werde mit einem Messgerit gemes-
sen. Das Messgerit liefert folgende Ergebnisse in m:

998.0, 1001.0, 1003.0, 1000.5, 999.0, 997.5, 1000.0, 999.5, 996.0, 998.5.
Es gilt also
Tn = 999.3m, s2 =3.9m?, 8, = 1.975m.

1. Um zu testen, ob das Gerat im Mittel die korrekte Entfernung wiedergibt, wéhlen
wir Hy @ 0 = po = 1000m mit Hy : p # po. Fiir a = 0.05 ergibt sich nach dem
allgemeinen Testschema:

T, — 3-1
7 = T b o 99371000 45 gy
S 1.975



90

Kapitel 7. Mathematische Statistik

Der kritische Bereich ist
K ={z:|z| > tgpgrs = 2.262} = (—o00, —2.262) U (2.262, +00).

Da T, ¢ K gibt es gegen Hj keine Einwénde, dies bedeutet, das Messgerit lie-
fert im Mittel die korrekte Entfernung. Beachte, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit
unbekannt ist (Fehler 2. Art).

. Um zu iiberpriifen, ob die Behauptung ¢? < 2m? mit den Daten vereinbar ist,

wihlen wir Hy : 02 < 02 = 2m? und H; : o

2

allgemeinen Testschema liefert fiir o = 0.05

> o2. Das Vorgehen gemif dem

2 3.9m?
TO = (n—1)22 —9. 2 — 1755
ofs m

und

K ={z:2 < X595 = 16.919} = (16.919, 00).

Da T,, € K, konnen wir die Behauptung, dass die Varianz des Messgeréts kleiner ist
als 2m?, mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o ablehnen (dies bedeutet, das Messgeriit

ist schlechter).

A
Zusammenstellung wichtiger Tests:
Verteilung Testfunktion
der Grund- H, H, To( X1, Xo, ..., Xp) kritischer Bereich K
gesamtheit
N(p,0®) | p=po | p# o - T| > 21«
Xn — o
o bekannt | u < po | p> po T, = vn Th > 21-a
1> | < o i T, < —Z1-q
N(:ua 02) K= Ho H 7A Ho Y ‘Tn‘ > tnfl,lf2
.. Xn Ho 2
o geschatzt | u < g | p> po T, 3 Vn Tn>tn11-a
1% Z Ho < Mo " Tn < _tn—l,l—a
N(,U/,O-Q) 0'2 — 0-8 0'2 # O'S V2 TTL < X?l,% \/ Tn > X727,,17%
p bekannt | 0% < 08 | 0% > o T, =n— T, > X2,
0— K
o?>a5 | 0? <o} ‘ T, < Xpa
N(p,0%) | o?=02|0%#02 & To<X2 aVT,>X> || a
’2 l 2
p geschiitzt | 02 < of | 02 > 0 T,=(n—-1)—=% Th > X2 11-a
O- b
02 >0l | 0? <ol ’ Ty < Xp-1a
Bin(l,p) | p=po | p# po v |T] > z1-2
Xn Po 2
ngrob | p<po | p>po | T, = Th > 210
P>po | P <po Po(l = po) T, < =%«
7.6.4 y*-Test

Der y2-Test ist ein parameterfreier Test. Sein Ziel ist es zu testen, ob eine Zufalls-
grofse X mit einer vorgegebenen Verteilung iibereinstimmt. Dazu sei eine Stichprobe
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X1, Xs,..., X, 1i.d. zu X vom Umfang n gegeben. Weiter betrachten wir die Hypothese
H()ZFx(t) :Fg(t), H1 Fx(t) %F{)(t)

fiir eine vorgegebene Verteilungsfunktion Fy(t). Unabhéngig davon, ob X eine diskrete
oder stetige Zufallsgrofe ist, teilen wir die reelle Achse in zueinander disjunkte Intervalle
auf

R=hHULU...UIl =(-00,a1] U (as,as]U...U (ar_2,a,_1] U (ay_1,00).

Bezeichnet y; jeweils die Anzahl der Stichprobenelemente im Intervall I;, so gilt >\, v; =
n. Seien fernen y? die “Idealzahlen” der Stichprobenwerte im Intervall [, die fiir die gege-
bene Verteilung gelten, also

y? =n- ]P)HO(X € Iz) =n- (Fo(al) — h\I‘T(l) F()(ai—l + 5))

mit ag := —oo und a, := 400. Um hinreichende Genauigkeit des Tests sicherzustellen,
gelte y? > 5 fiir alle i = 1,2,...,r. Dies kann stets durch ein Vergrofern der Stichprobe

oder ein Vergroftern des zugrundeliegenden Intervalls erzielt werden.
Wir betrachten die folgende Testfunktion

r o 0 2
Tn<X17X27 e 7Xn) = Z % ~ X?—m—la
i=1 i
wobei m die Anzahl der unbekannten Parameter in der Verteilungsfunktion Fy(t) an-
gibt. Wir lehnen die Hypothese Hj ab, falls T;, zu grof wird, das heiftt, bei gegebener

Irrtumswahrscheinlichkeit o > 0 gilt
K - {I T > X?z"fmfl,lfa}'

Beispiel 7.27 (Radioaktiver Zerfall) Rutherford und Geiger verdffentlichten 1910 das
folgende Versuchsergebnis. In 2608 Zeitintervallen von je 7.5 Sekunden Lange wurden die
emittierten a-Teilchen einer radioaktiven Substanz gezéihlt:

Teilchen pro 7.5 Sek. | Abs. Haufigkeit | Theor. Haufigkeit
0 57 54.8
1 203 211.2
2 383 406.8
3 525 524.2
4 532 508.6
5 408 393.8
6 273 253.0
7 139 140.8
8 45 67.8
9 27 28.7

> 10 16 18.3

Mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o = 5% soll gepriift werden, ob die entsprechende
Grundgesamtheit X (X ist die Anzahl der innerhalb von 7.5 Sekunden emitierten a-
Teilchen) durch die Poisson-Verteilung beschrieben werden kann. Die Nullhypothese H

lautet also
m

A
HO:]P(X:m):—O'e_’\O, m=20,1,2,...
m!
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Wir schitzen den Mittelwert Ay durch die entsprechende Punktschéitzung
T, = 3.87.

Damit ergibt sich fiir die theoretischen Haufigkeiten

3.87™
W =n-P(X =m)= 26O8~—'e_3'87, m=0,1,2,...
m:

Es folgt T, = 13.05 und
K={z:3>x}_1_100 = 16.9} = (16.9, 00).

Folglich wird die Nullhypothese wegen T,, ¢ K nicht abgelehnt. A

Beispiel 7.28 (Normalverteilung) Ein Nennmaf X wird anhand einer Stichprobe {iber-
priift. Um die Nullhypothese

zu zeigen, wahlen wir eine Stichprobe vom Umfang n = 150, welche

T, = 4048, s, =5.71,

und

i I; Yi Yo

1] 0-305 5 6.03
21 30.5-33.5 13 10.59
3133.5-36.5 23 19.81
4| 36.5—-39.5 22 28.35
5139.5 425 29 30.94
6 | 42.5 —45.5 29 25.81
71 45.5 485 16 16.44
8 > 48.5 13 12.01

> =150

ergibt. Es folgt
8

. 20)2
T, = Z M — 397
i=1 Yi

und mit o = 0.10
K={z:x> X§—2—1,0.9 =9.24} = (9.24, ),

also T,, ¢ K. Damit erscheint die Annahme der Normalverteilung im Sinne der Stichprobe
verniinftig. A
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8. Markov-Ketten

Beispiel 8.1 (Simple Random Walk) Wir betrachten einen “Random Walker” in einer
sehr kleinen Stadt, die nur vier Strafen und vier Strafenecken besitzt:

U1 V4

(%) U3

Zum Zeitpunkt 0 steht der Random Walker an der Ecke v;. Zum Zeitpunkt 1 wirft er eine
Miinze und geht nach vy bzw. vy, je nachdem ob er Zahl oder Kopf geworfen hat. Zum
Zeitpunkt 2 wirft er wieder eine Miinze, um zu entscheiden zu welcher niachstgelegenenen
Strakenecke er nun geht. Diese Prozedur wird fiir die Zeitschritte 3,4, ... iteriert.

Fiir jedes n € Ny sei
X,, = “Strakenecke zum Zeitpunkt n”.

Dann gilt
]P)(XO = ’Ul) =1
und 1 {
P(Xl = 1)2) = 5, P(Xl = 'U4> = 5

Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir X,, mit n > 2 zu berechnen, ist es vorteilhaft,
bedingte Wahrscheinlichkeiten zu betrachten. Angenommen, der Random Walker steht
zum Zeitpunkt n an der Ecke v,. Dann gilt
1 1
P<Xn+l = ’U1|Xn = ’UQ) = 5, ]P)(Xn—i-l = Ug‘Xn = ’02) = 5
Diese Wahrscheinlichkeiten dndern sich nicht, wenn wir die gesamte Vergangenheit in
Betracht ziehen:

. ) ) 1

]P)(XnJrl = 'Ul‘XO = Zo,X1 =11y... ,Xn,1 = anlaXn = ’UQ) = 5

und .
P(Xp41 = v3|Xo =i0, X1 = t1,..., Xpo1 = U1, X;y = 02) = 5

fiir jede Wahl moglicher g, 41, . . ., i,_1. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit P(X,, 1, =
v;|X,, = v;) unabhéngig vom Zeitpunkt n. A
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Definition 8.2 Es sei S eine endliche oder abzahlbar unendliche Menge. Dann bildet die
Folge Xy, X1, ... von Zufallsgrofen eine Markov-Kette, falls die Markov-Eigenschaft
gilt: Fir alle n € Ny und fiir s, s1,...,Sp11 € S mit

P(XO = 59, X1 = S1,...,Xn :Sn) >0
gilt
P(Xn+1 = Sn+1’X0 = So,Xl = Sgooo ,Xn = Sn) = P(Xn+1 = Sn+1|Xn = Sn).

Die Menge S wird Zustandsraum genannt.

Definition 8.3 Essei P = [p;;];,_; eine (k X k)-Matrix. Eine Markov-Kette (Xo, X1, .. .)
mit endlichem Zustandsraum S = {s, So, ..., s} heifst homogene Markov-Kette mit
Ubergangsmatrix P, falls fiir alle n € Ny und 7,5 € {1,2,...,k} gilt

P(Xni1 = si|lXn = 55) = pij.

Die Eintriige von P heifen Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Bemerkung 8.4 Die Ubergangsmatrix ist eine stochastische Matriz, das heit, es gilt
pij >0 firalle 4,5 €{1,2,... k}
und

k
me =1 fir alle j S {]-7 27 ct k}

=1

Fiir unser Einfithrungsbeispiel ergibt sich beispielsweise die Ubergangsmatrix

?%?%
P=|2 2
0503
2 030

Neben der Ubergangsmatrix ist der Ubergangsgraph eine weitere sehr hilfreiche Darstel-
lung von Markov-Ketten. Im Falle des Simple Random Walks erhalten wir:
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X,, wollen wir nun als Spaltenvektor auffassen, also

i P(X, = s1)

(n) _ Mén) . ]P)(Xn = 52)
pt =" = ;

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(® von X, heikt auch Startverteilung.

Satz 8.5 Fiir die homogene Markov—Kette (Xo, X1,...) mit endlichem Zustandsraum
S = {s1,59,..., 5}, Startverteilung p(®) und Ubergangsmatrix P gilt fiir jedes n € N

u = Pry©.

Beweis. Im Fall n =1 gilt fiir alle i € {1,2,...,k}

k
/,Lgl) ]P(Xl = Si) = ZP(XO = Sj,Xl = Si)

J=1

k
ZEPX()—S] (X1:Si|X0:Sj)

~"

,“50) =Ppi,j

0
pigny = Pul

E

1

<.
Il

Mit vollstéandiger Induktion folgt der Schritt n — n + 1:

k
u = P(Xg1 = i) = Y P(Xo = s, X = 1)

j=1

I

{P)(Xn = Sj)J'IED(XnJrl = S; ‘ Xn = Sj)/

1 N

J

_Mgn) =Pij
k
o . n)7 Induktions- n+1..(0
= E pignl” = [P UE [Pt O],
— annahme

]

Beispiel 8.6 (Basler Wettermodell) Es wird gelegentlich behauptet, dass die beste Wetter-
vorhersage diejenige ist, bei der das Wetter morgen dem heutigen entspricht. Ist diese Be-
hauptung richtig, so ist es naheliegend, das Wetter als Markov-Kette zu modellieren. Wir
nehmen einfachheitshalber an, dass es nur die Zusténde s; = “Regen” und s, = “Sonne”
gibt. Vorausgesetzt unsere Wettervorhersage ist mit der Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] rich-
tig, so folgt die Ubergangsmatrix

P:[ b 1_p]
I—p p
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A

Beispiel 8.7 (Londoner Wettermodell) Wir haben im letzten Beipiel eine perfekte Sym-
metrie zwischen “Regen” und “Sonne”. Dies mag in Basel richtig sein, sicherlich jedoch
nicht in London. Dort diirfte die Ubergangsmatrix

P:[ p 1_‘-’}.
I-p ¢

mit g < p realistischer sein. A

Definition 8.8 Es sei P = [pgb)]ﬁjzl, P® = f}]ﬁjzl, ... eine Folge von stochastischen
(k x k)-Matrizen. Eine Markov-Kette (Xg, X7,...) mit endlichem Zustandsraum S =
{51, 59, ..., 5} heikt inhomogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrizen P, P?) .

falls fiir alle n € Nund 4,5 € {1,2,...,k} gilt

P(Xny1 =5 | Xy =55) = pz(,T_l)'

Beispiel 8.9 (verfeinertes Basler Wettermodell) Wir verfeinern unser Basler Wettermodell,
indem wir zuséatzlich zwischen “Winter” und “Sommer” unterscheiden. Hierzu erweitern wir
den Zustandsraum um den Wert s3 = “Schnee” und unterscheiden zwischen Sommer (Mai-
September) und Winter (Oktober—April). Realistisch wére beispielsweise die inhomogene
Markov-Kette mit

0.75 0.25 0.5
Psommer = 10.25 0.75 0.5
0 0 0
und
0.5 0.15 0.2
Pwinter = 0.3 0.7 0.3
0.2 0.15 0.5

Im Sommer entspricht das verfeinerte Modell dem alten Modell im Falle p = 0.75 aufier
eventuellem Tauwetter am 1. Mai. JAN

Satz 8.10 Fiir die inhomogene Markov-Kette (X, X1, ...) mit endlichem Zustandsraum
S = {s1,59,...,5:}, Startverteilung p(® und Ubergangsmatrizen PM, P®@ . . gilt fiir
jedes n € N

4 — ppe-D) . p1) 0

Beweis. Die Aussage wird dhnlich zum Beweis von Satz 8.5 gezeigt. O
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