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Aufgabe 1. (Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer)

Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € R™*™. Das Min-Mazx-Prinzip von Courant-
Fischer fiir Matrizen besagt, dass fiir die Eigenwerte Ay > Ay > --- > A, von A und
beliebige m-dimensionale Unterrdume U,, C R™ gilt:
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Die Ungleichungen gelten genau dann mit Gleichheit, wenn der Unterraum U, von den
Eigenvektoren zu Ay, ..., A\, aufgespannt wird. Weisen Sie anhand eines Gegenbeispiels
nach, dass im Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer nicht auf die Symmetrie der Matrix
verzichtet werden kann.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Optimalitdt der Singuldrwertzerlegung in der Spektralnorm)

Sei A € R™™ mit m > n. Wir bezeichnen mit A\; > Ay > --- > A, die Eigenwer-
te von AAT und mit uq,ug,...,u, die zugehdrigen orthonormalen Eigenvektoren. Die
Singularwertzerlegung von A ist gegeben durch

A=UXVT nit X =diag(oy,...,0n) € R™™,

wobei o1 = VA1,...,0, = VA, und die Matrizen U = [uj,ug,...,u,] € R™" und
V =[vi,va,...,vy] € R™™ orthogonale Matrizen sind. Wegen AAT = UXXTUT und
ATA = VXITYVT sind die Vektoren vi,vs,..., Vv, orthonormale Eigenvektoren von
ATA zu den Eigenwerten A\; > Ay > --- > A}, die mit den Vektoren vy y1,...,v,, zu
einer Orthonormalbasis des R™ vervollstéandigt werden.

Zeigen sie, dass die nach r < n Termen abgeschnittene Singuldrwertzerlegung
A, =UX, VT mit X, =diag(oy,...,0.,0,...,0) € R™*™

die Gleichung
IA = Alls = 0

erfiillt und eine optimale Approximation unter allen n x m-Matrizen vom Rang r im
Sinne der Spektralnorm || - || ist.

(4 Punkte)



Aufgabe 3. (Optimalitidt der Singuldrwertzerlegung in der Frobenius-Norm)

Wir betrachten wiederum die Singuldrwertzerlegung von A aus Aufgabe 2. Wir beweisen
die Optimalitédt der abgeschnittenen Singuldrwertzerlegung A, in drei Schritten.

a) Fiir die Frobenius-Norm gilt die Gleichung

n
IA - A7 = Y of
k=r+1

b) Ist B eine m x n-Matrix mit rank(B) < r, so erfiillen die absteigend geordneten
Singulérwerte von A und A — B die Abschétzung

oi(A —B) > 0i.,(A).

c¢) Die abgeschnittene Singulidrwertzerlegung minimiert den Ausdruck

A, =argmin ||A — Bl
B

unter allen n x m-Matrizen B vom Rang r.

(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Abklingen der Eigenwerte)

Sei k € HP(D x D) und D C R ein hinreichend glattes Gebiet. Zeigen Sie, dass der zum
Kern k gehorige Hilbert-Schmidt-Operator K von L?(D) — HP(D) abbildet. Aus dem
Bramble-Hilbert-Lemmas folgt, dass es einen m-dimensionalen Unterraum V,,, C L*(D)
gibt, so dass fiir die orthogonale L2-Projektion P,, : L?(D) — V,, und Funktionen
u € HP(D) die fehlerabschéitzung

1(1d =Pl 2(py < em™™|[ull e (D).

gilt. Weisen sie damit nach, dass die Eigenwerte von K das Abklingverhalten A,,+1 <
em~P/™ erfiillen.
Hinweis. Verwenden Sie das Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer.

(4 Punkte)



