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Aufgabe 1. (Kompaktheit von Hilbert-Schmidt-Operatoren)

Seien K : L?(D) — L%*(D) ein stetiger Operator und {u,} eine Orthonormalbasis von
L?(D). Zeige, dass der Operator K,, : L?(D) — L?(D), definiert durch

n

Kn?} = Z(U, u]‘)LQ(D)KUj,
Jj=1

kompakt ist.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Karhunen-Loéve-Entwicklung)

Seien D = (—1,1) und a € L?(Q; L?(D)) beschrieben durch das Erwartungsfeld E,(z)
und den Korrelationskern k(z, y) = e~“*=¥l. Der zugehérige Kovarianzoperator ist somit
gegeben durch

(K)() = / bz, y)d(y) dy.
D

Bestimmen Sie die Eigenpaare von K und stellen Sie die Karhunen-Loeve-Entwicklung
von a auf.

Hinweis Zeigen Sie zunichst, dass ein Eigenpaar (), ¢) von K eine Losung der gewhn-
lichen Differentialgleichung

¢ (x) +0*p(x) =0 —1<x<1,
cdp(=1) = ¢'(-1), —co(1) = ¢'(1),

mit b = 4/ @ ist. Die Losungen dieser Gleichungen sind allgemein bekannt und
gegeben durch
¢(x) = c1 cos(bx) + co sin(bx).

Bestimmen Sie die Konstanten ¢; und co und zeigen Sie, dass es nur dann nichttriviale
Losungen der Differentialgleichung gibt, wenn ¢ = btan(b) oder —c = btan(b) gilt.
Die Losungen der ersten Gleichung bezeichnen wir mit {b,} und die von der zweiten
Gleichung mit {b],}. Weisen Sie nach, dass die zugehérigen, normierten Funktionen ¢,
bzw. ¢, gegeben sind durch

cos(bpx sin(b),x
On(z) = (sin(Q)b ) baw. () = (sin(2)b/ )
T+ =50 1=

(4 Punkte)



Aufgabe 3. (Korrelationskerne)

Wir betrachten das Gebiet D = (0,1) und das stochastische Feld a(t,w) € L*(D x Q).
Das Feld sei charakterisiert durch die Erwartungsfunktion E,(t) = 0 fir ¢ € (0,1
und den Korrelationskern k(s,t). Zeigen Sie, dass der zum Korrelationskern k(s,t) =
cos(2m(t — s)) assozierte Kovarianzoperator positiv semidefinit, symmetrisch und kom-
pakt ist. Bestimmen Sie danach die Karhunen-Loeve-Entwicklung von a.

Hinweis. Die Verteilung der in der Karhunen-Loeve-Entwicklung auftretenden Zufalls-
variablen spielt fiir die Berechnung der Entwicklung keine Rolle. Die Zufallsvariablen
diirfen aber als gleichverteilt auf [—1, 1] aufgefasst werden.

(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Brownsche Briicke)

Ein stochastisches Feld wird stochastischer Prozess genannt, falls das zugrundeliegende
ortliche Gebiet eindimensional ist und mit einem Zeitintervall assoziiert wird. Einer der
bekanntesten stochastischen Prozesse ist die Brownsche Briicke B : [0,1] x @ — R.
Sie ist gekennzeichnet durch die Erwartungsfunktion Eg(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1], die
Kovarianzfunktion k(s,t) = min{s,t} — st und durch Gaufische Zufallsvariablen in der
Karhunen-Loeve-Entwicklung. Bestimmen Sie die explizite Darstellung der Brownschen
Briicke.

(4 Punkte)



