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Aufgabe 1. (Markov-Ungleichung)

Sei X € L%, () eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Zei-
gen Sie, dass fiir alle & € Ry die Markov-Ungleichung gilt

P(IX| > a) < éE(!X\p).

Weisen Sie nach, dass die Tschebyscheff-Ungleichung ein Spezialfall der Markov-
Ungleichung ist.
(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Jensen-Ungleichung)

Sei ¢ : R — R konvex und X eine reelwertige Zufallsvariable iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,4, P). Zudem seien X und ¢ o X € LL(). Zeigen Sie die Jensen-
Ungleichung

P(E(X)) <E(po X).

(4 Punkte)

Aufgabe 3. (Lebesgue-Bochner-Réume)

Es sei (Q,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein Banach-Raum. Der Bochner-
Raum L%(Q; X) mit ¢ € N ist die Menge aller messbaren Funktionen f : Q — X, die
beschrankt sind beziiglich der Norm

1l = ( 15w dP(cu))l/q.
Q

Fir f € L%(Q; X) und g € LI, (5 X) mit 1/p+ 1/q = 1 gilt die Hélder-Ungleichung
1f 9l ix) < 1L @ix) 9l e o x)-
Zeigen Sie, dass fiir f,g € L5(Q; X) die Minkowski-Ungleichung

1f + 9l @x) < 1flze@x) + 19l @)

erfiillt ist.
Hinweis. Verwenden Sie im Fall ¢ > 1 die Holder-Ungleichung.

(4 Punkte)



Aufgabe 4. (Tensorprodukte)

Seien X,Y Banach-Réume iiber R mit zugehoérigen Dualrdumen X', Y’. Wir definieren
den formalen Ausdruck Y ! | z; ® y; mit z; € X sowie y; € Y fiir n € N und fassen ihn
auf als linearen Operator A: X’ — Y gegeben durch

Ap = p(z:)y fiir alle p € X',
i=1

Wir setzen
n m
ey~ Y a;i @b,
i=1 i=1

falls diese beiden Ausdriicke den selben Operator definieren. Die Menge aller Aquiva-
lenzklassen beziiglich ~ bezeichnen wir als X ® Y. Fiir beliebiges o € R definieren wir
die skalare Multiplikation

ozz:vi ®Y; = Z(Oél“i) D Yi
i=1 i=1
und die Addition

n m m
Zm@yﬁ- Z $i®yz‘=zﬂ€z‘®yi-
i1 i=1

i=n+1
Beziiglich dieser Operationen ist X ® Y ein Vektorraum. Man bezeichnet diesen Raum
als algebraisches Tensorprodukt.

a) Zeigen Sie, dass ~ tatsiichlich eine Aquivalenzrelation ist.
b) Zeigen Sie, dass gilt

rR@u+v)=ru+zxU,
(az) @y =z @ (ay),
r®0=0®0.

(4 Punkte)



