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Aufgabe 1. (Ehrlingsches Lemma)

Es seien X, Y und Z Banach-Räume mit den Normen ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y und ‖ · ‖Z . Zudem sei
K : X → Y ein kompakter Operator und T : Y → Z ein stetiger, injektiver Operator.
Dann existiert zu jedem ε > 0 ein C = C(ε) < ∞, so dass für alle x ∈ X gilt

‖Kx‖Y ≤ ε‖x‖X + C‖T (Kx)‖Z .

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Spurnorm)

Sei A = [ai,j ]
n
i,j=1 ∈ R

n×n eine symmetrische und positiv semidefinite Matrix, das heisst
x⊺Ax ≥ 0 für alle x ∈ R

n. Zeigen Sie, dass die Spurnorm ‖A‖tr :=
∑n

i=1 ai,i die folgen-
den drei Normeigenschaften auf der Menge der positiv semidefiniten Matrizen erfüllt:

1. Definitheit: ‖A‖tr = 0 ⇒ A = 0.

2. Homogenität: ‖αA‖tr = α‖A‖tr für alle α ≥ 0.

3. Dreiecksungleichung: ‖A+B‖tr ≤ ‖A‖tr + ‖B‖tr.
Hinweis. Weisen Sie zunächst nach, dass |ai,j| ≤ √

ai,iaj,j ist.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. (pivotisierte Cholesky-Zerlegung)

Das stochastische Feld a(x, ω) sei näherungsweise gegeben durch die Finite-Element-
Approximation ah(x, ω) = Φ(x)

(

ah + LY(ω)
)

. Hierbei seien Y(ω) = [Yk(ω)]
n
k=1 un-

korrelierte, zentrierte Zufallsgrössen mit Varianz 1, Φ(x) = [φ1(x), . . . , φn(x)] eine L2-
orthonormale Basis des Finite-Element-Raums Vh und L ∈ R

n×n derart, dass der zu-
gehörige Kovarianzkern die Darstellung

kh(x,y) :=
n
∑

i,j=1

(k, φi ⊗ φj)L2(D×D)φi(x)φj(y) = Φ(x)LL⊺Φ(y)⊺

hat. Hierbei entspreche LL⊺ der vollständigen pivotisierten Cholesky-Zerlegung der Ko-
effizientenmatrix

[

(k, φi ⊗ φj)L2(D×D)

]n

i,j=1
von kh ∈ Vh ⊗ Vh bezüglich der Basis Φ.

Sei nun LmL
⊺

m die abgebrochene pivotisierte Cholesky-Zerlegung mit

‖LL⊺ − LmL⊺

m‖tr ≤ ε

für ein ε > 0 und m ≤ n. Zeigen Sie, dass dann für die Approximation ah,m(x, ω) =
Φ(x)(ah + Lm[Y (ω)]mk=1) gilt

‖ah(x, ω)− ah,m(x, ω)‖L2(D)⊗L2

P
(Ω) ≤

√
ε.

(4 Punkte)



Aufgabe 4. (Kahan-Matrix)

Gegeben sei die Kahan-Matrix

Kn(θ) = [ki,j ]
n
i,j=1 = diag(1, s, s2, . . . , sn−1)
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mit c = cos(θ), s = sin(θ) und 0 < θ < π/2. Zeigen Sie, dass die Inverse dieser Matrix
gegeben ist durch die obere Dreiecksmatrix K−1

n = [ri,j]
n
i,j=1 mit

ri,j =

{

s1−j, i = j

s1−jc(c+ 1)j−i−1, i < j.

Folgern Sie hieraus, dass gilt

sn−1Kn(θ)
−1 θ→0−→ [0, . . . ,0,x] mit x = [2n−2, 2n−3, . . . , 2n−n, 1]⊺

und weiter für die Spektralnorm

|kn,n|
∥

∥K−1
n

∥

∥

2

θ→0−→
√

4n−1 + 2

3
.

(4 Punkte)


