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Aufgabe 1. (Levenberg-Marquardt-Verfahren I)

Seien A ∈ Rm×n mit m ≥ n und b ∈ Rm sowie λ > 0. Ferner sei d die Lösung von
(ATA + λI)d = ATb und g die Lösung von (ATA + λI)g = d.

a) Zeigen Sie, dass d und g die linearen Ausgleichsprobleme
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lösen.

b) Nehmen Sie an, dass die QR-Zerlegung A = Q̃R̃ mit rechter oberer Dreiecksma-
trix R̃ ∈ Rn×n und orthogonaler Matrix Q̃ vorliegt. Mit Hilfe von (orthogonalen)
Givensrotationen der Gestalt
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lässt sich nun die QR-Zerlegung der Block-Matrix[
R̃√
λI

]
= QR

wie folgt berechnen: Für die Wahl

c =
ai,k√

a2i,k + a2j,k

und s =
aj,k√

a2i,k + a2j,k

wird bei der Transformation einer Matrix A, das heisst A 7→ Gi,j(c, s)A, genau der
Eintrag in (j, k)-Position auf 0 gesetzt. Durch sukzessive Anwendung dieser Idee, lässt
sich nun die QR-Zerlegung einer Matrix bestimmen.



Zeigen Sie, dass zur Berechnung der QR-Zerlegung[
R̃√
λI

]
= QR

genau n(n + 1)/2 Givens-Rotationen benötigt werden und der Gesamtaufwand
O(n3/3) (Multiplikationen) beträgt.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Levenberg-Marquardt-Verfahren II)

Bestimmen Sie für die Rosenbrock-Funktion

f(x1, x2) := 100(x2 − x21)2 + (x1 − 1)2

ausgehend von x0 = [0,−0.001]T die neue Suchrichtung d0 des Levenberg-Marquardt-
Verfahrens zu den Trust-Region-Radien a) ∆0 = 1, b) ∆0 = 0.5, c) ∆0 = 0.25.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. (Gauss-Newton-Verfahren)

Die Funktion f : R → R sei gegeben durch die Summe zweier Sinusschwingungen,
nämlich

f(t) = sin(t+ φ) + sin(2t+ ψ).

Die Parameter φ, ψ ∈ R sind zu bestimmen. Hierzu werden für t1 < t2 < t3 die Werte
f(t1) = f1, f(t2) = f2 und f(t3) = f3 angenommen.

a) Stellen Sie das entsprechende, nichtlineare Ausgleichsproblem zur Bestimmung von
φ und ψ auf und geben Sie die Iterationsvorschrift des Gauss-Newton-Verfahrens zur
Lösung dieses Problems an.

b) Führen Sie die ersten beiden Schritte des Iterations-Verfahrens für die Datenpunkte

i 1 2 3

ti 0 π/2 π
fi 1 1 −1

und die Startnäherungen φ0 = ψ0 = 0 aus.

(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Lineare Optimierung unter Nebenbedingungen)

Sei A ∈ Rm×n eine Matrix mit Rang n ≤ m sowie b ∈ Rm.
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Zeigen Sie, dass x ∈ Rn die Normalengleichung ATAx = ATb erfüllt. Welcher Grösse
entspricht hierbei der Vektor λ?

b) Sei nun ferner C ∈ Rp×n eine Matrix mit Rang p < n und d ∈ Rp. Gesucht ist die
Lösung x? des (restringierten) Ausgleichsproblems

1

2
‖Ax− b‖22 → min unter der Nebenbedingung Cx = d.

Zeigen Sie, dass die Lösung dieses Problems gerade der Lösung des Gleichungssystems I 0 A
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entspricht.

(4 Punkte)


