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Aufgabe 1. (Hebden-Verfahren)

a)

Sei I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar, streng monoton wachsend und
konkav mit eindeutiger Nullstelle x* € I. Zeigen Sie, dass dann das Newton-Verfahren
zur Nullstellenbestimmung fiir alle Startwerte xo € I mit x¢g < z* monoton gegen x*
konvergiert.

Betrachten Sie die Gleichung
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mit z; und d; positiv fiir alle ¢ = 1,...,n und p > 0. Ferner gelte d; > d;; fiir alle
i=1,...,n—1und r(0) > p. Zur Lésung der Gleichung mit dem Hebden-Verfahren
wird das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung auf die umgeformte Gleichung

g9(z) = -—==0

angwendet. Zeigen Sie, dass das Hebden-Verfahren fiir den Startwert x¢g = 0 konver-
giert.

(4 Punkte)
Aufgabe 2. (Gauss-Newton-Verfahren)
Betrachten Sie die Funktion F': R — R? gegeben via
r+1
Fx) = [)\x2 +x— 1]
und das zugehérige Minimierungsproblem () := || F(x)|3 — min. Zeigen Sie:

a)

b)

c)

Fiir A € (—o00,1) ist * = 0 ein lokales Minimum von ¢ (z) und fiir A < 7/16 sogar
das einzige.

Formulieren Sie das Gauss-Newton-Verfahren als Fixpunktverfahren zy11 = g(z).
Fiir A < —1 ist die Losung z* = 0 ein abstossender Fixpunkt, das heisst, in einer
Umgebung von 0 gilt |zg11 — 0] > |z, — 0] fiir alle 23 # 0.

Fiir |A| < 1 ist das Gauss-Newton-Verfahren konvergent. Welche Konvergenzordnung
liegt in diesem Fall vor?

(4 Punkte)



Aufgabe 3. (CG-Verfahren)

Das Fletcher-Reeves-Verfahren werde mit inexakter Liniensuche durchgefiihrt, wobei die
Schrittweite o der Wolfe-Bedingung

[V f (x5, + ardr) " di| < |V f ()" di
mit 0 < v < 0.5 geniige. Zeigen Sie, dass dann fiir die Suchrichtungen gilt:
1-2y _ Vf(x)d

< < fiir k= 0,1,2,.. ..
1—v IVFixe)l3 — 17

(4 Punkte)
Aufgabe 4. (Levenberg-Marquardt-Regularisierung)

Betrachten Sie die Levenberg-Marquardt-Regularisierung des Newton-Verfahrens fiir
konvexe Funktionen:

Algorithmus

Wihle xg € R, o € (0,0.5).
Fir k=0,1,...:

1. Falls V f(xy) = 0 gilt, STOP.

2. Berechne d; durch Losen des linearen Gleichungssystems
(V2f (k) + MeD)di = =V f (%)
mit Ay > 0.
3. Bestimme die Schrittweite aj nach der Armijo-Regel.
4. Setze Xg11 = X + apdy.

Sei nun f € C? eine konvexe Funktion und Ay = p(||Vf(xx)||2) mit einer stetigen,
monoton wachsenden Funktion p: R — R, die p(0) = 0 und p(z) > 0 fiir x > 0 erfiillt.

a) Zeigen Sie, dass die durch den Algorithmus erzeugten Suchrichtungen V f(xz)7d;, < 0
erfiillen.

b) Sei {xy, }i>0 eine konvergente Teilfolge. Zeigen Sie, dass fiir die zugehorigen Teilfolgen

{dk, }i>0 und {ag, }i>0
Tq
Vfﬁzkl)n lzoo g V f(xk,) g
ko ll2

sowie

Vf(xk) dr, 1500

l—00
f(xkl)_f(xkl+akldkl) 1> 0 — = 0
[, [|2

gilt.
c) Sei x* ein Minimum von f mit V2f(x*) regulir. Zeigen Sie, dass dann ein &€ > 0
existiert, so dass fiir alle x € B.(x*) und alle « € (0, 1] die Armijo-Bedingung
f(x+ad) - f(x) <oaVf(x)'d
erfiillt ist.

d) Sei {xx}r>0 eine durch den Algorithmus erzeugte Folge, die gegen ein Minimum x*
von f konvergiert, in dem die Hesse-Matrix regulir ist. Zeigen Sie, dass dann ein
Index | > 0 existiert, so dass fiir alle £ > [ das Verfahren immer die Schrittweite 1
wéhlt und die Folge {x}x>0 superlinear gegen x* konvergiert.

(4 Punkte)



