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Vorwort

Diese Mitschrift kann und soll nicht ganz den Wortlaut der Vorlesung wiedergeben. Sie soll
das Nacharbeiten des Inhalts der Vorlesung erleichtern. Kapitel, die mit einem Stern mar-
kiert sind, beinhalten ergénzendes Material. Die Vorlesung orientiert sich hauptsachlich
an dem unten genannten Buch von Dietrich Braess.
Hilfreich, aber nicht notwendig, zum Verstehen der Vorlesung sind Kenntnisse aus der
Numerischen Mathematik, wie man sie beispielsweise in folgenden Biichern findet:

— M. Hanke-Bourgeois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissen-

schaftlichen Rechnens, Teubner-Verlag
— R. Schaback und H. Wendland: Numerische Mathematik, Springer-Verlag

— J. Stoer und R. Bulirsch: Numerische Mathematik 1+1I, Springer-Verlag

Literatur zur Vorlesung:
— D. Braess: Finite Elemente: Theorie, schnelle Loser und Anwendungen in der Elas-
tizitdtstheorie, Springer-Verlag
— W. Hackbusch: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen, Teubner-
Verlag
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1. Partielle Differentialgleichungen™

1.1 Beispiele*

Potentialgleichung: Es sei QO C R? ein Gebiet, das ist eine offene, zusammenhingende
Menge, und I' := 0f2 der Rand. Der Graph der Funktion ¢ : I' — R beschreibe eine
Drahtschlinge, die eine Seifenhaut aufspannt. Diese Seifenhaut ldsst sich als Funktion
u : © — R beschreiben, deren Form minimale Oberfliche besitzt:

/,/1+u§+u§dxdy—>min.
Q

Wegen 1+ z =1+ %+ O(2?) kann man den Integranden fiir kleine Werte von u, und
u,, ersetzen durch

1
F(u) ::§/Qui+u§dxdy—>min.

Ist u € C2(Q) N C(N) mit ulp = g Losung dieser Minimierungsaufgabe, dann folgt fiir
beliebiges v € C1(Q2) N C(Q) mit v|p = 0, dass

F —F
0 = lim (u+ev) () = / UyUy + Uyvy do dy = /(Vu, V) dx. (1.1)
e—0 £ Q Q
Fiir f := Vuw liefert der Gauksche Integralsatz die Identitat

. ou
/S)Auvdx—l-/s)(Vu,Vv)dX—/levfdx—/r(f,n)da— 8_nda 0,

wobel Au = uy, + uy, den Laplace-Operator bezeichnet. Dies eingesetzt in (1.1) ergibt

fiir u die Bedingung
= / Auv dx
Q

fiir alle v € CY(Q) N C(Q) mit v|r = 0. Daher muss die Funktion u der Potential- oder
Laplace-Gleichung

Au(x) =0, xe (1.2)

geniigen. Die Losung zum Dirichletschen Problem der Laplace-Gleichung sieht wie folgt
aus:
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Eine einfache Losungsformel fiir die Laplace-Gleichung gibt es im Fall des Kreises ) =

{x € R? : ||x|s < 1}. Bei Einfiihrung von Polarkoordinaten z = rcos¢, y = rsin¢
erkennt man, dass die Funktionen

r¥cos(kp), rFsin(ke), k=0,1,...

der Potentialgleichung geniigen. Entwickelt man die Randwerte in eine Fourier-Reihe

u(cos ¢, sin @) = ag + Z {a), cos(ko) + bysin(ko) },
k=0

so lasst sich die Losung im Innern geméfs

u(z,y) = ag + Z rk{ak cos(ko) + by sin(kgf))}

k=0

darstellen.

Wairmeleitungsgleichung: In einem offenen, beschrinkten Gebiet Q C R? beschreibe
die Funktion u : Rsg x Q© — R die Temperaturverteilung. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 liege
die Anfangsverteilung u(0,x) = ug(x) € C(Q) vor. Zusitzlich seien im Gebiet Q die
Wirmequelle f € C(Rsp x Q) und an dessen Rand I' = 99 die Temperaturverteilung
gE C’(R>0 X F) vorgegeben.

Aus dem Erhaltungssatz folgt nun fiir jedes Kontrollvolumen V' C €2

f/%U(t, x) d)i = - /8V<Q(t, x),n(x)) d<i+\/v F(t,x) d)i'

VvV VvV
Wérmegehalt in V Warmefluss von aufen

Wirmequelle

Dem Materialgesetz gemaf geniigt der Warmefluss der Beziehung

q(t,x) = —c(x)Vu(t, x)
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mit der materialabhidngigen Warmeleitkonstante ¢ > ¢y > 0. Eingesetzt in den Gaufsschen
Integralsatz folgt daher

_ /a altx).n(x)) do = /V div q(t, x) dx = / div(c(x)Vu(t, x)) dx.

\%

Fiir die Temperaturverteilung folgt somit fiir alle Kontrollvolumen V' die Gleichung

[ G0 — (v ) fax= [ 00
dies bedeutet

%u(t,x) — div(e(x)Vu(t,x)) = f(t,x), (t,x) € Ry x Q.

Ist ¢ konstant, etwa ¢ = 1, so geniigt die Temperaturverteilung u € C*(Rsx Q)NC(Rxq x

Q) der Gleichung

au(t,x) — Au(t,x) = f(t,x), (t,x) € Rsox (1.3)
mit dem d-dimensionalen Laplace-Operator A = g—; + -+ ;—;.
1 d

Poisson-Gleichung: Sind die Daten f und g der Warmeleitungsgleichung nicht zeitab-
héangig, dann stellt sich fiir ¢ — oo ein Gleichgewichtszustand ein. Dies bedeutet, es gilt
Ou/0t = 0 und (1.3) geht iiber in die Poisson-Gleichung

— Au(x) = f(x), x €. (1.4)

Diese Gleichung hat in der Elektrostatik ebenfalls eine immense Bedeutung: ist in €2 die
Ladungsdichte f : Q2 — R bekannt, so geniigt die Spannung u dort der Poisson-Gleichung.

Wellengleichung: Die Bewegung in einem idealen Gas wird durch drei Gesetze be-
stimmt. Wie iiblich wird die Geschwindigkeit mit v, die Dichte mit p und der Druck mit
p bezeichnet.
1. Kontinuitdtsgleichung:
dp
ot

Wegen der Massenerhaltung ist die Anderung der Masse in einem Kontrollvolumen
V gleich dem Fluss durch die Oberfliche, das ist [, p(v,n) do. Aus dem GauRschen
Integralsatz folgt daraus die Gleichung dp/0dt = — div(pv). Die Approximation von
p durch eine konstante, zeitlich unabhéngige Dichte py ergibt dann die obige Glei-
chung.

= —podivv.

2. Newtonsches Gesetz:

ov

Po o

Der Druckgradient induziert ein Kraftfeld, das die Beschleunigung der Teilchen be-
wirkt.

—Vp.
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3. Zustandsgleichung:
p=cp.
In idealen Gasen ist der Druck bei konstanter Temperatur proportional zur Dichte.
Aus den drei Gesetzen folgt

0 0 8 _ ov _
0—t§ = 028—t§ = 8t —(podivv) = —cdiv (poa) = div(Vp) = ZAp.
Andere Beispiele fiir die Wellengleichung
Pp 2
e —(t,x) = c“Ap(t,x), (t,x) € Rop x Q (1.5)

ergeben sich in zwei Raumdimensionen fiir eine schwingende Membran oder in einer Raum-
dimension fiir eine schwingende Saite.

1.2 Charakterisierung*

Sei 2 C R? ein Gebiet und £ : C%(Q) — C(Q) ein allgemeiner linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung

d

Z axzaxj Zb 8:61 x) + c(x)u(x), (1.6)

wobei A = [a;5]7,_; € [C(Q)]™, b = [b]L, € [C(Q)]? und ¢ € C(Q). Die zugehorige
Differentialgleichung lautet dann

(Lu)(x) = f(x), x€Q (1.7)

Da fir v € C?*(Q) die zweiten Ableitungen symmetrisch sind, also 9%*u/(9z;0x;) =
0*u/(0x;0x;), kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a; ; = a;; angenommen werden.
Demnach ist die Matrix A symmetrisch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Der Differen-

tialoperator — Z?,j:l a; j0°/(0x;0x;) ist der Hauptteil von L.

Definition 1.1 Der Differentialoperator (1.6) heifst
e elliptisch in x, falls die Eigenwerte von A (x) alle positiv sind,
e parabolisch in x, falls d—1 Eigenwerte von A (x) alle positiv sind und ein Eigenwert
verschwindet, aber rang ([A(x), b(x)]) = d ist,
e hyperbolisch in x, falls d — 1 Eigenwerte von A(x) alle positiv sind und ein
Eigenwert negatives Vorzeichen besitzt.
Der Differentialoperator (1.6) heifst elliptisch/parabolisch/hyperbolisch (in €2), falls
er elliptisch/parabolisch /hyperbolisch ist fiir alle x € ). Entsprechend wird die Diffe-

rentialgleichung (1.7) elliptisch /parabolisch /hyperbolisch genannt, wenn der zugehorige
Differentialoperator diese Eigenschaft besitzt.

Beispiel 1.2 Die Potentialgleichung (1.2) und die Poisson-Gleichung (1.4) sind elliptisch,
die Warmeleitungsgleichung (1.3) ist parabolisch, wéhrend die Wellengleichung (1.5) hy-
perbolisch ist. A
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Zusatzlich zur Differentialgleichung (1.7) miissen noch geeignete Anfangs- oder Randbe-
dingungen gefordert werden, um eine sachgeméfe Aufgabenstellung zu ergeben.

Definition 1.3 Ein Problem heifft sachgemift gestellt, wenn eine Losung existiert,
diese eindeutig ist und stetig von den vorgegebenen Daten abhéngt. Andernfalls heifst das
Problem schlecht gestellt.

Die Unterscheidung partieller Differentialgleichungen in verschiedene Typen ergébe keinen
Sinn, wenn nicht jeder Typ grundlegend andere Eigenschaften héatte.

1. Elliptische Differentialgleichungen: Bei elliptischen Problemen werden Randbedin-
gungen vorgegeben: fiir gegebenes f € C(2) und g € C(T) suche u € C?(Q)NC(Q),
so dass

Lu=finQ, w=gaufl. (1.8)
Diese Randbedingungen heifsen Dirichlet-Randbedingungen. In der Praxis treten oft
auch Neumann-Randbedingungen, Ou/On = g auf I', auf. Losungen elliptischer
Differentialgleichungen erfiillen das Maximumprinzip (siehe néchster Abschnitt).

2. Parabolische Differentialgleichungen: Parabolische Differentialgleichungen beschrei-
ben Diffusionsvorgénge. Die ausgezeichnete Koordinatenrichtung ist in der Regel
die Zeit, so dass man oftmals die Differentialgleichung auf die Form w; + Lu = f
bringen kann, wobei L ein elliptischer Differentialoperator ist. Zuséatzlich werden
Anfangsrandwerte vorgegeben: fiir gegebenes f € C(Rxo x ), g € C(R5o x I') und
ug € C(Q) suche u € C%*(R5g x Q) N C(Rsp x Q), so dass

U+ Lu=f in RygxQ
u=g auf R,y xI' (Randbedingung)
u(0,-) = ug auf Q (Anfangsbedingung)

3. Hyperbolische Differentialgleichungen: Hier ist ebenfalls eine Koordinate ausgezeich-
net, die wieder als Zeit interpretiert werden kann. Daher lasst sich die Differential-
gleichung oft schreiben als uy + Lu = f mit einem elliptischen Differentialoperator
L. Hyperbolische Gleichungen beschreiben physikalisch gesehen Schwingungsvor-
génge. Sinnvolle Probleme erhélt man mit Anfangsbedingungen: fiir gegebenes f €
C(RooxQ), g € C(RsoxT) und ug, u; € C(Q) suche u € C*(Rsox Q)NC (R xQ),
so dass

Utt+£U:f inR>0 x
u=g¢g auf Ryg xI' (Randbedingung)
u(0,-) = ug, u(0,) = uy auf Q (Anfangsbedingungen)
Wenn der Differentialoperator invariant gegeniiber Bewegungen ist (also gegeniiber Trans-
lation und Drehung), dann hat der elliptische Anteil £ die Form

Lu = —alAu + cu.

1.3 Maximumprinzip*

Bei der Analyse von Differenzenverfahren spielt das diskrete Analogon des Maximumprin-
zips eine wichtige Rolle. Deshalb betrachten wir vorab eine einfache Fassung des Prinzips.
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Dazu seien 2 C R? stets ein beschrinktes Gebiet und der elliptische Differentialoperator
von der Form

(Lu)(x) = = D a5 (X)ttg, 0, (x). (1.9)

Satz 1.4 (Maximumprinzip) Die Funktion u € C?(Q) N C() geniige der elliptischen
Differentialgleichung Lu = f < 0 in 2. Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand T’
an.

Beweis. (i) Wir fithren den Beweis zunéchst unter der stérkeren Voraussetzung f < 0.
Angenommen, es sei y € {2 mit

u(y) = sup u(x) > max u(x).
xeN xel’

Bei einer linearen Koordinatentransformation x — & = Ux lautet der Differentialoperator
in den neuen Koordinaten

(Lu)(x) = — Z [UAX)U'], jug, ¢, (%),

wobei A(x) = [a;;(x)]{,_; die Koeffizientenmatrix ist. Wegen der Symmetrie von A (x)
kénnen wir eine orthogonale Matrix U withlen, mit der UA(y)U? diagonal wird. Aus
der positiven Definitheit schliefsen wir, dass die Diagonalelemente positiv sind. Weil y

Extremalpunkt ist, gilt
VU(Y) =0, ufw&()’) <0.
Dies bedeutet

d
(Lu)(y) = Z [UAWY)U"], ue e, (y) > 0
= <0.

f(y)

(#) Sei nun f < 0 angenommen und es gebe ein y € Q mit u(y) > maxyer u(x). Die
Hilfsfunktion

im Widerspruch zu (Lu)(y)

h(x) = x=yl3 = (21— )" + (22— 12)" + - + (22 — ya)”

ist auf I' beschrankt. Wenn § > 0 hinreichend klein gewéhlt wird, nimmt also auch die
Funktion

w=u-+0h

ihr Maximum in einem Punkt z im Innern an. Wegen h, ., = 20, ; ist

(Lw)(x) = (Lu)(x) + 6(Lh)(x) = f(x) — 20 Z a;i(x) <0

fiir alle x € ). Wie im ersten Teil des Beweises ergibt sich daraus ein Widerspruch. [
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Folgerungen:

1. Minimumprinzip: Ist Lu = f > 0 in €2, so nimmt u sein Minimum auf dem Rand T’
an.

Beweis. Man wende auf v := —u das Maximumprinzip an. Ol
2. Vergleichsprinzip: Wenn fiir u,v € C%(Q) N C(Q) gilt
Lu<LyvinQ, wu<wvaufl,
so folgt u < v in €.

Beweis. Fiir w := v — u ist nach Voraussetzung Lw = Lv — Lu > 0 und auf ' auch
w > 0. Nach dem Minimumprinzip folgt infyecq w(x) > 0 und folglich v(x) > u(x)
fiir alle x € €. Ol

3. FEindeutigkeit der Lisung: Die Losung des Dirichlet-Problems (1.8) ist eindeutig.

Beweis. Seien u; und uy zwei Losungen von (1.8), dann erfiillt v = u; — ug die
Gleichung
Ly=0inQ, v=0aufl.

Minimum- und Maximumprinzip implizieren

0 =infv(z) <wv(x) <supwv(z) =0, xe€
zeQ) Pr=te)

O

4. Stetige Abhdngigkeit von den Randdaten: Die Losung des Dirichlet-Problems (1.8)
hangt stetig von den Randdaten ab. Sind u; und us Losungen zu verschiedenen-
Randwerten, so ist

max |ug(X) — ua(x)| = max |uy (x) — ua(x)].
xeN xel’

Beweis. Fir v := uy — ug ist Lv = 0. Aus dem Maximumprinzip folgt

< < .
v(x) < maxo(z) < max|u(z)|, x€

Ebenso liefert das Minimumprinzip die Aussage

> mi > — .
v(x) 2 minv(z) > —max|v(z)|, x €

O

Definition 1.5 Ein linearer Differentialoperator £ zweiter Ordnung heifft gleichméafRig
elliptisch, wenn ein a > 0 existiert, so dass die Koeffizientenmatrix A(x) = [a;;(x)]¢;_,
der Abschétzung

ETA(x)€ > al€]l3
fiir alle ¢ € R? und x € ) geniigt. Die Zahl o wird als Elliptizitéitskonstante bezeichnet.



12

Kapitel 1. Partielle Differentialgleichungen*

5. Stetige Abhdngigkeit von der rechten Seite: Der Operator £ der Form (1.9) sei gleich-

mébig elliptisch in . Dann gibt es eine nur von €2 und der Elliptizitdtskonstante
abhiingige Zahl ¢, so dass fiir jedes u € C*(Q) N C(Q) gilt

lu(x)| < max|u(z)| + csup |[(Lu)(z)], x € Q.
zel zeQ)

Beweis. Sei Q C {x € R?: ||x|s < R} und setze

d
w(x) = R? — Z:pf
i=1

Im Hinblick auf wy, ., = —26;; ist offensichtlich
Lw>2a und 0<w<R? inQ,
wobei « die Elliptizitatskonstante ist. Fiir
v(x) i= max [u(z)] + w(x)=— sup |(Lu)(z)|
z€l 200 zeq

ist nach Konstruktion Lv > [Lu| in Q und v > |u| auf I'. Das Vergleichsprinzip
liefert —v(x) < u(x) < v(x) fiir alle x € Q und wegen w < R? erhalten wir die

gewiinschte Abschitzung mit ¢ = R?/(2a). O
. Elliptische Operatoren mit Term der Ordnung 0: Fiir den allgemeineren Differen-
tialoperator
d
(Lu)(x) = c(x)u(x) — Z i j(X)Ug, 2, (X) mit c(x) >0
ij=1

gilt ein abgeschwichtes Maximumprinzip. Aus Lu < 0 folgt

max u(x) < max{0, maxu(x)}.
x€Q xel

Beweis. Ein Beweis ist nur fir y € Q und u(y) = supyequ(x) > 0 erforderlich.

Dann ist (Lu)(y) — c(y)u(y) < (Lu)(y) < 0. Aukerdem ist durch den Hauptteil

Lu — cu ein elliptischer Operator der Form (1.9) definiert. Deshalb kann der Beweis

wie fiir Satz 1.4 vollzogen werden. O
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2. Finite-Differenzen-Verfahren*

2.1 Poisson-Gleichung*

Im folgenden wollen wir uns auf die Poisson-Gleichung beschrinken. Dazu seien €2 C R?
ein beschrinktes Gebiet, f € C(Q) und g € C(T'). Gesucht ist u € C*(2) N C(Q), so dass

—Au=finQ, u=gaufl.

Definition 2.1 Eine Losung u € C2(22)NC() der Poisson-Gleichung ist eine klassische
Losung. Gilt speziell f =0, das heift, ist Au = 0 in 2, so ist © harmonisch.

Wir werden mit Losung stets die klassische Losung meinen. Um diese zu berechnen,
benétigen wir finite Differenzen:

Definition 2.2 Fiir v € C(RY) und eine Richtung 1 < j < d definieren wir die
Vorwiérts- oder rechtsseitige Differenz durch

u(x + he;j) — u(x)

(0 ") (x) = ) ),

die Riickwirts- oder linksseitige Differenz durch

u(x) — u(x — he;)

(05 "u)(x) = 2

und die symmetrische oder zentrale Differenz durch

(@) (x) = u(x + hej)Q—hu(x — hej).

Lemma 2.3 Ist {x +the; : |t| <1} C Q und u € C*(Q), dann gilt

8u h
a_ej(x) = (0F"u)(x) + R, |Rf|< Slllo@):
8u h2

9e, ) = (u)(x) + Ry, | Ba| < lullos):
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und

0%u

u(x 4+ he;) — 2u(x) + u(x — he; h?
_ul i) h(2 )+ i) + Ry, By < Sllullosmy.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung im Eindimensionalen zu beweisen. Taylor-Entwicklung

von u liefert )

ule £ h) = ule) £ hol(a) + Q) €€ (makh),
woraus sofort die erste Aussage folgt. Subtrahieren wir ferner
h? h?
Eu"(x) — Fu"'(fl), & € (x—h,x),

3

%um(§2)7 52 € ('Tv T+ h)7

u(x — h) = u(x) — hu'(x) +
uw(x + h) = u(z) + hu'(z) + %u"(:c) +

so folgt die zweite Aussage

u(x +h) —u(x — h) = 2h/(z) + %3(u”’(§2) +u"(&1)).

Schlieklich folgt aus Addition der drei Gleichungen

h? h3 ht
u(w = h) = u(e) — bl (z) + (@) = 0" (@) + Su(&), €€ (o h,o)

—2u(zr) = —2u(x),

w(x +h) = u(z) + h'(z) + ;u”(:c) + gu’"(x) + Q—iu(‘*) (&), &€ (x,x+h),
dass 0o ) 12
u(x +h) — l;L(Qx) +u(z — h) _ u"(x) + ﬂ(u(él)(gl) + u(4)(§2)).

Zur Diskretisierung wird iiber das Gebiet €2 ein Gitter mit Maschenweite h gelegt

Qh::{XEQ:X:hkmitkEZd},
Iy ={xel:31 <i<dmitz; =hk, keZ}.

In Anlehnung an Q = QUT setzen wir Q, := Q, UT),. Punkte aus I', werden Randpunkte
genannt. Ein Gitterpunkt x € ,, der einen Nachbarn aus I'j, besitzt, heifst randnah. Alle
anderen Punkte aus €, sind randfern. Ist Q die Vereinigung von Wiirfeln der Kantenlinge
h, so sprechen wir von einem Whiirfelgebiet. In diesem Fall besitzen dann auch alle Rand-
und randnahen Punkte immer den Abstand h zu ihren Nachbarn.

In den Randpunkten x aus I'; ist u(x) durch die Randwerte g(x) vorgegeben. Hingegen
erhdlt man fiir jeden Punkt x aus , eine Gleichung fiir u(x), indem man die Poisson-
Gleichung durch Differenzenquotienten approximiert. In jedem randfernen Gitterpunkt
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x diskretisieren wir den Laplace-Operator durch (Aju)(x) := ZL(@; ") (x), wobei

sich
d

(Au)(x) =) (97"9"u)(x) + O(h?)

i=1

ergibt. Fiir d = 2 erhalt man den sogenannten 5-Punkte-Differenzenstern

aNw QN QNO 1 -1
aw  Qz Qo =5 |- 1 4 -1
asw Qs Qso |, —1 .

Dieser ist fiir Wiirfelgebiete ausreichend.
In beliebigen Gebieten muss der Differenzenquotient fiir randnahe Punkte entsprechend
modifiziert werden. Fiir u € C3(Q) erhélt man durch Taylor-Entwicklung in einer Dimen-
sion

2 2
ho(ho + hw)

2
- + +O(h
hot %t T lho £ gy v O

Ugy =

und in zwei Dimensionen

2 2 2
hoho + hw) " hw(ho + hw) " hs(hs + hy) >

9 2 2
F————uy — + +O(h).
hn(hs + hw) Y <hOhW hshN)uZ (h)

Au= Ayu+ O(h) =

Hierbei bezeichnet h die jeweils grofste Schrittweite, das heift, h := max{hw, ho} bezie-
hungsweise h := max{hy, ho, hs, hx}. Diese Diskretisierung des Laplace-Operators wird
auch Shortley- Weller- Approximation genannt.

Beispiel 2.4 Eindimensionaler Fall: Sei
—Uye = fin (a,b), wu(a)=a, u(b)=4.

Firh=(b—a)/nund z; =a+hi,i=1,...,n—1, setzen wir u; = u(x;) und f; = f(z;).
Dann erhalten wir das lineare Gleichungssystem

2 —1 (U5} f1+Oé/h2
—1 2 —1 U9 f2
1 . . . . .
ﬁ " t. : = :
1 2 =1 |ups Fuco

-1 2 Up—1 fo—1+ B/h?

Zwerdimensionales Wiirfelgebiet: Zur Losung der Poisson-Gleichung im Einheitsquadrat
—Au=finQ, uwu=0aufl

tiberziehen wir 2 mit einem Gitter der Maschenweite h = 1/n. Das entstehende Glei-
chungssystem wird {ibersichtlicher bei Benutzung von Doppelindizes w;; = u(ih,jh),
1 <i,7 < n. Es ergibt sich das Gleichungssystem

Auij — Uiy = Uigry — Ui — Uig = fig, 1<4,5<n
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mit f; ; = h?f(ih, jh). Die Terme mit Indizes 0 oder n gelten als nicht geschrieben.

Im Fall von Wiirfelgebieten ist die Systemmatrix immer symmetrisch. Ordnet man die
Indizes schachbrettartig an (zum Beispiel durch abwechselndes rotes und schwarzes Ein-
farben der zugehorigen Gitterpunkte), so erhdlt man ein Gleichungssystem der Form

-4 -

AT

Beliebiges zweidimensionales Gebiet: Sei () ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck
mit Katheten der Lange 7:

10 R_S

11 1 2,6

Zu 16sen sei die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. Fiir h = 2 enthalt €2,
drei Punkte. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem fiir uq, us und wus:

e
At
=
Man beachte, dass das System unsymmetrisch ist! A

Zusammengefasst erhalten wir demnach ein Differenzenverfahren fiir die ndherungsweise
Losung des Poisson-Problems: suche eine Gitterfunktion uy : €2, — R, so dass
—(Apup)(x) = f(x)  fir alle x € Q, (2.1)

up(x) = g(x)  fir alle x € T'y,. '

Sammelt man alle Unbekannten im Vektor uy, so fiihrt (2.1) auf ein Gleichungsystem
Ahuh = fh-
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2.2 Beliebige Differentialoperatoren*

Der allgemeine elliptische Differentialoperator

Za” 89018% +Zb 8@ x) + e(x)u(x)

i,7=1
wird diskretisiert durch
d d
(Lhuw)(x) = | =) ai(x)07" 0" = > a;;(x)0 o + Z bi(x)0) + (x) | u(x).
i=1 i,j=1
i
Falls u € C*(Q) ist, dann gilt |(Lu)(x) — (Lpu)(x)| = O(h?).

Beispiel 2.5 Im Zweidimensionalen ergibt sich

(Lou)(x) = [ = a1 (x)0 """ — 2a1,5(x)07 0 — az,5(x)5" 95" [u(x)
+ [b1(x)0} + ba(x) 05 u(x) + c(x)u(x)

1 ay 2(x) —2a2(x) —ay 2(x)
=52 —2a11(x) 4[a11(x) + ag2(x)] —2a11(x)| u(x)
—(1,172(X) —2(1,272(X) CLLQ(X) .
R I HC S I 0 0 0
—i—% —b1(x) 0 bi(x)| u(x)+ |0 c(x) 0| u(x).
0 —by(x) 0 0 0 0

So schon dieser Stern auch ist, so lasst sich dennoch im allgemeinen keine Stabilitat
nachweisen. Dies liegt an der Diskretisierung der gemischten Ableitung 9?/(9z,0x5), die
wir in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von a; 5(x) wie folgt modifizieren. Wir wéhlen

0 -1 1 1 -1 1 0
—1 2 —1| falls a;2(x) > 0 bzw. o2 1 =2 1| fallsa;a(x) <O.
1 -1 0 1 -1

* *

Mit a}, := max{ay2,0} und aj, := min{a, 2,0} erhalten wir den Siebenpunktstern

(Lhu)(x)

1 ay5(X) |a1.2(x)| — az.2(x) —ay 5(x)
= 12 a1 2(x)| — a11(x) 2[a11(x) + aga(x) = a12(x)]] |a12(x)| —a11(x)| u(x)
—ai5(x) |a12(x)| — az2(x) ay 5(x) .
1 0 by (x) 0 0 0 O
+ o —by(x) 0 bi(x)| u(x)+ |0 c(x) O u(x).
0 —by(x) 0 1, 0 0 0],

Diese Diskretisierung ist ebenfalls konsistent von zweiter Ordnung, das heift, es ist [(Lu)(x)—
(Lpu)(x)| = O(h?) falls u € C*(2). Unter der Bedingung

a1 2(x)| < min{a; 1(x), az2(x)},
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lasst sich nun fiir den Hauptteil von £ das Sternlemma 2.6 anwenden.

Ist Q ein Wiirfelgebiet, so fithrt das Randwertproblem

(Lu)(x) = f(x) fur alle x € §,
g(x) furallexel,

u(x)
unter Verwendung der hier vorgestellten Diskretiserung auf das Differenzenverfahren

(Lrup)(x) = f(x)  fiir alle x € Q,

up(x) = g(x)  fiir alle x € I',. (2:2)

Dies ist gleichbedeutend mit einem linearen Gleichungssystem Aju;, = f, fiir die unbe-
kannten Gitterwerte uy. Die Systemmatrix Ay ist symmetrisch, falls b = 0 gilt.

2.3 Diskretes Maximumprinzip*

Alle verwendeten Differenzensterne entsprechen einer gewichteten Mittelung von Nach-
barwerten. Daher kann offensichtlich kein Wert grofier sein als das Maximum iiber alle
Nachbarwerte. Dies ist der Spezialfall der Theorie der Differenzensterne, deren Koeffizi-
enten ein bestimmtes Vorzeichenverhalten aufweisen.

Lemma 2.6 (Sternlemma) Sei & > 1. Fiir die Zahlen o, und py, 0 < £ < k, gelte ay < 0
fir alle £ =1,2,...,k und

o o
ZanO, Zaepeﬁo-
/=0 /=0

Ferner sei pg > 0 oder Z';:O ay = 0. Dann folgt aus py > maxy<,<{p,} die Gleichheit

Po=P1 =" = Dk-

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt

k k

k K
Z ay(pe — po) = Zae(m —Po) = Zaepe — Do Z oy < 0.
=0 =0

/=1 (=0

In der links stehenden Summe sind alle Summanden wegen oy < 0 und p;, — py < 0 nicht
negativ. Also hat jeder Summand den Wert 0. Aus ay # 0 folgt die Behauptung. O

Definition 2.7 Das Gebiet 0, heift (diskret) zusammenhingend, wenn zu jedem
Punktepaar x,y € €2, auch ein Verbindungsweg existiert, der entlang der Gitterlinien
und ganz in §2;, verlduft.

Bemerkung Fiir geniigend kleines h ist das Gebiet 2, diskret zusammenhéngend. A
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Satz 2.8 (Diskretes Maximumprinzip) Sei wu;, die Losung der diskreten Differentialglei-
chung
(Lpup)(x) = f(x) <0 fir alle x € ,

die von der Diskretisierung der elliptischen Differentialgleichung Lu = f < 0 in € her-
rithrt. Der Differenzenstern zu jedem Gitterpunkt in €2, geniige folgenden drei Bedingung-
nen:

1. Alle Koeffizienten, abgesehen vom Zentrum, sind nicht positiv.
2. Der Koeffizient in Ostrichtung sei negativ: ap < 0.
3. Die Summe aller Koeffizienten ist nicht negativ.

Dann ist

max up(x) < max{max up(x),0}.

x€Qp, xel'y,
Wenn das Maximum im Innern angenommen wird, die Koeffizienten in den Hauptrichtun-
gen (also in zwei Dimensionen ag, oy, ag, ay) negativ sind und €, zusammenhingend
ist, dann ist u; konstant.

Beweis. Wenn das Maximum im Punkt z € €0, also im Innern, angenommen wird, dann
setze pg := up(z) > 0 und identifiziere py,ps, ..., pr mit den Werten in allen Nachbar-
punkten, die im Differenzenstern auftreten. Wegen Z?:o agpe = f(z) < 0 impliziert das
Sternlemma py = p; = - -+ = py, das heifst, uy(z) stimmt mit allen Nachbarn tiberein.
Nun marschieren wir zum Rand: wir wiederholen dieses Argument solange im jeweils
ostlichen Nachbarn, bis wir am Rand angekommen sind.

Wenn €, zusammenhéngt, konnen wir geméafk der Voraussetzung das obige Argument
solange in alle Hauptrichtungen anwenden, bis alle Punkte von €2, erreicht sind. O

Bemerkung Wenn man als dritte Bedingung sogar verlangt, dass die Summe aller Ko-
effizienten des Sterns 0 ergibt, dann folgt das strenge Maximumprinzip max, g, us(x) <
MmaXxer, Un(X). YAN

Aus dem diskreten Maximumprinzip kann man genau dieselben Folgerungen schliefsen
wie aus dem kontinuierlichen Maximumprinzip. Insbesondere sei auf das Vergleichsprinzip
und die stetige Abhéngigkeit von den Daten f und g hingewiesen. Eine weitere wollen wir
explizit benennen:

Proposition 2.9 Wenn das diskrete Maximumprinzip gilt, ist das Gleichungssystem
A vy, = f), eindeutig losbar.

2.4 Konvergenz*

Auf Q, und Q,, definieren wir die Maximumnorm durch

[0nlle, -=max [va(x)[,  luallg, := max |un(x)].
XGQh XEQh
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Definition 2.10 Das Differenzenverfahren (2.2) heift
e konvergent mit der Ordnung p, wenn

[ — unllg, = OP),
e konsistent mit der Ordnung p, wenn
[Lhu — Lullq, = O(hF),

e stabil (bzgl. der rechten Seite), wenn eine Konstante Cs > 0 existiert, so dass fiir
alle Gitterfunktionen v, mit v, = 0 am Rand gilt

lonllg, < CsllLhvnllay,-

Beispiel 2.11 Auf Wiirfelgebieten sind wegen ||[Lyu — Lullg, = O(h*) die Differen-
zenverfahren (2.1) und (2.2) konsistent mit der Ordnung 2. Da die Shortley-Weller-
Approximation nur von der Ordnung 1 ist, ist hingegen das Verfahren (2.1) fiir allgemeine
Gebiete nur konsistent mit der Ordnung 1. A
Bemerkung Stabilitit bedeutet nichts anderes, als dass ||A; || < C unabhingig von
der Maschenweite h ist. Das sieht man wie folgt: Bezeichnen v, und wy, die Vektoren der

Werte der Gitterfunktion vy|g, und Lyv,, dann folgt wy, = Aj,vy. Die Stabilitétsbedin-
gung kann nun {ibersetzt werden geméfs

lonlls, = Valloe = 1AL Wallso < CullWalloo = CslAnvilloc = Csll Lavalla, -

Hieraus folgt das Behauptete, da diese Ungleichung fiir beliebige Vektoren wy, gilt. A

Satz 2.12 Ist ein Differenzenverfahren stabil und konsistent mit der Ordnung p, dann
ist es auch konvergent mit der Ordnung p.

Beweis. Es gilt
v —unllg, < Csl|Ln(u —un)lla, = Csl|Lau — Lyup||oy,-
Wegen (Lpup)(x) = f(x) = (Lu)(x) fir alle x € Q, folgt

lu—unllg, < Csl|[Lpu— Lullq, = O(R").
M_/ %/_/

Diskretisierungsfehler Konsistenzfehler
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Lemma 2.13 Sei 2 in der Menge {x € R?: ||x|ly < R} enthalten. Die Gitterfunktion vy,
sei Losung der Gleichung

—(Apvp)(x) =1 fiir alle x € Q,
vp(x) =0 fiir alle x € T',.

Dann gilt

0 < wp(x) < (R — [Ix][3), x €.

i
2d

Beweis. Man betrachte die Funktion w(x) = (R? — ||x||3)/(2d). Da w ein Polynom zwei-
ten Grades ist, verschwinden die bei der Bildung des Differenzensterns vernachléssigten
Ableitungen, das heifst, es gilt —A,w = —Aw = 1 in €2,. Auferdem ist w > 0 auf ['},.
Aus dem diskreten Vergleichsprinzip folgt daher v, (x) < w(x) fiir alle x € Q. O

Dieses Lemma impliziert die Stabilitat: Sei wy mit w, = 0 auf I'y, beliebig, dann folgt

L)) e
Brae, < 1= (@), x €

Das diskrete Vergleichsprinzip liefert sofort

wy,(x) L 2
— <(x) < —(R* — ||x|5), x € Qy,
R [ < 000 < 53R~ Ix]) h
dies bedeutet )
Jwrllg, < Q—dHAhwhHQh

Korollar 2.14 Die Losung der Poisson-Gleichung erfiille u € C*4(Q). Dann konvergiert
das Differenzenverfahren (2.1) und es gilt

[ = unllg, = O(h”)

mit p = 2 im Falle von Wiirfelgebieten und p = 1 im Falle von allgemeinen Gebieten.

Bemerkung Ist der Differentialoperator

d

(£0)60) == 3 a0y (X)) + (). elx) > 0

ij=1

gleichmifig elliptisch mit Elliptizitdtskonstante o > 0, dann folgt fiir w(x) = R? —
Ix]|3, dass (Lrw)(x) = (Lw)(x) > 2« fir alle x € Q) (vergleiche fiinfte Folgerung des
kontinuierlichen Maximumprinzips). Erfiillt der zugehorige Differenzenstern das diskrete
Maximumprinzip (und damit das Vergleichsprinzip), so gilt daher Lemma 2.13 mit

1

0 <wp(x) < 50

(B = [x[2), x €.
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Enthélt hingegen £ zusétzlich Terme erster Ordnung und ist ¢ > 0, dann kann mittels
einem Storargument fiir geniigend kleine Maschenweite h Stabilitdt nachweisen werden.
Auf Wiirfelgebieten erhalten wir auf diese Weise ebenfalls eine quadratische Konvergenz-
ordnung fiir allgemeine Differentialoperatoren. A
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3. Variationsformulierung

3.1 Sobolev-Raume

Sei 2 C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Der Funktionenraum L?(£2) besteht
aus allen Funktionen, die iiber €2 quadratisch Lebesgue-integrierbar sind. Dabei werden
zwei Funktionen miteinander identifiziert, wenn u(x) = v(x) fir x € {2 abgesehen von
einer Nullmenge gilt. Durch das Skalarprodukt

(u,v)2() ::/Qu(x)v(x) dx

wird L?(Q) zu einem Hilbert-Raum mit der Norm

ull2) = A/ (W, u) 20) = “/Qzﬂ(x) dx.

Definition 3.1 Die Funktion u € L*(2) besitzt die (schwache) Ableitung v = 0%u,
falls v € L*(Q) und

(v, ) r2() = (—1)|a|(u, 0%P) 12 fiir alle ¢ € C5°(12)

gilt.

Hier bezeichnet C*°(£2) den Raum der auf Q beliebig oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen und C§°(€2) den Unterraum der Funktionen, die nur auf einer kompakten Teilmenge
von {2 von 0 verschiedene Werte annehmen.

Bemerkung Ist u € C'(Q), dann liefert der Gaufsche Integralsatz
Q o9

wobei n = (ny,ns, ...,ny) die nach aufsen gerichtete Normale an das Gebiet (2 bezeichnet.
Folglich ist
(amiuu (b)LQ(Q) = —(u, afl'z(b)LQ(Q) fiir alle (b S CSO<Q>7

das heifst, die schwache Ableitung stimmt mit der iiblichen iiberein. A



24 Kapitel 3. Variationsformulierung

Definition 3.2 Fiir ganzzahliges m > 0 bezeichne der Sobolev-Raum H™(Q2) die

>
Menge aller Funktionen u in L?*(2), die schwache Ableitungen 0%u € L?(Q) fiir alle
|| < m besitzen.

Satz 3.3 Der Sobolev-Raum H™((2), ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(U,U)Hm(g) o= Z (aau,aav)LQ(Q)

o <m
und der zugehorigen Norm

el ey =/ wmy = | S o=ull,

|| <m

ist ein Hilbert-Raum.

Beweis. Sei {v,} eine Cauchy-Folge in H™(Q2), dann ist {0%v,} fir alle |a| < m eine
Cauchy-Folge in L*(€). Aus der Vollstindigkeit des L*(9) folgt die Existenz von Funk-
tionen v* € L*(2) mit

H@O‘vn — UOCHLQ(Q) n_>—0>0 0.

Wir miissen nun nur noch die Identitat 0%v = v* nachweisen. Ist {w,} eine Cauchy-Folge
aus L?(2) mit dem Grenzwert w € L?(f2), dann folgt aus

(W — wy, @)r20) < [w — wallz2@) |9l L2

sofort (wy, ¢)r2() — (W, @) 2 fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(£2). Somit ergibt sich

(v™, @) 2y = lim (0%v,, @) 2() = lim (—1)/*(v,, 0%@) 120y = (= 1)1 (v, 0%@) 12(0n

n—oo n—oo

dies bedeutet, es gilt tatsdchlich 0%v = v®. O

Bemerkung Die Glattheit von H™-Funktionen im Sinne klassischer C*-Réaume ist di-
mensionsabhiingig. Fiir d = 1 sind alle Funktionen aus H'(Q) auch stetig, das heifit
HY(Q) C C(Q). Ist d = 2, so enthélt der Raum H'(Q) sogar Funktionen mit Punktsingu-
laritdten. Beispielsweise gilt

2
u(r, ) = log (log—) € H' ({(rcosp,rsing) : 0 <r <1, 0<p<2r}).
r
Allgemein ist fiir d > 3 jede Funktion

u(x)=r"  B<(d—2)/2
eine H'-Funktion mit Punktsingularitéit im Nullpunkt. A

Oftmals wichtig ist die Eigenschaft, dass C°(Q2) N H™(£2) dicht in H™(Q) liegt. Dieses
Resultat wurde von Meyers und Serrin im Jahr 1964 bewiesen.
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Definition 3.4 Die Vervollsténdigung von C§°(£2) beziiglich der Sobolev-Norm || - || zm (o)
wird mit HJ*(€2) bezeichnet.

Offensichtlich ist der Hilbert-Raum H["(§2) ein abgeschlossener Unterraum von H™(€2).
Auferdem ist HJ(Q) = L*(Q), so dass sich folgendes Schema ergibt:

L*(Q) = H°(Q) D> HY Q) D> H*Q) D
I U U
H)(Q) D HI(Q) D HX Q) D
Im Sobolev-Raum H™(2) wird durch

|ulmi0y = 10wl 72
@)

le[=m

die H™(Q)-Seminorm definiert. Ist m > 0, erfiillt sie alle Normeigenschaften bis auf
die Definitheit. Denn es gilt beispielsweise |u|gm@) = 0 fiir jede konstante Funktion
u € H™(Q). Fir Funktionen mit homogenen Randbedingungen ist die H™({2)-Seminorm
jedoch dquivalent zur H™(£2)-Norm.

Satz 3.5 (Poincaré-Friedrichssche Ungleichung) Sei €2 in einem d-dimensionalen Wiirfel
der Kantenlédnge s enthalten. Dann ist

[vllz2) < slvlmq) fiir alle v € Hy(Q).

Beweis. Da C§°(Q2) dicht in HJ(Q) ist, geniigt es, die Ungleichung fiir v € C5°(Q) zu
beweisen. Wir kénnen 2 C O := {(x1,22,...,24) : 0 < 2; < s} annehmen und v(x) = 0
fir x € O\ Q setzen. Es folgt

xr1
v(T1, T, ..., xq) = 0(0,29,...,24) +/ Op,v(t, o, ... xq)dt
A g 0

~
=0

und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung weiter

\v(x)\Q < </0 12dt) </0 \8mlv(t,x2,...,xd)|2dt) SS/O \8mlv(t,x2,...,xd)\2dt.

Da die rechte Seite unabhéngig von x; ist, ergibt sich

/|v(x)|2dx1§32/ 100, 0(x)[2 day.
0 0

Schlieflich wird iiber die anderen Koordinaten integriert:

/D|v(x)|2dx < 32/D|8$1v(x)|2dx < 52|v|§{1(9).
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Bemerkung Die Poincaré-Friedrichssche Ungleichung gilt bereits, wenn homogene Rand-
bedingungen lediglich auf einem Teil des Randes I', C I'' mit positivem (d — 1)-dimensio-
nalem Mafl vorgegeben sind. A

Korollar 3.6 'Wenn (2 beschrénkt ist, sind in H*(€2) die Normen || - || gm(q) und |- |gm(q)
aquivalent. Ist (2 in einem Wiirfel der Kantenldnge s enthalten, so ist

|U|Hm(Q) < ||'U||Hm(Q) < (1 + 5)m|'U|Hm(Q) fur v € Hén(Q)

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Hilfe von vollstdndiger Induktion. Fiir m = 0 ist die
Aussage offensichtlich richtig. Fiir den Induktionsschritt m —1 + m sei ein m > 0 beliebig
vorgegeben. Mit Hilfe der Induktionsannahme folgt

||U||%{m(n) = ||U||12T{m—1(9) + |U|?{m(9)
< (14 82" DNoffmor ) + [0l Fme)

=1+ 8)2(m_1)< > HaaU”%2(9)> + (0[5

|a|=m—1

Durch die Anwendung der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung auf Ableitungen erkennt
man, dass ||0%v|[12(q) < 8|02, 0%v]|12(q) fiir alle o] < m — 1 und v € HF*(2) gilt. Dies
eingesetzt ergibt

||U||%{m(§2) <s°(1 +5)2(m_1)< Z ||6$160‘v||%2(9)> + |U|§{m(n)

|o|=m—1

< (32(1 + 5)2m=D 4 1) Z ||8a1)||%2(9)

la[=m

< (14 9)"™v[3m -

O

Der Rand I eines Gebietes © C R ist eine Menge vom Maf Null beziiglich des R?. Daher
besitzen Funktionen u € L?(Q) keine Randwerte. Allerdings zeigt der nachfolgende Satz,
dass fiir Funktionen aus H'(2) Randwerte vorgegeben werden konnen.

Satz 3.7 (Spursatz) Das Gebiet 2 sei beschrinkt und besitze einen stiickweise glatten
Rand T'. Ferner erfiille €2 eine Kegelbedingung, das heifst, die Innenwinkel an den Ecken
seien positiv, so dass man einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel derart in €2 verschieben
kann, dass er die Ecken beriihrt. Dann gibt es eine beschriankte, lineare Abbildung

v: HY(Q) = LX),  |Iv@)lla@) < cllvllag),

so dass v(v) = v|r fiir alle v € C*(Q) gilt.
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Beweis. Wir fiithren den Beweis der Ubersichtlichkeit halber nur fiir Gebiete im R?. Die
Verallgemeinerung auf den R? ist offensichtlich und verbleibt dem Leser als Ubung.

Der Rand ist stiickweise glatt und an den (endlich vielen) Punkten, wo der Rand nicht
glatt ist, gilt die Kegelbedingung. Daher kénnen wir den Rand in endlich viele Rand-
stiicke ' =Ty U, U---UT, teilen, so dass auf jedem Teilstiick I, nach Drehung des
Koordinatensystems folgendes gilt.

1. Fiir eine Funktion ¢ = ¢,, € C'([y1, yo)) gilt
L= {(z,y) eR* 12 =¢(y), y1 <y < ya}.
2. Das Gebiet

Q= {(z,9) e R?: 9(y) <z < P(y) + 6, y1 <y <y}

ist fiir ein 0 > 0 in 2 enthalten.
Fiir v € C1(Q) und (z,y) € T, gilt

t
o(60).) = o(6) + t.9) = [ B0(o(w) +5.p)ds, 0=
0
Die Integration iiber ¢ von 0 bis § ergibt
5 5
dv(9(y),y) :/ v(e(y) +t,y) dt — / / dov(0(y) + s, y) dsdt
0 o Jo
5 5 o
2/ v(o(y) +t,y) dt — / / dov((y) + s,y) dtds
0 0
5 5
:/ v(e(y) +t,y) / d,v(0(y) + s,y) (0 — s) ds.
0 0
Wir quadrieren diese Gleichung und nutzen die Youngsche Ungleichung (a+b)? < 2a%+2b?

aus:

2

50 (d(y),y) < 2(/06v(¢(y)+t,y) dt)2+2(/068xv(¢(y)+t,y)(5—t)dt) .

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert nun

50 (d(y),y) < 2(/051dt) (/OézJ?((b(y) +t,y) dt)
+2(/06(5—t)2dt)(/06}8$v(¢(y)+t,y)}2dt)
:25(/06v2(¢(y)+t,y) dt) +§53</06’8x0(¢(y)+t,y)}2dt).

Wir dividieren durch 62 und integrieren beziiglich y

Y2 2 2
/ 2(6y),y) dy < > / Pd(r,y) + 26 / 0,02 d(z, ).
Y1 5 979 3 Qm
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Das Kurvenelement auf I, ist durch do = /1 + (¢/(y))? dy gegeben. Deshalb haben wir
mit ¢, := max{ 1+ (@ W)y <y< yg}:

Y2
/ v?do < cm/ v? (gb(y),y) dy < cm{g/ v*d(z,y) + 25/ |8$v|2d(x,y)}.

Indem wir

2 2\
= ) -
c ( 22 )mz
setzen, erhalten wir schlieflich

()2 < ellvllmo

Die Restriktion v : H'(Q) — L*(T) ist folglich auf einer dichten Menge eine beschrink-
te Abbildung. Wegen der Vollstéindigkeit von L?(T') kann sie auf ganz H'(Q) erweitert
werden, ohne die Schranke zu vergroRern. Denn fiir jedes v € H'(Q) existiert eine Folge
{ve} € CHSY) mit [Jv — vg|| g1y — O fiir & — co. Aus

Y\ Vk Ve)llL2(r Cl|Vk — Ve||HY ()
[v(v) = (o)l 2y < | [

folgt, dass {~y(vx)} eine Cauchy-Folge in L*(T) ist. Fiir ihren Grenzwert v(v) := limy_,o v(vs)
gilt dann

Iy @)zzy = lim {1y (o)l2y < e lim fog]lme) = cllvlla@).
O

Bemerkung Ohne die Kegelbedingung ist die Aussage des Spursatzes im allgemeinen
falsch. JAN

3.2 Variationsformulierung von Dirichlet-Problemen

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

— Z O, (a1, (x)0,u(x)) + c(x)u(x) = f(x) fiir x € Q,

i,j=1

u(x) =0 firxel
mit ¢(x) > 0 fiir alle x € Q. Mit Hilfe der Differentialoperatoren

aﬂmg

aa:gg
divf =0, f1 + O fo+ -+ 0u,fa, Vg:= .

O0r, 9
und A := [a; ;]¢ j—1 konnen wir diese auch verkiirzt schreiben als
—div(AVu)+cu=finQ, u=0aufl. (3.1)

Eine Losung u € C?(Q)NC(Q) wird klassische Lisung genannt. Wie wir sehen werden, gibt
es aber auch physikalisch sinnvolle schwache Lisungen, die aus der Variationsformulierung
gewonnen werden.
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Satz 3.8 (Charakterisierungssatz) Sei V ein linearer Raum und
a:VxV =R

eine symmetrische, positive Bilinearform, das heifst, es sei a(u,u) > 0 fiir alle u € V'\ {0}.
Ferner sei

0:V—-R

ein lineares Funktional. Die Grofe
J(v) = %a(v,v) — {(v)
nimmt in V' ihr Minimum genau dann bei v an, wenn
a(u,v) =L(v) firalleve V. (3.2)

Auferdem gibt es hochstens eine Minimallosung.

Beweis. Fiir u,v € V und t € R berechnen wir
J(u+tv) = %a(u + tv,u + tv) — l(u + tv)
— J(u) + t{a(u,v) — £(v)} + %tQa(v, v). (3.3)
Wenn u € V' die Bedingung (3.2) erfiillt, dann folgt mit ¢t = 1
J(u+v)=J(u)+ 1a(v,v) > J(u), falls v # 0 ist.

2

Damit ist u also ein eindeutiger Minimalpunkt. Besitzt umgekehrt J bei u ein Minimum,
dann muss fiir jedes v € V' die Ableitung der Funktion ¢ — J(u+tv) bei t = 0 verschwin-
den. Nach (3.3) betrigt die Ableitung dort a(u,v) — ¢(v), womit sich (3.2) ergibt. O

Satz 3.9 Jede klassische Losung der partiellen Differentialgleichung (3.1) ist Losung des
Variationsproblems

J(v) = /Q {%((AVU, Vo) + cv?) — fv} dx — inf

unter allen Funktionen in C2(©2) N C(Q) mit Nullrandwerten.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe des Gaufsschen Integralsatzes:
/ div((AVu)v) dx = / { div(AVu)v + (AVu, Vu) } dx = / (AVu,n)vdo.
Q Q o0
Besitzt v homogene Randwerte, dann verschwindet der Randterm, und es ergibt sich

/(AVu, Vo) dx = —/diV(AVu)v dx.
Q

Q
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Wir setzen nun
a(u,v) := / {{AVu, Vv) + cuv} dx, €(v) = / f(x)v(x) dx.
Q Q
Dann gilt fiir jedes v € C*(Q) N C(Q) mit Nullrandbedingungen

a(u,v) —L(v) = /Q {{AVu, Vv) + cuv — fo} dx = /Q { = div(AVu) + cu — fludx.

Dieser Ausdruck wird 0 wenn — div(AVu) 4+ cu = f ist, also u eine klassische Losung von
(3.1) ist. Aus dem Charakterisierungssatz 3.8 folgt nun die Minimaleigenschaft. O

Mit der selben Schlussweise erkennt man, dass jede Losung des Variationsproblems, sofern
sie im Raum C2(Q)NC(Q) liegt, klassische Losung von (3.1) ist. Um allerdings die Existenz
einer Losung zu zeigen, darf man sich nicht nur auf klassische Losungen beschrinken,
sondern muss auch schwache Losungen zulassen.

Definition 3.10 Sei H ein Hilbert-Raum. Eine Bilinearform a : H x H — R heifst stetig,
wenn es ein cg > 0 gibt, so dass

la(u, v)| < cg||u||||v]] fur alle w,v € H
ist. Eine Bilinearform a heifst H-elliptisch, kurz elliptisch oder koerziv, wenn mit

einem cp > 0 gilt
a(v,v) > cg|lv||* fiir alle v € H.

Mit einer stetigen, H-elliptischen Bilinearform a wird durch
[v]la == va(v, v)

offensichtlich eine Norm induziert, die zur Norm des Hilbert-Raums H dquivalent ist. Dies
bedeutet, es existieren Konstanten ¢, ¢ > 0 derart, dass gilt

clvl] < lv|la < €|lv|| fiir alle v € H.

Die Norm ||v||, wird Energienorm genannt.

Wie iiblich wird der Raum der stetigen, linearen Funktionale auf einem normierten Raum
V' mit V' bezeichnet.

Satz 3.11 (Lax-Milgram) Sei V ein abgeschlossener Unterraum in einem Hilbert-Raum
H und a : H x H — R eine stetige und V-elliptische Bilinearform. Fiir jedes ¢ € V' hat
das Variationsproblem

J(v) = %a(v,v) —{(v) — inf

genau eine Losung in V.
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Beweis. Wegen

1 1 e o e

J(v) > = 2 |e = — — |l -+ > ———

(0) 2 ealoll® = 1ellol = 5 (eslioll = 1) 5.~ > =5
>0

ist J nach unten beschrénkt. Setze ¢ = inf{J(v) : v € V'} und sei {v,,} eine Minimalfolge.
Dann ist

CEHUH - UmHQ S (J,(Un — Um, Up — Um)
= 2a(vp, V) + 2a(Vp, V) — a(Vy, + UV, Uy + Opp)
= 4 (v,) + 4T (vy) — 8J< U ; U )

——
ev

< 4J(v,) +4J(vy,) — 8c.

Wegen J(vy,), J(vy,) — ¢ folgt ||v, — v,|| — 0 filr n,m — oo. Also ist {v,} eine Cauchy-
Folge in H und es existiert v = lim,, ., v,,. Da V' abgeschlossen ist, gilt auch u € V. Die
Stetigkeit von J impliziert schliefslich

J(u) = lim J(v,) = inf J(v).

n—00 veV
Die Losung ist eindeutig, denn sind u; und wuy zwei Losungen, so ist uq, us, u1, uso, . . . of-
fensichtlich eine Minimalfolge. Wie wir gesehen haben, ist jede Minimalfolge eine Cauchy-
Folge, woraus sich u; = us ergibt. O

Bemerkung Im Spezialfall V = H ergibt sich gerade der Rieszsche Darstellungsatz: Zu
jedem ¢ € H' gibt es ein Element v € H mit

a(u,v) =L(v) firallev e H.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Losungsbegriff préazisieren.

Definition 3.12 Eine Funktion v € HJ () heift schwache Losung der partiellen Dif-
ferentialgleichung (3.1), falls mit der zugehorigen Bilinearform

a(u,v) = £(v) fiir alle v € H ()

1st.

Satz 3.13 Es gelte f € L*(Q2) und
0<c(x)<T<oo, 0<al€l’ <& Ax)E<algl® <o
fiir alle x € Q und & € R?\ {0}. Dann besitzt (3.1) genau eine schwache Losung in Hg ().
Diese ist das Minimum des Variationsproblems
1
EG(U’ v) — £(v) — inf
in H}(Q).
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Beweis. Aufgrund der Abschétzung

a(u,v) = /Q {{AVu, Vv) + cuv} dx

< / (@ Vull[ Vol +elul o]} dx

d d
<w Z/Q\@miuzdx Z/Q\ariv
i=1 i=1

< max{@, ¢} ||u|| g1 @) l|v]| m1 (@)

2dx+6\//u2dx\//vzdx
Q Q

ist die Bilinearform stetig auf H'(Q). Die Elliptizitit folgt aus
a(v,v) = / {{AVv, Vo) + v’} dx
Q

d
ZQZ/ |0,,v]? dx
=1 /9

—Q‘Uﬁ{l(g)-

Wegen der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung sind | - [g1(0) und || - || g1 () dquivalente

Normen und damit ist a(-,-) eine H}()-elliptische Bilinearform. Weiterhin ist auch die
Linearform ¢ : H*(Q2) — R stetig:

)] = ' [ o

Gemaéfs dem Satz von Lax-Milgram 3.11 existiert folglich eine eindeutige schwache Losung,
die zugleich das Variationsproblem 16st. O

< N fllez@y vl a)-

Bemerkungen

1. Das Funktional ¢ : H}(Q) — R ist sogar stetig fiir alle f € H () := (H&(Q)), D
L?(2). Daher muss f in (3.1) noch nicht einmal quadratisch integrierbar sein.

2. Die Randwertaufgabe mit nichthomogenen Randwerten v = ¢ auf I' lasst sich fol-
gendermafen auf die Form (3.1) zuriickfithren: Bestimme ein u, € H'(2) derart,
dass ug‘ r = g ist im Sinne des Spursatzes 3.7. Der Ansatz u = ug + u, fihrt dann
auf die folgende Variationsformulierung:

suche ug € Hy(Q), so dass  a(ug,v) = £(v) — auy,v) fiir alle v € Hy().

Eine alternative Betrachtungsweise ist die Suche nach einem u € H'(Q) mit u|p = g,
so dass a(u,v) = £(v) gilt fiir alle v € HJ ().

3. Dirichlet-Randbedingungen werden durch die Wahl des Raumes, in dem die Varia-
tionsformulierung gestellt ist, explizit gefordert. Sie heiffen daher auch wesentliche
Randbedingungen.

A
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3.3 Variationsformulierung von Neumann-Problemen

Gegeben sei das Neumann-Problem

d

- Z O, (a1, (x)0,u(x)) + c(x)u(x) = f(x) fiir x € Q,

ij=1

d
Z a; ni(x)0,;u(x) = g(x) firxel

ij=1

mit
0<c<c(x)<e<oo, 0<ofélf’ <ETA(x)E<algl’ < oo

fiir alle x € Q und & € R?\ {0}. Diese Gleichung kénnen wir mit Hilfe von Differential-
operatoren auch kurz schreiben als

—div(AVu)+cu=finQ, (AVu,n)=gaufT. (3.4)

Die Multiplikation der Differentialgleichung mit einer Testfunktion ¢ € C>(Q2) N H'(Q)
fithrt auf

/Q{—div(AVu)—i—cu}qﬁdx:/Q{(AVu,ngﬁ>+cu¢}dx—/F(AV'u,n><bdai/qubdx-

=g

Wir erhalten demnach
a(u,v) = /Q {{AVu, Vv) + cwv} dx, ((v) = /va dx+/gv do.
r
Dabei ist die Bilinearform a : H*(Q2) x H'(Q) offensichtlich stetig und wegen
a(u,u) > Q|“|?{1(Q) +Q||u||%2(9) > min{a, Q}HUH%{l(Q)

elliptisch in ganz H'(2). Das Funktional ((v) ist fiir f € L*(Q) und g € L*(T) stetig
aufgrund des Spursatzes:

)] < [ fllz2 vl z2@) + llgllczay [y ()] 22y < Cllvllar@)-

Satz 3.14 Sei 2 ein beschrénktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand, das der Kegel-
bedingung geniigt und f € L*(2) und g € L*(T"). Dann besitzt die Variationsaufgabe

) = %a(v,v) — ((v) > inf

genau eine Losung u € H 1(Q). Die Losung der Variationsaufgabe ist genau dann in
C?*(2)NC*(Q) enthalten, wenn eine klassische Losung der Randwertaufgabe (3.4) existiert.
Beide Losungen sind dann identisch.
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Beweis. Da die Bilinearform a : HY(Q) x H*(Q2) — R stetig und elliptisch ist, folgt die
Existenz einer eindeutigen Losung v € H'(€) aus dem Satz von Lax-Milgram. Insbeson-

dere ist u durch

a(u,v) = L(v) fiir alle v € H'(Q) (3.5)
charakterisiert.
Sei nun speziell (3.5) fiir u € C2(Q) N CH(Q) erfiillt. Fiir v € HL(Q) ist v(v) = 0 und es
folgt

a(u,v) = (f,v)12@) fir alle v € Hy ().

Folglich ist u zugleich Losung eines Dirichlet-Problems, wobei wir uns die Randwerte von
u als vorgegeben vorstellen. Das heifst, es ist

—div(AVu) + cu = f in Q. (3.6)

Fiir v € H'(Q) liefert daher der Gaufsche Integralsatz
0 =a(u,v) —l(v) = / { —div(AVu) + cu — flodx + / {{AVu,n) — g}vdo.
Q r

Wegen (3.6) verschwindet das Gebietsintegral auf der rechten Seite. Angenommen, die
Funktion w := (AVu,n) — g € C(T) verschwindet nicht. Dann ist [ w?do > 0. Weil
C(€) dicht in C(Q) ist, gibt es ein v € C'(Q) € H'(Q) mit [vwdo > 0. Dies ist ein
Widerspruch, und die Randbedingung ist erfiillt. O

Bemerkung Im Gegensatz zu den Dirichlet-Randbedingungen ergeben sich die Neumann-
Randbedingungen, ohne dass man sie explizit fordert. Daher spricht man von natirlichen
Randbedingungen. A

Ist ¢(x) = 0, so ist mit u offensichtlich fiir jedes n € R auch u + 7 eine Lésung von (3.4).
Es liegt demnach keine Eindeutigkeit mehr vor und damit kann die Bilinearform a nicht
mehr elliptisch sein. Indem man v = 1 in die Bilinearform einsetzt, erkennt man ferner,
dass die Kompatibilitatsbedingung

/fdx+/gda:0
Q r

erfiillt sein muss, damit iiberhaupt eine Losung existiert.
Es bezeichne

V= {v e H'(Q): /dex: o} c H'(Q)

den Unterraum aller H'-Funktionen, deren Mittelwert

i,
Ui=— | vdx
9] Jao

verschwindet. Da in H'() eine Poincaré-Friedrichssche Ungleichung der Form

0]l 2y < ([0 + || (@)

gezeigt werden kann, folgt, dass die Bilinearform a(-,-) V-elliptisch ist. Die Variationsfor-
mulierung
suche u € V, so dass a(u,v) ={(v) firalleveV

liefert damit eine schwache Losung des Neumann-Problems (3.4) im Falle ¢(x) = 0.
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Bemerkung Man beachte, dass fiir jede Konstante n € R gilt

(f+7},v)L2(Q):/fvdx—l—n/vdX:(f,v)Lz(Q) fiir alle v € V.
0 0

=0

Dies bedeutet, in der Variationsformulierung darf die Funktion f € L?(£2) um eine beliebi-
ge Konstante verschoben werden. Um die Kompatibilitédtsbedingung zu erzwingen, macht
man den Ansatz f = f —n und erhélt

oééfdx+£gda:/52fdx—n\9\+/ngo—,
e e [}

das heifst,
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4. Galerkin-Verfahren

Esseia:V xV — R eine stetige, elliptische und symmetrische Bilinearform und ¢: V —
R ein beschranktes lineares Funktional. Um die Losung u € V' des Variationsproblems

suche u € V, so dass a(u,v) ={(v) firalleveV (4.1)

numerisch zu approximieren, schrinken wir uns auf einen endlichdimensionalen Teilraum
Vi, C V ein. Dies fithrt auf das Galerkin-Verfahren:

suche uy, € V3, so dass  a(up,vy) = (vy) fur alle vy, € V. (4.2)

Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieses endlichdimensionalen Variationsproblems
ist durch den Satz von Lax-Milgram gesichert. Denn der Raum Vj;, C V ist ein abgeschlos-
sener Teilraum des Hilbert-Raums V| auf dem die Bilinearform elliptisch mit der gleichen
Elliptizitatskonstante cg ist. Insbesondere folgt aus

cullunlly < alun, un) = Cun) < [[€|ly|lunllv

die Stabilitat des Galerkin-Verfahrens:

1
[unlly < —I1€[|v.
CE

Bemerkung Fiir den Fall einer symmetrischen Bilinearform ist dem Charakterisierungs-
satz 3.8 geméf das Variationsproblem (4.1) dquivalent zum Minimierungsproblem

J(v) = %a(v,v) (o) > inf .

veV

Die Ersetzung von V durch V},, das heift, der Ubergang zu

1
J(vp) = éa(vh,vh) —l(vp) — vilel%c/h’
wird aus historischen Griinden Ritz-Galerkin- Verfahren genannt und erschien bereits 1908
in einer Arbeit von W. Ritz. Die Losung u, € V), dieses endlichdimensionalen Minimie-
rungsproblems erhdlt man dann wieder nach dem Charakterisierungssatz aus (4.2). A

Satz 4.1 (Céa-Lemma) Die Bilinearform a : V' x V' — R sei stetig und elliptisch, und
w € V und up, € Vj, C V seien die Losungen der Variationsprobleme (4.1) und (4.2). Dann
gilt

Cs .
_ <& inf fu— vl
luw — upllv < - il lu — vn|lv
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Beweis. Nach Definition von u bzw. uy, gilt

a(u,v) =L(v) firallev eV,
a(up,v) =L(v) fir alle v € V.

Wegen V,, C V folgt durch Subtraktion
a(u —up,v) =0 fir alle v € V. (4.3)
Sei vy, € V3. Mit v := v, — uy, € Vj, folgt aus (4.3) sofort a(u — up, vy, — up) = 0 und

cpllu—upn? < alu — up, v —up)

= a(u — up, u — vp) +£z(u — Up, Uy, — uh)J

-
< csllu — unllv|u — vpllv

Nach Kiirzen erhalten wir cg||lu — up||v < cs||u — vp||v und, da v, € V, beliebig war, die
Behauptung. O

Bemerkung Die Bezichung (4.3) wird Galerkin-Orthogonalitdt genannt. A

Das Céa-Lemma zeigt, dass uj quasi-optimal beziiglich der Minimierung des Fehlers
|lu — upllv ist, das heift, dieser Ausdruck wird bis auf eine Konstante minimiert. Die
Genauigkeit der Losung héngt demnach wesentlich von der Approximationsgiite des An-
satzraums V), ab.

Um die Losung auszurechnen, benttigt man eine Basis {1, ¢, ..., ¢@n} von V;. Dann ist
(4.2) dquivalent zu

suche uy € Vj, so dass  a(up, p;) = l(p;) firallei=1,2,... N.
Der Ansatz

N
Up = E Zj(pj
Jj=1

fithrt zu dem linearen Gleichungssystem

Mz

(IQOJ,QOZ —E(QOZ), i:1727"'7N7

7=1
das wir in Matrix-Vektor-Form schreiben:
Anzy =bn, Ay =lale, 0o 2o =510, br=[Le)]L,
Die Matrix Aj wird Steifigkeitsmatriz genannt. Sie ist symmetrisch und positiv definit,

ZhAhZh = Z ZiQ 9037901 = (Z%‘PyaZ%‘Pz) > Cg Zzﬁpz

2,j=1

Y

da die Norm genau dann 0 ist, wenn z;, = 0 gilt.
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Beispiel 4.2 (Courant (1943)) Zu losen sei die Poisson-Gleichung
—Au=finQ, u=0aufl

im Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1). Es werde Q wie folgt mit einem gleichmiRigen
Dreiecksnetz der Maschenweite h iiberzogen:

A
Yy
1
I\Y
Vv I
VI /1
I

x -

0 \/—’h 1

Wir wahlen
Vi, = {v € C(Q) : vist in jedem Dreieck linear und v = 0 auf I'}.

In jedem Dreieck hat v € V}, die Form v(z,y) = a + bx + cy und ist durch die Werte an
den drei Eckpunkten des Dreiecks eindeutig bestimmt. Deshalb entspricht dim V), = N
der Anzahl der inneren Gitterpunkte. Ferner ist v global durch die Werte an diesen N
Gitterpunkten x; gegeben. Zur Diskretisierung wéhlen wir die nodale Basis, die durch

pi(%)) = bi;

gegeben ist. Wir berechnen die Matrixelemente [Ay]; ;, wobel wir lokale Indizes wihlen
und Symmetrien ausnutzen. Fiir die Ableitungen gilt

1 I I I\Y Vv VI  sonst
@Cgoz 0 —h=t —pt 0 h=t h=! 0
Oyz h=t  pt 0 —h~t —p7t 0 0

und daher folgt

0o, ¢7) = / IV dx
I-VI

e / {10s2 ] + 10,02[?} dx
-

:2/ |8x<pz|2dx+2/ |8ygoz\2dx
I+10 I+

= 2h_2/ dx + 2h_2/ dx
I4+1I I+1

=4.
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Weiter ergibt sich
alpz, ¢s) = / (Voz, Vipg) dx
I+I

:/ Oypz0yps dx
I+

:/ h (=) dx
I+I
— 1

und aus Symmetriegriinden

a(pz, ps) = alpz, on) = alvz, o) = a(vz, ew) = —1.
Schliefilich ist

a(pz, psw) = / (Voz,Vosw)dx =0
[V S—~————

und wegen der Symmetrie auch a(¢z, ono) = 0. Demnach entsteht also ein Gleichungs-
system mit genau derselben Matrix wie beim Differenzenverfahren mit dem Standard-5-
Punkte-Stern:

anw &N G&NO -1
ayy (054 aop = |-1 4 -1
asw Qs Qso], -1 .
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5. Finite Elemente

5.1 Vernetzung

Zur numerischen Approximation der Losung eines Variationsproblems benétigen wir eine
systematische Vorgehensweise zur Konstruktion endlichdimensionaler Teilrdume V,, C V.
Dazu sei zuniichst 0 C R? ein durch einen Polygonzug berandetes Gebiet.

Ein Finite-Element- Raum ist charakterisiert durch

1. die Art der Zerlegung: Am gebréduchlichsten sind Zerlegungen in Dreiecks- oder
Viereckselemente.

2. die Wahl der Ansatzfunktionen: Die Ansatzfunktionen sind stiickweise auf jedem
Element definiert durch ein Polynom von vorgegebenem Grad.

Definition 5.1 Eine Zerlegung 7 = {T1,T5, ..., Ty} von  in Dreiecks- oder Vierecks-
elemente heifst zulassig, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Esist @ =UM, T.
2. Besteht T; NT; aus genau einem Punkt, so ist dieser ein Eckpunkt sowohl von T; als
auch von Tj.

3. Besteht T; N T} aus mehr als einem Punkt, so ist 7; N7} eine Kante sowohl von T;
als auch von Tj.

unzuléssige Zerlegung zuléissige Zerlegung

Wir betrachten Familien von Zerlegungen {7y}, wobei jedes Element T" € T}, einen Durch-
messer von hochstens 2A besitzen soll.

Als Ansatzfunktionen wahlt man nun beispielsweise stiickweise polynomiale Funktionen,
das heift v|p € P, fir alle T € T, wobei

P = {v(x,y): > ai7jxiyj}

0<i+j<m
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die Polynome von vorgegebenen Grad < m bezeichnet. Wie der nachfolgende Satz zeigt,
muss eine stiickweise polynomiale Funktion global stetig sein, damit sie in H*(£2) liegt.

Satz 5.2 Gegeben sei eine Zerlegung 7 des Gebiets € und sei k > 1. Die Funktion
v: Q = R erfiille v|p € CH(T) fiir jedes T € T. Dann ist v € H*(Q) genau dann, wenn
v e C* Q) gilt.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir £ = 1 zu fiihren. Fiir £ > 1 folgt die Aussage sofort
aus einer Betrachtung der Ableitungen der Ordung k — 1.

“e” Sei v € C(Q). Fiir i = 1,2 definieren wir w; :  — R stiickweise gemif w;

fiir jedes T' € T. Es folgt fiir ¢ € C5°(2)
{ — / v0,, ¢ dx +/ von; dcr}.
T or

/wngdx_ Z/@wzvgbd)(—
TeT TeT

Da v als stetig vorausgesetzt wurde, heben sich die Integrale iiber die inneren Kanten

gegenseitig auf. Aufierdem verschwindet ¢ auf I'. Es bleibt also nur das Gebietsintegral

iibrig, dies bedeutet, es gilt

= 0,0

7 :

/ wipdx = — / 00, pdx  fiir alle ¢ € C;°(2).
Q Q

Folglich ist w; nach Definition 3.1 die schwache Ableitung von v.

“=" Sei v € H'()). Wir betrachten v in der Umgebung einer Kante und drehen die
Kante so, dass sie auf der y-Achse liegt. Sie umfasse speziell das Intervall [y — 0,7 4 0] mit
y <7y und 0 > 0. Sei zunichst v € C*°(2) angenommen. Fiir die Hilfsfunktion

P(x) = / v(z,y) dy
y
folgt dann aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[V(T) — &vv(fc, y) dy dx

1 dy dz |v|H1

T — xlly yllvlin

Wegen der Dichtheit von C*°(Q2) in H'(2) gilt diese Aussage auch fiir v € H'(Q). Also
ist  +— 1(z) stetig, und zwar insbesondere bei x = 0. Da y und 7 abgesehen von y < 7
beliebig waren, ist das nur moglich, wenn die stiickweise stetige Funktion v auf der Kante
stetig ist. O

5.2 Ansatzfunktionen auf Dreieckselementen

Wir untersuchen im folgenden Dreieckselemente, bei denen auf jedem Element der Zerle-
gung Polynome vom Grad < m zugelassen sind.
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Lemma 5.3 Sei m > 0. In einem Dreieck T seien auf m + 1 parallelen Linien ¢ =
1+2+---+ (m+ 1) Punkte z;,2,,...,2, angeordnet. Dann gibt es zu jedem f € C(T)
genau ein Polynom p vom Grad m, das die Interpolationsaufgabe

p(z;) = f(z), i=1,2,...,¢

lost.

Beweis. Fiir m = 0 ist nichts zu beweisen und wir nehmen an, der Beweis sei schon fiir
m — 1 erbracht. Wegen der Invarianz unter affinen Transformationen kénnen wir anneh-
men, dass die Punkte z; = (z;,y;) fir i = 1,2,...,m + 1 auf der z-Achse liegen. Die
eindimensionale Theorie liefert ein Polynom py = po(x) vom Grad m mit

po(z;) = f(z;,0), i=1,2,..., m+ 1.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ferner ein Polynom ¢ = ¢(x,y) vom Grad m — 1
mit .

Offensichtlich 16st p(z,y) = po(x) + yq(z,y) € P, die vorgegebene Interpolationsaufgabe.
0

Nach diesem Lemma werden die Ansatzfunktionen folglich eindeutig festgelegt, indem wir
ihre Werte in ¢ = (m + 1)(m + 2)/2 geeignet gewéhlten Interpolationspunkten vorgeben.

Definition 5.4 Die Polynome aus P,,, die genau an einem der ¢ = (m + 1)(m + 2)/2
Interpolationspunkte den Wert 1 annehmen und an allen anderen verschwinden, bilden
die nodale Basis, auch Lagrange-Basis genannt.

Die Knoten der nodalen Basis fiir lineare, quadratische und kubische Dreieckselemente
wahlt man wie folgt:

m=1 m =2 m=3

Diese Wahl der Interpolationspunkte zur Konstruktion von Finite-Element-Raumen stellt
sicher, dass die Ansatzfunktionen stetig sind. Denn die Restriktion einer Ansatzfunktion
auf eine Kante ist ein eindimensionales Polynom, das durch die Festlegung von m + 1
Interpolationswerten eindeutig bestimmt ist. Da die gleichen Vorgaben im Nachbarelement
gemacht werden, ist die Funktion stetig iiber die Kanten und damit global stetig.



5.3. Ansatzfunktionen auf Viereckselementen 43

5.3 Ansatzfunktionen auf Viereckselementen

Auf Rechtecksgittern werden die Polynomfamilien
Qm = {v(x,y) = Z Oéz',jffiyj}
0<i,j<m

verwendet.

Bemerkung Es gilt P, C Q,, C Pay,. JAN

Lemma 5.5 Seim > 0. In einem Rechteck T' = [0, a] x [0, b] betrachte man die (m + 1)?
Punkte
{(atz,bt])Ogl,jSm} mit 0<ta<t; < ---<t, <1

Dann gibt es zu jedem f € C(T) genau ein Polynom p € Q,,, das die Interpolationsauf-
gabe
p(ati,btj) = f(atl-,btj), ’l,j :0,1,...,77”&

lost.

Beweis. Wir 16sen fiir jedes j = 0,1, ..., m nacheinander die eindimensionalen Interpola-
tionsprobleme
pj(atl-) = f(&ti,btj), i:O,l,...,m

Ferner mogen
— bt
H bty — bt;
J#k

die Lagrange-Polynome zu den Knoten {bto, bt1, ..., bt,,} bezeichnen, das heifit, fiir jedes
k =0,1,...,m ist Ly ein Polynom vom Grad m mit Lj(bt;) = 0 . Dann erfiillt das
zusammengesetzte Polynom

p(x,y) =D pu() Lily) € On

offensichtlich die gewiinschten Interpolationsbedingungen. O

Um globale Stetigkeit zu gewéahrleisten, werden auch hier wieder Knoten auf dem Rand
des Rechtecks verteilt:

m=1 m =2 m=3
o [ ] [ ] o
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Mit Hilfe von affinen Transformationen lassen sich Rechtecke nur auf Paralellogramme
abbilden. Um allgemeine Vierecke zu erzeugen, benotigt man bilineare Transformationen,
unter denen dann aber der Polynomraum @,, nicht mehr invariant wére.

Bemerkung Es gibt einen ganzen Zoo von verschiedenen Finiten Elementen, wir haben
hier nur die gebrauchlichsten vorgestellt. Die recht populdren Serendipity-Elemente sind
beispielsweise auf jedem Element aus

éz 1= Qy NP3 = span{l, z,y, 2?, xy,y?, 552197373J2}-

Die Interpolationsaufgabe ist durch Vorgabe der Interpolationsbedingungen auf den acht
Punkten auf dem Rand des Vierecks eindeutig bestimmt.

Um Finite Elemente fiir den H?(Q) zu erhalten, bendtigt man gemif Satz 5.2 globa-
le C'(Q)-Funktionen. Diese sind nicht einfach zu konstruieren und benétigen viel mehr
Freiheitsgrade. A

5.4 Dreidimensionaler Fall

Sei 2 C R3 ein Polyeder. Eine Zerlegung 7 = {11, T5,...,, Ty} dieses Polyeders ist
zuliissig, wenn ) = Ui‘il T; und T; N'Tj, i # j, entweder leer oder eine gemeinsame Ecke,
Kante oder Flache ist. Man betrachtet Tetraeder-Elemente oder Quader-Elemente, bei
denen die Ansatzfunktionen auf jedem Element 7' € T jeweils

Vlr € Py = {U(x,yyz) = > Oéi,j,kxiyjzk}

0<i+j+k<m

oder

U|T S Qm = {v(xayv Z) - Z al,],kxzyjzk}

0<i,j,k<m

erfilllen. Satz 5.2 ldsst sich vollig analog beweisen, die Ansatzfunktionen miissen also
wieder global stetig sein, damit sie in H*(£2) enthalten sind.
Auch die beiden Lemmata 5.3 und 5.5 lassen sich entsprechend verallgemeinern. Auf
Tetraedern werden die Ansatzfunktionen durch die Werte in den folgenden Interpolati-
onspunkten vorgegeben:

Auf Quadern wihlt man die Interpolationspunkte wie folgt:
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m=1 m =2
P Py »
I I L7
I -+ - = - - - @ - - - - - -
I I L0 I |
Il + Il = + Il |
! I ! | I ! I
! | ! | | ! |
! | ! | | ! |
[ | (2 [—
: R R SR B
| 7 | 7 | 7
| ®-7-1---4---r---¢
! | ! | ! |
! I ! | I ! I
! I ! | I ! I
® - - - - - - - - - - - - F-——-—- 9 I ® - --—7--1- @ ----+- 8
// ‘// | ‘// |
’ ® - - - - - - - @ - - - - — 1 -
7 7 | 7
7 7 =/

Durch affine Abbildungen lassen sich beliebige Tetraeder beziehungsweise Spate erzeugen.
Beliebige Hexaeder-Elemente werden hingegen nur durch trilineare Transformationen er-
zeugt.

5.5 Approximationseigenschaften

Das Céa-Lemma besagt, dass die Giite der Galerkin-Approximation davon abhéngt, wie
gut sich die Losung im Finite-Element-Raum approximieren lésst. Daher miissen wir die
Approximationseigenschaften der Finite-Element-Rdume untersuchen.

Definition 5.6 Eine Familie von Finite-Element-Raumen V}, mit Zerlegungen 7, von €2 C
R? heifst affine Familie, wenn ein Tripel (Tret, Pret, 22) mit den folgenden Eigenschaften
existiert:

. Zu jedem T € T, gibt es eine affine Abbildung Fr :

1. Ti ist ein Polyeder im R¢.
2. Pret ist ein Unterraum von C'(Tief) mit endlicher Dimension /.

3. Y ist eine Menge von / linear unabhéngigen Funktionalen auf P..;. Jedes p € Per ist

durch die Werte der ¢ Funktionale aus Y eindeutig bestimmt. Da sich die Funktionale
in der Regel auf Funktionswerte und Ableitungen an Punkten in T, beziehen,
spricht man von (verallgemeinerten) Interpolationsbedingungen.
Tiet — T, so dass fiir jedes
v eV, gilt

v(x) = p(F;'x) mit p € P fiir alle x € T

. Es sei V}, c C* (ﬁ) Die Restriktion von p € P, auf jede Kante bzw. Fldche von

T}ef sowie die Ableitungen bis zur Ordnung k sind durch solche Interpolationsbedin-
gungen aus X eindeutig bestimmt, die sich nur auf Groken an Punkten auf dieser
Kante bzw. Flache beziehen.

Beispiel 5.7 Stiickweise lineare Finite Elemente auf Dreiecken erhédlt man durch die
Wahl

Tref = A((O7 0)7 (17 0)7 (07 1))7 7Dl"ef = Pla X = {5(0,0)7 5(1,0)7 5(0,1)}-
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Hiebei bezeichnet 6 : C(R?) — R die Delta-Distribution

by (f(x)) = {f ), falls x — y,

0, sonst.

A

Wir haben gesehen, dass in zwei Raumdimensionen H'(2)-Funktionen nicht stetig sein
miissen. Hingegen sind Funktionen aus H?(Q) stetig, wie der folgende Einbettungssatz
zeigt.

Satz 5.8 (Lemma von Sobolev) Es sei  C R? ein durch einen Polygonzug berandetes
Gebiet und m > 2. Dann ist H™(Q) C C(f), insbesondere gibt es eine Konstante ¢ > 0,
so dass gilt

sup [v(x)| < cl|v]|n2@) < cllvllam@) fiir alle v € H™(1).

x€e)

Beweis. Wir zeigen zunéchst sup, g [v(x)| < c||[v]|g2q) fiir v € C*(Q) N H?(Q2). Da ein
polygonal berandetes Gebiet die Kegelbedingung erfiillt, gibt es zu jedem x € Q einen
Kegel Ky C Q mit Spitze in x, der den Offnungswinkel ¢ und den Radius r besitzt:

X

Betrachte die Hilfsfunktion f,. € C?(R?) mit der Eigenschaft

1, falls [|[x —y| < /2,
fuly) = e =3l <7/
0, falls|x—y| >r.

Dann ergibt sich fiir x + pey € Ky mit |leg|| = 1 mit Hilfe der Produktregel

p=r

0(0) = =[x+ pes)ix - pes)]

o /Or O(fr(x+ ,oe(;;v(x + peg)) dp
_ 5(fr(X+Pee)“(X+Pee))rr "0 (fr(x £ peo)ulx + peg))

~~

=0
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Durch die Substitution z := x + pey folgt hieraus

op?

0? (fr(z)v(z))
/x —8,02 dz

2
<\ s [ R

<cr \/QEHUHHz(Q).

pdpd@'

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass gilt

R(fo)|  |2f,  of.ov 0| _|0%f, of, | |ov 0%
- 22 r 2| < 2 = i)
' op? o " p 3,0+f’"8,02 ~ | Op? o1+ ‘5’p dp +Lf?|/ op?
< < =
Xcr ey

Da C>=(Q2) N H%(2) dicht in H?(Q) liegt, ergibt sich schlieklich

sup [v(x)] < c|[v]| g2y fiir alle v € H*(Q).
xeQ

Insbesondere lésst sich damit jedes v € H 2(Q) als gleichméfiger Grenzwert von Funktio-
nen aus C*°(Q2) N H%(Q) auffassen, weshalb v selbst stetig ist. O

Satz 5.9 (Rellichscher Auswahlsatz) Es sei m > 0 und 2 ein durch einen Polygonzug
berandetes Gebiet. Dann ist die Einbettung H™(Q) < H™(2) kompakt, das heifit, die
Einheitskugel des H™1(Q) ist kompakt beziiglich des H™((2).

Beweis. Der interessierte Leser sei auf J. Wloka “Partielle Differentialgleichungen” ver-
wiesen. 0

Lemma 5.10 Es sei Q C R? ein durch einen Polygonzug berandetes Gebiet. Ferner sei
m > 2 und in Q seien ¢ = m(m + 1)/2 Punkte X, X, ...X; vorgegeben, an denen die
Interpolation I : H™(2) — P,,—1 durch Polynome vom Grad m — 1 eindeutig bestimmt
ist. Dann gibt es eine Konstante ¢; = ¢;(€, X1, Xa, ... X¢), so dass gilt

|lv = Iv||am@) < crlv|am@) fiir alle v € H™(Q).

Beweis. Wir fithren in H™(£2) die Norm

¢
lloll = olmey + ) lo(x)]
k=1
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ein und zeigen, dass die Normen || - || und [ - [[zm () dquivalent sind. Dann folgt némlich
aus

lo = Tv]|me) < efv = o]

= c(|v — Iv|Hm(Q))

= C|U|Hm(Q)
die Behauptung. Dabei haben wir ausgenutzt, dass /v mit v in den Interpolationspunkten
tibereinstimmt und dass 0%(I/v) = 0 ist fur alle |a| = m.
Beim Nachweis der Aquivalenz ist eine Richtung schnell erbracht. Nach Lemma 5.8 ist die

Einbettung H™(2) — C(2) stetig. Das bewirkt
lv(xp)| < cllvllamy firk=1,2,...,¢

und weiter [[v]| < (1 + cl)||v]| gm0y
Angenommen, die Umkehrung

||v||Hm(Q) < |v] fir alle v € H™(Q)

sei fiir jede positive Zahl ¢ falsch. Dann gibt es eine Folge {v;} mit
I
vill @y = 1, ol < = i=12...

Nach dem Rellichschen Auswahlsatz (Satz 5.9) konvergiert eine Teilfolge in H™ ().
Ohne Beschrankung der Allgmeinheit kénnen wir annehmen, dass es sich dabei um die
ganze Folge handelt. Damit ist {v;} eine Cauchy-Folge in H™ 1(Q). Aus |v;|gm@) <
Jlosl — 0 und

|vi — Uj||%{m(9) < fJvi — Uj||§{m—1(9) + 2{|Uz‘|§{m(g) + |Uj|12ym(9)}

schliefen wir, dass {v;} sogar eine Cauchy-Folge in H™(2) ist. Wegen der Vollsténdig-
keit des Raums existiert ein Grenzelement v* € H™(Q) mit ||v; — v*||gm@) — 0. Aus
Stetigkeitsgriinden folgt

[o* [ zm@) =1, [lo*]] = 0.
Dies impliziert |v*|gm@) = 0 und damit muss v* ein Polynom aus P,,_; sein. Wegen
v*(xg) = 0 fiir alle £ = 1,2,...,¢ ist v* das Nullpolynom, was im Widerspruch zu
”U*”Hm(ﬂ) = 1 steht. ]

Proposition 5.11 (Bramble-Hilbert-Lemma) Es sei 2 C R? ein durch einen Polygonzug
berandetes Gebiet und m > 2. Ist g : H™(2) — R ein beschrinktes, lineares Funktional
mit

g(p) =0 fir alle p € P,,_1,

dann gilt
lg(v)| < clv|pmy fiir alle v € H™(Q).
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Beweis. Es sei I : H™(£2) — P,,_1 ein Interpolationsprojektor, der den Voraussetzungen
von Lemma 5.10 geniigt. Dann folgt

l9(v)] = lg(v = Iv)| < ¢gllv = Tv][m@) < coerfvlme).
O

Definition 5.12 Eine Familie von Zerlegungen {7} heift nicht entartet, wenn es eine
Zahl k > 0 gibt, so dass jedes T € T}, einen Kreis vom Radius pr enthélt mit

hr

B 2
K

Hierbei bezeichnet hy < h := maxypcr, by den halben Durchmesser des Elements T'. Ist
die untere Schranke fiir den Innkreisradius pr sogar unabhéngig von 7T, gilt also

h
pTZ_a
K

dann heifst die Familie {7} quasi-uniform.

Beispiel 5.13

nicht entartet: quasi-uniform:

A

Bemerkung Eine quasi-uniforme Zerlegung ist offenbar auch nicht entartet. Nicht ent-
artete Zerlegungen lassen jedoch im Gegensatz zu quasi-uniformen auch lokal verfeinerte
Zerlegungen zu. A

Lemma 5.14 (Transformationsformel) Das Element 7" und das Referenzelement T} seien
durch eine bijektive affine Abbildung

Fr T —T, X—x=F(X)=Bx+b
einander zugeordnet. Fir v € H™(T') ist dann die durch
v(x) = v(Fr(X)) = 0(X)
transformierte Funktion v aus H™(T}.¢) und es gibt eine Konstante ¢ = ¢(m), so dass

012 (1) < cl B3 det BI™2[v] g .
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Beweis. Sei v € C™(T) und damit auch v € C™(Ty), dann ergibt die Kettenregel

0v(X) Ov(x)0zy  Ov(x) Oxg 0v(x) 0v(x)
—~ = — + — = by~ + by
8l‘i 8l‘1 (‘3902 8l‘2 aZL‘Z 8l‘1 8l‘2
Hieraus folgt
o (X) ov(x) ov(x)
o, | < bl ¥ Iailh e =5, 7| < Bl nes 155,
und rekursiv fiir beliebiges o € N2
2| < B! max [0%u(x)|.
020R)| < IBIE (00t
Deshalb ist , )
Yo ot < Bl Y [0fv(x)|
la|=m |B|=m
und somit
~ oy |2 g
iy = 3 [ 1057R) 0z
|a\:m Tref
<cBlEm > [ (ou(riz) %
[Bl=m * Tret
=cBI3" ) /}afjv(x)ﬁdet(Bl)}dx
B=m T
= c|[B|3™|det B~ v[fmr)-
Aufgrund der Dichtheit von C™(T") N H™(T') in H™(T') folgt die Behauptung. O

Das nachfolgende Lemma schiitzt fiir ein beliebiges 7' € 7, die Normen von B und B~}
explizit beziiglich des Parameters h ab. Die Konstanten sind unabhéngig von 7', voraus-
gesetzt, die Zerlegungen {7} sind quasi-uniform.

Lemma 5.15 Es sei T, ein festes, von der Zerlegung unabhéngiges Referenzelement.
Das Element T" gehe aus T;s durch eine bijektive affine Abbildung
FTiTref—>T7 §|—>XIFT(§)IB§+b

hervor. Ferner enthalte 7" einen Kreis mit Radius 4/k und werde umschrieben von einem
Kreis mit Radius A. Dann gilt

[Bl> < ch. [|B7, < ez

mit einer Konstanten c fiir alle 7" mit dieser Eigenschaft.

Beweis. Es gibt Kreise mit Radius pef und hyef, die in Tir enthalten sind bzw. T,o um-
schreiben. Demnach existiert auch ein Xg € Tief, so dass X € Trer fiir alle || X — Xoll2 < pret-
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Fiir xg := BXp+b € Tund x := Bx+b € T folgt x—xq = B(X—X() und ||x—x¢|» < 2h.
Hieraus schliefsen wir

2h
IBll2 =

sup || Bz|[z = sup  [lx = xqll2 <
ref ”/Z\HQ:pref ref ”/Z\HQ:pref ref
x=B(z+X0)+b

Umgekehrt gibt es ein zg mit x = zo +z € T fiir alle ||z||s < h/k und folglich ist

_ _ K
||B 1”2 - sup ||B 1Z||2 S 2hrefﬁ

K
Pzl =h/n

O

Bemerkung Unter den Voraussetzungen von Lemma 5.15 kann man sofort folgende
Schranken fiir die Determinanten von B und B~! angeben. Wegen

/1dx:/ | det B| dx < 7h?
T T,

ref

folgt namlich | det B|*/? < ch und wegen

|det B| ™ < /|detB| 1dx<— 1dx

Tret

folgt | det B|~'/2 < ¢k /h. JAN

Wir kénnen nun als Hauptresultat dieses Abschnittes die folgende Abschéatzung fiir den
Approximationsfehler in V}, beweisen. Den Approximationsfehler driicken wir in der git-

terabhingigen Norm
ol = [ D N0l mery
TETh

aus, da dann keine globale Glattheit von der Funktion v verlangt wird. Offensichtlich gilt
jedoch
0l = |Vl Emo)  fiir alle v € H™(2).

Satz 5.16 (Approximationsabschitzung) Es seien 2 C R? ein durch einen Polygonzug
berandetes Gebiet, k > 2, 0 < m < k, und {7,} eine quasi-uniforme Familie von Zer-
legungen. Der Operator I, bezeichne die stiickweise Interpolation durch Polynome vom
Grad k£ — 1, dann gilt

lv — Ipv||mp < Cinthk_m|'UlHk(Q) fiir alle v € H"()

mit einer Konstante ¢;,,;, die nur von €2, x und k abhéngt.

Beweis. Es gilt fiir alle 0 < ¢ < m gemél Lemmata 5.14 und 5.15

1 PO _ PO
v — I| ey < ¢ ||B le |det B|Y/2|5 — IO eer,) < ch™|det B|Y?[0 — IV e, )
—_——

<(ck/h)*
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Aus Lemma 5.10 folgt
[0 — IV| geerey < 0= IO\ grgy < crlolaeg
und damit die Abschétzung
v — Tyo|ge(ry < ch™|det B\1/2|§\Hk(Tref).
Der Riicktransport auf das Element T liefert wieder mit Hilfe der Lemmata 5.14 und 5.15

lv — Tyo|geery < ch™|det B|Y2||BJ|% |det B\’l/z\v|Hk(T) < | gy,
~——

<(ch)*

Durch Aufsummation ergibt schlieflich

||U — ]hUH%{m(T) = Z |U — Ihvﬁi“(T) < C|U|?{k(T) Z hQ(k—E) < ChQ(k_m)h)ﬁ{k(T)
=0 =0

und daher die Behauptung. O

Bemerkung Fiir v € H?(2) und stetige, stiickweise lineare Ansatzfunktionen auf Drei-
ecken gelten demnach die Abschéatzungen

v = Ihvl|m ) < Cinth|v|m2(0), v = Ihv|| r20) < Cinth®[v]2(0)-

Diese Abschatzungen gelten auch fiir stetige, stiickweise bilineare Ansatzfunktionen auf
Paralellogrammen, da hier die Elementabbildungen ebenfalls affin sind. Im Fall beliebiger
Vierecke benotigt man noch eine zusitzliche Bedingung an die Vierecke, um sicherzu-
stellen, dass sie nicht degenieren. Dann gelten beide Abschétzungen auch auf beliebigen
Vierecken. JAN

Fiir Funktionen v, € V}, kann man stiarkere Sobolev-Normen durch schwéachere abschétzen,
wenn man entsprechende h-Potenzen opfert. Dies ist die Aussage der folgenden inversen
Abschdtzung.

Satz 5.17 (inverse Abschatzung) Sei {7,} eine quasi-uniforme Familie von Zerlegungen
des Gebiets 2. Der Ansatzraum Vj, bestehe aus durch stiickweise Polynome vom Grad
s gegebenen Funktionen. Dann gibt es eine Konstante c;,,, welche nur von £, ¢t und &
abhéngt, so dass fiir 0 < m <t gilt

||Uh||t,h S Cinvhmitl‘vh”mﬁ fllI' alle Vp, € Vh.

Beweis. Es geniigt,
‘U|Ht(Tref) < C‘U|Hm(Tref) flir alle v € Pyt (51)

zu zeigen. Mit der Transformationsformel aus Lemma 5.14 folgt dann genau wie im Beweis
von Satz 5.16 die Umrechnung auf die einzelnen Elemente. Dabei kommt der Faktor ch™*
in die Abschétzung. Die Summation der quadrierten Ausdriicke iiber alle Elemente liefert
dann die Behauptung.
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Zum Nachweis von (5.1) seien £ := m(m + 1)/2 Punkte x;,Xa,...,Xy € Trer S0 gewéhlt,
dass die Interpolation I in P,,_; stets eine eindeutige Losung besitzt. Dann sind

¢

Ioll = [olarm () + > o(x))]

j=1
und || - || g1, dquivalente Normen (vgl. Beweis von Lemma 5.10). Auferdem sind auf
Pret ® Pm—1 wegen der endlichen Dimension ebenfalls || - || und || - ||z¢(z.,) &quivalent.

Schlieklich ist wegen Iv € P,y stets [Iv|gt (1) = [Iv|gm 1, = 0. Zusammen folgt nun
(5.1):

0]ttty = 10 = Tolira(tn) < 0 = T0llisqrg) < cllo = Tol

= e{Io~ lumir + S 1)) }

Jj=1 =0

= C|,U‘Hm(Tref)'

O

Bemerkung Fiir stetige, stiickweise lineare Ansatzsatzfunktionen auf Dreiecken haben
wir demnach
”Uh”Hl(Q) S CinvhilehHLz(Q) fur alle Up, € Vh.

Diese Abschéatzung gilt ebenfalls fiir stetige, stiickweise bilineare Ansatzfunktionen auf

Vierecken. AN



54 Kapitel 6. Fehleranalysis

6. Fehleranalysis

Aus Satz 5.16 haben wir gefolgert, dass fiir eine quasi-uniforme Familie von Zerlegun-
gen, basierend auf stiickweise linearen Ansatzfunktionen auf Dreiecken oder stiickweise
bilinearen Ansatzfunktionen auf Vierecken, gilt

v — I i) < Cinth|v]g2)  fiir alle v € H*(Q).
Nach dem Céa-Lemma erhalten wir daraus

Cs
|lu = up|lar@) < —Cinth|u|m2),
CE

vorausgesetzt, wir konnen u € H?(Q) zeigen.
Definition 6.1 Es sei H}(Q2) € V C HY(Q) und a(-,-) eine V-elliptische Bilinearform.
Das Variationsproblem

suche u € V, so dass a(u,v) = (f,v)r2@) firalleveV

heift H*(2)-regulir, wenn es eine Konstante cg gibt, so dass zu jedem f € H*2(Q)
eine Losung u € H*(§2) existiert mit

lullzs ) < crllfllas—2@)-

Diese Definition wird zunéchst nur fiir s > 2 herangezogen. Diese Einschrankung entfallt,
wenn negative Normen erklart sind.

Beispiel 6.2 Auf dem Gebiet
Q:={(rcosp,rsinp):0<r<1,0<p<w}
mit den Randkomponenten

Iy ={(r0):0<r <1},
[y ={(rcosw,rsinw) : 0 < r < 1},
'3 = {(cosp,sinp) : 0 < p <w}

betrachten wir die Funktion

u(z,y) =u(r,) = (r* — rg) sin (gcp>
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Mit z = r cos ¢ und y = rsin ¢ ergibt sich
18ﬂ+82ﬁ+ 1 o%u 82u+ 0*u
ror  or?  r20¢% 02 Oy?’

Demnach erhalten wir

Tz o\ . (T /T x_ ol . (T
e -ty = (2= 2rE ) sin (Zo) + [2- 2 (5 - 1) sin (S)

2
— (1 —re” )% sin (gg0>
2

= (4 — W—2> sin (ch>
w w
Dies bedeutet, die Funktion wu ist eindeutige Losung des Dirichlet-Problems

2

—Au = (W— — 4) sin <z<p> in €, u=0auf I'y Uy UTs.

w? w

Es liegt r™/“ sin(mp/w) und damit auch v in H?(2) genau dann, wenn 7/w > 1, also wenn
w < 7 gilt. Da aber die rechte Seite wegen sin(mp/w) in L*() liegt, ist das Problem fiir
w > 7 nicht H%(Q)-regulér. JAN

Satz 6.3 (H?*())-Regularidt) Es sei @ C R? ein durch einen Polygonzug berandetes
konvexes Gebiet und

a(u,v) = /(AVU, Voydx, u,v € Hy(f)
Q

eine elliptische Bilinearform mit Lipschitz-stetigen Koeffizienten a; ;. Dann ist das Varia-
tionsproblem

suche u € Hy (), so dass  a(u,v) = (f,v)r2@ fiir alle v € Hj(Q2)

H?(Q)-regulér.

Beweis. Einen Beweis dieses Satzes findet der interessierte Leser zum Beispiel in P. Gri-
svard “Elliptic Problems in Nonsmooth Domains”. O

Satz 6.4 (Konvergenz) Es sei  C R? ein durch einen Polygonzug berandetes konvexes
Gebiet und {7} eine quasi-uniforme Familie von Zerlegungen von Q. Ist f € L?(Q),
dann erfiillt die mit dem Galerkin-Verfahren berechnete Naherungslosung u, € V}, die
Abschéatzung

Cs
|l — unl| 1) < C_CintCRh||f||L2(Q)-
E

Beweis. Nach Satz 6.3 ist das zugrundeliegende Variationsproblem H?(Q)-regulir, das
heifit, seine Lésung w erfiillt |[u||p2) < cgl|f||r2(). Nach Satz 5.16 gibt es daher ein
Vp € Vh mit

| — vnl[ 1) < Cinthlu|m2) < cinehl||u|| m2(o)-
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Mit Hilfe des Céa-Lemmas (Satz 4.1) folgt schliefslich

Cg Cg
| —unll ) < —=|lu— vl g @) £ —Cintcrb| fllL2(0)-
CE Cg

O

Bemerkung Bei quadratischen Finiten Elementen erhélt man nach Satz 5.16 eine hohere
Fehlerordnung, sofern H?(Q)-Regularitit vorliegt. Um jedoch H?(Q)-regulire Losungen
zu erhalten, muss im allgemeinen ein glattes und damit krumm berandetes Gebiet zu-
grundeliegen, welches dann nicht mehr in Dreiecke zerlegt werden kann. A

Satz 6.5 (Aubin-Nitsche-Lemma) Sei H ein Hilbert-Raum mit der Norm || - ||z und dem
Skalarprodukt (-, -). Es sei V' ein Unterraum, der durch die Norm || - ||y zum Hilbert-Raum
wird. Ferner sei die Einbettung V' <— H stetig, das heift, es ist ||v||g < c||v||y fiir alle
veV.

Vorgelegt sei das Variationsproblem
suche u € V, so dass a(u,v) = (f,v) firallev eV, (6.1)

wobei die Bilinearform a : V x V. — R stetig und V-elliptisch sei. Dann gilt fiir die
Finite-Element-Losung uy, in Vj, C V

I
lu —upller < csllu—up|ly sup {— inf ||p, _UhHV},
gem\(o} LlIgllm vneva

wenn jedem g € H die eindeutige (schwache) Losung ¢, € V' des Variationsproblems
suche ¢, € V, so dass a(w,p,) = (g,w) firallew eV (6.2)

zugeordnet wird.

Beweis. Die Norm eines Elements in einem Hilbert-Raum lédsst sich mittels eines Duali-
tatsarguments bestimmen:

folln = sup &) (6.3)

gergoy llgllm

Wir erinnern, dass u und u; durch

a(u,v) = (f,v) firalleveV,

a(up,vp) = (f,vp) fiir alle v, € V},

gegeben sind. Deshalb ist a(u — uy,v,) = 0 fur alle v, € V},. Weiter folgt, wenn wir in
(6.2) w := u — uy, setzen, dass

(97U - Uh) = a(u — Up, <Pg) = a(u — Up, Pg — Uh) < CSHU - UhHVHSOg - Uth-

Das Dualitdtsargument (6.3) liefert nun

,U— U —
lv = unllwr = sup USCS’HU_UI%HV sup ey = onllv
sernvioy  Nlglla ey Nglla
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Bemerkung Das Variationsproblem (6.2) heifst das zu (6.1) duale Problem. A

Proposition 6.6 (L2-Fehlerabschitzung) Unter den Voraussetzungen von Satz 6.4 gilt
||U—Uh||L2 < CscthRh||U—uh||H1(Q

Gilt auRerdem f € L?(Q2) und damit u € H*($2), dann folgt

2
@
lu —unllz2@@) < iczzntcéhzn.fHLQ(Q)

Beweis. Wegen Hg(Q) C L*(Q) und [[v] 2@ < ||[vllmi fir alle v € H(Q) ist die
Einbettung H}(Q) < L*(Q) stetig. Damit ist das Aubln—Nltsche Lemma mit

H:=LQ), [ lu:=1"lrw
Vi=Hy(Q), |- llv =" llao

anwendbar.

Fiir gegebenes g € L*(Q) sei ¢, € H*(Q) die Losung des dualen Problems (6.2). Die
Approximationseigenschaft zusammen mit der H?(Q)-Regularitiit liefern dann

log = Inegllmr (@) < Cinthl@glu @) < cinehllggllnze) < cimcrhllgllae
Zusammen mit dem Aubin-Nitsche-Lemma folgt

lpg = vall ()

|l — unllr2(0) < csl|lu —unllar@ sup  inf
erz@n oy Vi |9z

< csCinecrh||u — up|| g (q)-

Anwendung von Satz 6.4 liefert schlieflich auch den zweiten Teil der Behauptung. Ol

Satz 6.7 (L°°-Fehlerabschatzung) Unter den Voraussetzungen von Satz 6.4 gilt

sup [u(x) — un(x)| < bl fllze)
xE

Beweis. Zu u € H?*(Q) sei Iu die Interpolierende. Wir zeigen zunéchst

sup [u(x) — fyu(x)| < ch| f|| 2@ fiir alle T € T,

xeT

was dann sofort
sup u(x) - Lu(x)| < chl fllz2(a) (6.4)

xeN

impliziert.
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Sei T' € T, beliebig aber fest. Es bezeichne u die durch die affine Transformation re-
sultierende Funktion auf T, und [u die Interpolierende in P,;. Wegen der Einbettung
H?(Tyef) = C(Tyet) folgt

sup [u(x) — lyu(x)| = sup [u(X) = Tu(X)| < cl[u = Tull m2(r,p)-
xeT ﬁET‘ref

Lemmata 5.10 und 5.14 liefern

sug lu(x) — Thu(x)| < clulp2(y) < chlulmr,
xe

und somit die gewiinschte Abschitzung

sup [u(x) = Iyu(x)| < chllullmz) < chl fl2@)-
Xe

Es seien v € Vj, und v die affin auf T,¢¢ transformierte Funktion v|p. Da U € P ist, gilt

sup [3(0)] < cloler.
XETref

Dies bedeutet geméaft Lemma 5.14, dass

c
sup |v(x)| < EHUHLQ(T)’
xeT

und folglich ist

sup |v(x)| < %HUHLz(Q) fir alle v € Vj,. (6.5)
x€e)

Wir kombinieren nun (6.4) und (6.5):

sup |u(x) — up(x)| < sup |u(x) — Tyu(x)| + sup |up(x) — Tyu(x)]
xeQ x€e€) xeN

1
< e{ ey + g lun =l .
Hieraus folgt wegen

lun — Thull 2y < llu— unllrz@) + lu — Inul 2y < ch®||fllrzo)

TV TV
SChQHfHLQ(Q) SChQHfHLQ(Q)
nach Proposition 6.6 nach Satz 5.16 und

H?(Q)-Regularitit

die Behauptung. Ol
Bemerkung Diese L*°-Fehlerabschitzung ist nicht scharf. Man kann

sup Ju(x) — un(30)| < ch?|log W2 Julcx(o
XE

beweisen. Der logarithmische Term verschwindet im Fall d = 3 sogar. A
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7. Rechentechnische Betrachtungen

Die Umsetzung der Finite-Elemente-Methode am Computer lésst sich in folgende Einzel-
schritte zerlegen:
1. Netzgenerierung
2. Assemblierung, das ist das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix und der diskreten rech-
ten Seite
3. Losung des linearen Gleichungssystems
4. a-posteriori Fehleranalysis: falls die Losung nicht zufriedenstellend ist, markiere zu
verfeinernde Elemente und gehe zu Schritt 1 zuriick
5. Visualisierung, das heifst, die graphische Darstellung der Losung

Netzgenerierung: Fiir die Erzeugung der urspriinglichen Triangulierung gibt es zahlrei-
che Moglichkeiten, beispielsweise per Hand durch den erfahrenen Anwender oder vollau-
tomatisch durch Meshing Tools. Ausgehend von einer groben Triangulierung des Gebiets
kann man durch uniformes Unterteilen jedes Dreiecks bzw. Vierecks in vier neue Dreicke
bzw. Vierecke beliebig feine quasi-uniforme Gitter generieren:

Wir wollen nun eine Methode vorstellen, um einige wenige Elemente einer bestehenden
Triangulierung zu unterteilen. Dies wird nétig bei einer schlechten Approximationsgiite
des Gitters, welche a-priori zu erwarten ist, etwa in der Néhe einer einspringenden Ecke,
oder die wiahrend der Rechnung durch einen Fehlerschitzer gemeldet wird.

Algorithmus 7.1 (Netzverfeinerung)
input:  zuléssige Triangulierung mit als zu verfeinern markierten Elementen
output: zuléssige, verfeinerte Triangulierung

@ verfeinere alle markierten Dreiecke in vier Dreiecke

@ liegen auf den Kanten eines Dreicks 7' (ohne die eigenen Ecken) mehr als ein Eck-
punkt eines anderen Dreiecks, so verfeinere 1" ebenfalls 1:4

® wiederhole @ bis kein weiteres Dreieck dazukommt
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@ jedes Dreieck mit vier Ecken auf seinen Kanten wird halbiert, wobei die neue Kante
“oriin” markiert wird

Beispiel 7.2 (Netzverfeinerung)

Schritt @ Schritt @ Schritte @ und ®

Bemerkungen

1. Griine Kanten heifen Transitionskanten und die Dreiecke entsprechend Transitions-
elemente. Sollen spéater weitere Verfeinerungen in Transitionselementen vorgenom-
men werden, sind die Transitionskanten zu eliminieren.

2. Nicht entartete Triangulierungen bleiben nicht entartet, weil urspriingliche Winkel
hochstens halbiert werden.

3. Ein zu Algorithmus 7.1 analoges Vorgehen ist auch bei Vierecken moglich:

4. Eine Verfeinerung ist auch ohne Transitionselemente moglich, allerdings stellen die
dann entstehenden hdngenden Knoten keine echten Freiheitsgrade dar, sondern sind
durch Werte auf der zugrundeliegenden Kante bestimmt.

5. Natiirlich ist auch eine Neuvernetzung ohne die Berticksichtigung des alten Gitters
moglich.

A
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Assemblierung: Bei Finiten Elementen mit einer nodalen Basis {¢;}Y,, wie beispiels-
weise bei linearen oder quadratischen Dreieckselementen, stellt man die Steifigkeitsmatrix
am besten element-orientiert auf. Ist etwa

a(u,v) = /(AVu, V) dx,
Q
dann folgt

alpns) = [(AVeVede= 30 [(AVa Ve de= 3 arlep). (1D

TEeT TeTh

Hierbei muss nur iiber diejenigen Dreiecke summiert werden, die gleichzeitig zum Tréger
von ¢; und ¢; gehoren.

Die Steifigkeitsmatrix berechnet man nun, indem man fiir jedes 7" € 7T}, den durch (7.1)
gegebenen additiven Beitrag ermittelt. Wenn jedes Element n Knoten enthélt, hat man
die Element-Steifigkeitsmatrix

CLT(SOZ'N 3011) CLT(SOZ'W 3011) e a/T(()Oi'nJ ()021>
AT _ aT(SOZ'.l7 3012) aT(SOi.m 3012) e aT((piTzv ()022> c R™<"
ar(Piys Pin)  ar(Piss Pi) - ar(i,, Pi,)

zu bilden. Aufierdem transformiert man das Element 7' auf das Referenzelement T}.¢. Sei
Fr: T — T, X — x = BX + x( die zugehorige affine Abbildung. Dann ist der Beitrag
von T gegeben durch

T _ _ ~
GT(ﬁpik,@i(g) = |7|ﬂ |f|/T <AB Tvﬁ/)kaB TV:?W) dx. (7-2)

ref

Jede Funktion aus der nodalen Basis fillt nach der Transformation auf das Referenzdrei-
eck mit einer der normierten Formfunktionen 1, s, ..., 1, zusammen. Wihlt man als
Referenzelement das Dreieick A((0,0), (1,0), (0,1)), so ist bei linearen Elementen

(T y) =1-2—y, @y =2 vsT.9)=Yy

und bei quadratischen

lineare Formfunktionen

\

~

= e

N
A
i

!

!

!

!

!

\
[,
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quadratische Formfunktionen

\-
S N
TN
¥ LN
FAV A 13 °

i
RN
i
!

Um (7.2) auszurechnen, ist im allgemeinen eine Quadraturformel notwendig, wie sie in

folgender Tabelle zu finden ist:

Quadraturpunkt Gewicht | exakt in
T 1 T
11 I P
NN €3 ——
(2>2)> (12’1)’ ( ’2) 627 2
ey 0 e T
11 9
(6+\/ﬁ7 6+\/ﬁ)’ (92\/(1%: ng\/ﬁ)’ (6+\/ﬁ’ 972\/5) 15530\/ﬁ
672\}ﬁ 672\1/5 9+§1/ﬁ 672\}ﬁ (672\}ﬁ 9+§1/ﬁ 15%30% P,
( 21 0 o1 )’( 21 0 91 )’ 21 0 91 ) 2400 5

Ist der Integrand ein Polynom, so kann man das Integral auch analytisch mit Hilfe der
plqg!r!

Formel
/TI (p+q+r+2)!

ausrechen. Da nur n? Integrale pro Element T € Ty, zu bilden sind und N ~ |7;| gilt, lisst
sich die gesamte Steifigkeitsmatrix in linearer Komplexitat aufstellen.

2y (1—r—y)" d(z,y)

ref

Das Aufstellen der diskreten rechten Seite b, wird analog ebenfalls element-orientiert
durchgefiihrt.

Innere Kondensation: Obwohl sich die Steifigkeitsmatrix additiv aus (n x n)-Unter-
matrizen zusammensetzt, ist die Bandbreite durchweg grofer als n (vgl. Beispiel 4.2).
Eine Sonderrolle spielen die Knotenvariablen, die zu inneren Knoten gehéren. So hat zum
Beispiel das quadratische Viereckselement oder das kubische Dreielement jeweils einen
inneren Knoten. Die Elimination einer solchen Variablen &ndert nur die Matrixelemente
fiir die Knoten des betroffenen Elements, wobei der Aufwand hierzu dem eines Cholesky-
Verfahrens fiir eine (nxn)-Matrix entspricht. Man spricht von innerer oder auch statischer
Kondensation.
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Dirichlet-Randdaten: Bei einem Dirichlet-Problem mit homogenen Randwerten wird
Vi, C H}(2) einfach als die lineare Hiille aller nodalen Basisfunktionen gewihlt, welche
einem inneren Knoten zugeordnet sind. Die den Randknoten zugeordneten Ansatzfunk-
tionen werden also auf Null gesetzt.

Auf dhnliche Weise kann man dann auch inhomogene Dirichlet-Randwerte g umsetzen:
Man wahlt die Koeffizienten der den Randknoten zugeordneten Ansatzfunktionen so, dass

N
> gipil ~g aufT

i=1

gilt. Am einfachsten interpoliert man ¢ in den Randknoten. Die Koeffizienten der Ba-
sisfunktionen zu Knoten im Gebietsinneren werden auf Null gesetzt. Die so konstruierte
Funktion g, = S0, gip; erfiillt g, € H'(R). Man benétigt nun nur noch eine Funktion
up, € Vi, C HY(Q), so dass das homogene Dirichlet-Problem

a(un, vn) = €(vn) — a(gn, vn)

fiir alle v, € V}, erfiillt ist.

Man beachte aber, dass diese Konstruktion einer Fortsetzung der Randwerte ¢ in das
Gebietsinnere nicht gleichméRig H'(Q)-stabil ist. Im Fall von nichtlinearen Differential-
gleichgungen konvergieren die Losungsverfahren daher immer schlechter.

Ubrige Schritte: Das Losen des Gleichungssystems A,z, = by, ist Gegenstand des
néichsten Kapitels. Danach werden residuale Fehlerschétzer eingefithrt. Hingegen ist die
Visualisierung der Losung kein Gegenstand dieser Vorlesung.
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8. Mehrgitterverfahren

8.1 Glattungseigenschaft von lterationsverfahren

Um klassische Iterationsverfahren zur Losung des linearen Gleichungssystems
Ajllj = fj

zu konstruieren, zerlegen wir die Systemmatrix gemafs A; = D; — L; — U; in die Diago-
nalmatrix D;, die echte obere Dreiecksmatrix U; und die echte untere Dreiecksmatrix L;.
Damit erhalten wir das

e Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren mit der Iterationsvorschrift

D .u(kJrl) = (LJ + U])ugk) + fj, k= 07 17 27 SRR

VA
o Gaufl-Seidel-Verfahren oder Finzelschrittverfahren mit der Iterationsvorschrift

(Dj —Lj)u§k+1) :Ujugk) +fj, k?:O,l,Q,...,

e Richardson-Verfahren mit der Iterationsvorschrift

u§k+1) — ugk) +aj(fj —Ajllﬁ»k)), k :0,1,2,....
Mit Hilfe der Losung u; = A;lfj lasst sich das Jacobi-Verfahren auch in der Form

u; — ug-kﬂ) = D;l(Lj +U;)(u; — ug»k)), k=0,1,2,...

und das GauB-Seidel-Verfahren in der Form

u]' — uQHl) = (DJ — Lj)ilUj(u]' — u(k)), k = 0, 1, 2, e

J J
schreiben. Besitzt A; den konstanten Eintrag d; auf der Diagonalen, so ist das Richardson-
Verfahren mit «; := 1/d; dquivalent zum Jacobi-Verfahren.

Beobachtung. Stellt man den Fehlervektor u; — ug-k) beziiglich einer Basis aus Eigen-
vektoren dar, so sieht man, dass die zu grofen Eigenwerten gehorigen Komponenten (hohe
Frequenzen) schnell geddmpft werden, die zu kleinen Eigenwerten gehorigen Anteile (nied-
rige Frequenzen) jedoch nicht. Der Fehler wird also geglattet.

Beispiel 8.1 Wir betrachten die Poisson-Gleichung
—Au=finQ, u=0aufl

im Einheitsquadrat Q = (0,1) x (0,1). Es werde Q wie folgt mit einem gleichmiRigen
Dreiecksnetz der Maschenweite h; := 2-0U+b iiberzogen:
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Y

0 1
Die Diskretisierung der Bilinearform
a(u,v) :/(Vu, Vu) dx
Q

durch stiickweise lineare Finite Elemente fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem Aju; =
f; mit dem Standard-5-Punkte-Stern

anw QN QANO —1
aw  Qz Qo =|-1 4 -1,
asw (s Qso], -1 .

vergleiche Beispiel 4.2.
Die Eigenwerte von A; lauten

Moy = 4(sin2k%hj + sin? E”%) 1<k (< N;=2% 1.

Die zugehorigen Eigenfunktionen vy, sind gegeben durch die Knotenwerte der kontinu-
ierlichen Funktionen

Ugo(z,y) = sin(kmz) sin(lry), 1<k, <Nj.

Die Eigenwerte der Iterationsmatrix I — o;A; des Richardson-Verfahrens fiir o; = 1/8
sind folglich

1 kmh; (rh;
0<ppe=1— = sinzL—l—sin2L , 1<k <N
’ 2 2 2
Fiir den betragsgrofiten Eigenwert pip ; folgt

w2 h?
/)(I_Aj/g) = |/~L1,1| ~1 - 4j7

das heifst, die Konvergenz der Richardson-Iteration verlangsamt sich fiir ho; — 0.

Die Eigenwerte mit einem hochfrequenten Anteil in mindestens einer Richtung sind gerade
{pke k> (N;+1)/2 oder £ > (N; +1)/2}. Fiir diese Eigenwerte gilt

1 3

el <1 — 5(sin? Z +o) =7

das heifst, die hochfrequenten Anteile des Fehlers u; — ug»k) werden pro Iterationsschritt

um mindestens den Faktor 3/4 geddmpft. JAN
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Mehrgitterprinzip. Es sei
VoCVicVaC...C Hy(Q)

eine geschachtelte Folge von Finite-Element-Rédumen, die durch uniformes Verfeinern des
Grobgitterraums Vj entstehen. Zur Bestimmung der Losung u; = A;lfj im Finite-
Element-Raum Vj fiihrt man zunéchst einige Schritte eines Iterationsverfahrens durch,
um die hochfrequenten Fehleranteile zu ddmpfen. Die niederfrequenten Anteile lassen sich
dann auf der néchstgréberen Zerlegung V;_; in den Griff bekommen.

Um die Glattungseigenschaft von Iterationsverfahren mathematisch prézise formulieren
zu konnen, benotigen wir spezielle diskrete Normen:

Definition 8.2 Sei A; = X;D;XT € RYi*" die beim Galerkin-Verfahren in V; erhaltene
Systemmatrix. Die diskreten Normen || - ||s; auf RY7 sind fiir s € R gegeben durch

Ivills; = ,/VjTA;?Vj mit  Aj = Xij.X]T.

Hierbei bezeichne X; = [X;1,X;2,...,X;n,] die aus den normierten Eigenvektoren

N; .
{x;r}rl; von A; zusammengesetzte orthogonale Matrix.

Offensichtlich gibt es von j unabhangige Konstanten ¢, ¢ > 0, so dass fiir alle v; € V; mit
zugehorigem Koeffizientenvektor v; gilt

i lvillzzg) < Wvillog < 52 llvjllze ), 5.1)
cllvillae) < Vil < ellvilla -

Weiterhin erfiillt die diskrete Norm || - ||5 ; eine verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung.

Lemma 8.3 Es gilt die verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|a(vy, wi)l < WVilliseglwsllir;

fir alle v;,w; € V; und t € R.

Beweis. Mit {(\g, Xk)}fj; | bezeichnen wir die Eigenpaare von A ;, wobei die Eigenvektoren
normiert seien, also x{xz = O Stellt man die Koeffizientenvektoren v; und w; in der
Eigenbasis dar

Nj Nj
V= E OpXg, W;= E TEXE-
k=1 k=1
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Dann folgt
N; N;
|a(vj’wj)| = |WfAjVj| = )\ko'ka — Zo_kA]gl-l-t)/QTk)\g—t)/Q
k=1 k=1
N N;
<\ Do AT D AT = Vil Wi,
k=1 k=1
das heifst, die Behauptung. O

Satz 8.4 (Glattungseigenschaft des Richardson-Verfahrens) Es seien 0 < a < a; <
1/Amax(A; ) und S; := I — a;A; die zugehorige Iterationsmatrix des Richardson-
Verfahrens. Dann gilt mit einer von j unabhingigen Konstanten ¢ > 0

|||S§VJ |||2,j S fir alle Vv € RNj.

c
/i Ivill.s

Beweis. Es bezeichne {)\k}gil die Eigenwerte von A; und {Xk}ivil die zugehorigen ortho-
normierten Eigenvektoren. Fiir v; = Zgi 1 0xXy, erhalten wir

Nj
SﬁVj = 20k<1 — ozj)\k)gxk.
k=1

Folglich ist

IS5v;ll3,; = | A;S5v;ll3
N;

=> (1= M) Nop

N.
1w 2 - 2
< = —a; : .
< o mex{(l- ) ()} Y Mo
~—~ k=1
= =Ivl12,

Den mittleren Term bekommen wir wie folgt in den Griff: Aufgrund unserer Voraussetzung
ist 0 < o\, < 1fiiralle k=1,2,...,N;. Daher schatzen wir ab

max{(1 — a;he)* (a0} < max {(1 - €)%}

k=1 0<¢<1
Auf [0, 1] nimmt die Funktion g(¢) := (1 — £)?*¢ ihr Maximum wegen

g(€) =1 =" (1 - (20 + 1))
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in £ =1/(2¢+ 1) an. Daher folgt

(1 - oot <o ) = (5 ) s <
B W T A A =9\ 5001 ) T 20+ 1) 20417 20
<1

8.2 Prolongation und Restriktion

Wir betrachten die geschachtelte Folge von Finite-Element-Raumen
VoCcViCVa - C Hy(Q),
die durch uniformes Verfeinern erzeugt wird. Das Variationsproblem
suche u; € V;, so dass a(u;,v;) = {(v;) fiir alle v; € V;

fithrt auf das lineare Gleichungssystem A ju; = f;. Dabei stellt sich die Frage, wie A ju; =
f; und A;_ju;_; = f;_; zusammenhéngen. Dazu seien {x;;} die Knoten der nodalen Basis

{¢jr} aus V;. Fiir v; € Vj ist dann das diskrete Analogon gegeben durch v; = [v; (X]k)]]kvil

Restriktion: Wegen V;_; C V; konnen wir jede Basisfunktion ¢;_1 4 aus V;_; durch die
nodalen Basisfunktionen {y; ,} aus V; darstellen: p;_1 5 = >, ¢j-1(X;j¢)@;¢. Daher kann

der Vektor f;_; = [ﬁ(apj,m)]gif berechnet werden aus den Komponenten des Vektors
£, = [ﬁ((pjk)]fj; .- Dies entspricht der Restriktion f;_1 = I;:*lfj. Im Fall linearer Finite
Elemente auf Dreiecken bzw. bilinearer Finite Elemente auf Vierecken erhalten wir
1/2 1/2 0 1/4 1/2 1/4
i1 i—1
U= |12 1 1/2| baw. ET'=1/2 1 1/2
0 1/2 1/2]. 1/4 1/2 1/4]

Beispiel 8.5 Im eindimensionalen Fall gilt

fj*l,l 1/2 1 1/2 fj,l
fioe | 12 1 1/2 fro
Jicin /2 1 1/2| | fin,_
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Prolongation: Die Prolongation ist die Ubersetzung einer Darstellung von vj—1 € Vi
beziiglich der nodalen Basis in die Darstellung beziiglich der nodalen Basis in Vj. Dies
entspricht der Interpolation. Fiir lineare Finite Elemente auf Dreiecken bzw. bilineare
Finite Elemente auf Vierecken kann sie ebenfalls schematisch dargestellt werden als

| 1/2 1/2 0 | 1/4 1/2 1/4
U= |(1/2 1 1/2| bzw. I =[1/2 1 1/2
0 1/2 1/2], 1/4 1/2 1/4],

Achtung: Vorsicht bei der obigen Schreibweise! Bei der Restriktion werden Daten zu-
sammengefasst, bei der Prolongation entsprechend verteilt.

Fiir £; = [((p;)]2, folgt

Nj_
VL = 3 i)
k=1
£< 1(Xj_18) P51 k)
= E(Uj 1
Andererseits gilt
Nj
TV =D v (0) )
k=1
Ny
= ( > v (Xj,k)%‘,k>
k=1
= E(’Uj_l).

Dies zeigt ng = (Ig_l)T, das heifit, Prolongation und Restriktion sind zueinander adjun-
giert.

Wiéhlt man ein w;_; € V;_; und setzt w;_; := [wj_l(xj_17k)]gif, dann folgt

ViAW, = a(wj oy, v5-1)
- (Ij Vie) AT wjg)

=v  ETAT wi

Daher gilt A;_; = I] "AT 7. Setzt man fiir j < J schlieklich T/ :=T7_ N e Ig“ und
T, .= I§+1I§i§ IJ ! so ergibt sich A; = T/ A 1. Die Matrix A der groben Zerlegung
léisst sich also durch die Matrix A, der feinen Zerlegung darstellen. Analog gilt fiir die

rechte Seite offensichtlich die Beziehung f; = If}f 7.

8.3 Zweigitterverfahren

Fiir das Zweigitterverfahren betrachten wir zwei Finite-Element-Raume V;_; C V}, wobei
V; durch uniformes Verfeinern aus V;_; hervorgehe. Ein Iterationsschritt des Zweitgitter-
verfahrens setzt sich dann wie folgt zusammen:
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1. A-priori-Gldttung. Setze

(pre,0)

alt
u; ~

=u
J

und fithre K Schritte eines Iterationsverfahrens (zum Beispiel des Richardson-Verfahrens)

durch

aP ) = u Y oo - AT k=12, K

J 7Yy

2. Grobgitterkorrektur. Lose die Defektgleichung auf der nachstgréoberen Triangulierung

Ajreiy =T (f — AulPer)

und addiere die erhaltene Naherung

(pre,K)

£,0
ulPt0) = u;

J ,
j +Ij71ej_1.

3. A-posteriori-Glittung. Fiihre L Schritte eines Iterationsverfahrens durch

u§p°“”” = ug-pOSt’Ll) + oy (f; — Ajuﬁ-pOSt’H’), t=12...,L

und setze

neu __ _ (post,L)

u] J

Bezeichnet u; die exakte Losung des Gleichungssystems A u; = f;, dann ist die Iterati-
onsmatrix des Zweigitterverfahrens gegeben durch

u —uw =SHI-F_ A A )SK (u; — u?). (8.2)

Neben der Gléattungseigenschaft des Iterationsverfahrens brauchen wir noch eine Aussage
iiber die Approximationsgiite der Grobgitterkorrektur.

. K
Lemma 8.6 Es scien uj,ug-pre

ej_1 € RYi-1 gehérigen Funktionen. Dann ist

) e V; und e;_; € Vj_; die zu uj,u§pre’K) € RN und

ej1 = Pj_i(uy — u{P)

die Galerkin-Projektion des nach der A-priori-Glattung erhaltenen Fehlers, das heifst, es
gilt
(pre,K)

a(ej—1,vj-1) = a(u; — u; ,vj-1) fiir alle v;_; € V;_;.

Beweis. Fiir alle v;_ € V;_; gilt
alej—1,vj-1) = V4
i—1 re, K
=vI U (g — APt
j re, K
= (v, )" (f — A

j re, K
= (B_yv;—1)T A (u; — uf™™)

Aj_lej_l

= a(u; — ugpre’K), vj_1).
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Bezeichnet v;_y = Pj_v; € V;_; die Galerkin-Projektion von v; € V;, dann gilt
a(vj,wj_1) = a(Pj_lvj,wj_l) = a(vj_l, wj_l)
fir alle w;_; € V;_;. Daher folgt
wi A v = (T wi ) A =wl BT Ay,
fiir alle w;_; € RYi-1. Dies bedeutet

_1-!
Aj,lvj,l = Ij A]’Vj,

beziehungsweise
. ; 1 i1
vi—I v =1~ I;—lAj—llIg‘ Aj)Vj.

Lemma 8.7 Esseienv; € Vyundv;_; = Pj_yv; € V;_y diezu v; € RN und v;_; € RV
gehorigen Funktionen. Ferner sei 2 C R? ein konvexes Polygongebiet. Dann ist

v, = E_yvi—illoy < cllvy — E_yviillv

mit einer von j unabhéngigen Konstanten c.

Beweis. Das Aubin-Nitsche-Lemma (Satz 6.5) liefert

1 .
v = Pj-1vjllz20) < esllvj — Pj-1vjllaie) sup {7 inf |l _wj—1||H1(Q)}’
aerz@n\{oy L9l z2i) wi-1evia

wobel ¢, € Hy(Q) die Losung des dualen Problems
a(w, ) = (9, w)12(0) fiir alle w € Hy(Q)
bezeichnet. Aufgrund der H?(Q)-Regularitit ist ¢, € H*(2) und es folgt
[0; = Pj—1vjllai) < cahjalv; — Pioavsllme)-

Wegen h;_y = 2h; und (8.1) ergibt sich schlieklich

- ¢
Iv; =Ty vi oy < ﬁ”vj — P vl 20
]

< 2c48||v; — Pj1vj|l ey

< 2ceat|lv; — P_yvi],.

Satz 8.8 (Approximationseigenschaft) Unter den Voraussetzungen von Lemma 8.7 gilt

I |

Ivi =T v

g < cfvilla,;-
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Beweis. Die Galerkin-Orthogonalitat fiithrt auf
v, = ¥ yvialli; = alv; — vjm1,v; —vjm1) = alv; — vj_1, ;).
Die verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (Lemma 8.3) liefert daher
v, =T vl < vy =B vicalloglvillas
Lemma 8.7 impliziert
Ivi = T_viallt; < ellvi = T viallulvill.

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 8.9 (Konvergenz des Zweigitterverfahrens) Fiir das Zweigitterverfahren mit K A-
priori-Glattungsschritten und ohne A-posteriori-Glattung gilt

| s

| 11] o uz;lt

neu

l[a; — w3

7j

c
1j < \/—?N
mit einer von j unabhédngigen Konstanten c.
Beweis. Bezeichnet v; := SF(u; — ud"), dann ist v;_; = A;}llgflAjvj die zugehorige
Vektordarstellung der Galerkin-Projektion. Wegen

) neu __ J “1P-1A Vv —v. — T .
w - =(1-L_ AL Aj)vy=v; — I v;

folgt aus Satz 8.8

n

Iy —wi ey = vy — T_yvically < cllvillzy = cllSF (u; — w3l

Mit der Glattungseigenschaft (Satz 8.4) ergibt sich schlieflich

neu
1

la; = g

C
< |l —
,J—\/Em J

Bemerkungen
1. Satz 8.9 besagt, dass das Zweigitterverfahren bei einer geniigend grofsen Anzahl von
A-priori-Glattungsschritten konvergiert, und zwar mit einer von j unabhéngigen
Konvergenzrate.
2. Die Aussage lasst sich auch auf den Fall von A-posteriori-Glattung iibertragen.

3. In der Praxis ist das Gauls-Seidel-Verfahren der beste Glatter.

8.4 Mehrgitterverfahren

Es sei
VoCViCVaC---C Hy(Q)

eine geschachtelte Folge von Finite-Element-Réumen, die durch uniformes Verfeinern des
Grobgitterraums V; entstehen. Das allgemeine Mehrgitterverfahren lasst sich dann wie
folgt beschreiben:
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1. A-priori-Gldttung. Setze

(pre,0) _ __alt
u; = u;

und fithre K Glattungsschritte durch

u§pre7k) _ u(pre,k—l) + a](fj _ A_ ‘u(pre,k—l))’ k‘ = 1’ 2’ ey K

J I
2. Restriktion. Restringiere das Residuum auf das ndchstgrébere Gitter

vy =17 (g — Ayue)),

3. Grobgitterkorrektur. Falls 7 = 1 ist, dann 16se das Gleichungssytem Agey = r( exakt,
andernfalls wende P Schritte des Mehrgitteralgorithmus auf A;_;e;_; = r;_; an mit
Startnaherung 0.

4. Prolongation. Addiere die prolongierte Grobgitterkorrektur

(post,0) __ __(pre,K) J
u; =u +I; €1

5. A-posteriori-Glittung. Fihre L Glattungsschritte durch

ost, /) ost,f—1 ost,l—1)
ug»p :]_l§~p )+Ozj(fj—Ajll§~p ), f:l,Q,...,L

und setze
(post,L)
Jj ]

neu __

u

Zur Implementierung des Mehrgitteralgorithmus ist folglich ein rekursiver Aufruf der ei-
genen Prozedur notwendig. Fiir P = 1 erhalt man den V-Zyklus:

j=4

j=3

j=2

j=1

j=20

Fiir P = 2 ergibt sich hingegen der W-Zyklus:

j=4
j=3
j=2
j=1
j:

Lemma 8.10 Die Iterationsmatrix S; = I — ;A des Richardson-Verfahrens mit 0 <
a; < 1/Amax(A;) erfiillt

l
IS;5v;

1 < il €=1,2,...

fiir alle v; € RN:
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Beweis. Seien {(M\y, xi)} die Eigenpaare der Systemmatrix A ;. Zerlegen wir v; = Zivil oRXp, €
R™i in die Eigenbasis von A, dann folgt

N; N;
ISEvilIE 5 = (Sivy)T A SEvy = a7 (1 — ayde)* A <> ophi = v A, = [|lvilI3 ;.
k=1 k=1

O

Satz 8.11 (Konvergenz des W-Zyklus) Zu jedem p € (0,1) gibt es ein K, derart, dass
bei der Verwendung von K > K, A-priori-Glattungsschritten fiir die mit dem W-Zyklus
erhaltenen Iterierten gilt

alt ”l 1

llw; — w5 L

g < pllu; — u;

fiir alle 7 =1,2,....

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von vollstdndiger Induktion. Fiir j = 1
stimmt der W-Zyklus mit dem Zweigitterverfahren iiberein und das Behauptete folgt
sofort aus Satz 8.9.

Fiir den Induktionsschritt j —1 +— j sei €;_; die exakte und e;_; die durch den W-Zyklus
berechnete Grobgitterkorrektur. Aus

u; — uneu =u; — uﬁpre’K) — I;_l/e\j_l + Ig—l(é\j—l — ej_l)
folgt
(pre,K)

oy = il =y — 0™ — Bl + 1Ty (&1 — e II7.

Dabei fillt der gemischte Term wegen Lemma 8.6 weg:

re, K i~
(= w18 ) AE (81— ej)

_ (pre,K)  ~
= a(u] — Uj — €51, ej_l — 65— 1)
_ (pre,K) (pre, )\ ~
—a(u]—uj — P 1(u]—u ), ej,l—ej,l)
~———
eV
= 0.

Mit

IE (&5 — el = (o1 — i) T AT (€21 — ;1) = [[€j-1 — e;ullT 5,
%,_/

=A;

Satz 8.9 und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich

7K j f o
lu; — u;wunﬁ,j = lu; —uPN T8 2 8 — e}
2
el = e — e IR,
\,./

=0
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wobei wir hier verwendet haben, dass zwei W-Zyklen aufgerufen werden. Aus

0 < a(v; — Pjavj, v — Piavj)
= a(vj,v;) =2 alv;, Piavy) +a(Pj1vj, Piyvy)
=a(Pj-1v5,Pj-1v))
= a(vj,v;) = a(Pj1vj, Pjyv;)

fir alle v; € V; folgt, da e;_1 = Pj_;(u; — ug-pre’K)) geméaft Lemma 8.6 gilt, dass

re, K
N u(p )

(pre,K)
i —u; ).

a(ej_1,€j-1) < a(u, j

, Uj
Dies bedeutet aber

~ K
8-l -1 < luy — 0P Y = [ISK (u; — ut™)||1,;.

Lemma &.10 liefert dann
I€;-1ll1-1 < llu; —ud[ly

und wir erhalten schliefllich
2

C
o G [T

Wiihlen wir K > ¢?/(p?*(1—p?)), dann folgt ¢?/ K+p* < p? und damit die Behauptung. O

8.5 Konvergenz des V-Zyklus

Wir beschrinken unsere Analyse auf den symmetrischen V-Zyklus, das heiftt, es gelte im
folgenden stets K = L und P = 1. Ferner seien A;, S; : V; — V; diezu A, S; : RN — RN
gehorigen Operatoren, das heifit, A;v;, S;v; € V; sind die Ajv;, S;v; € RY: entsprechen-
den Funktionen. Den Iterationsoperator des symmetrischen V-Zyklus bezeichnen wir mit
E; : V; = V; beziehungsweise E; : RY; — R dies bedeutet, es gilt

u; — ut = Ej(u; —ul™)

1t
j i)

neu __ . L
bzw. u; —ui™ = Ej(u; — uj

Lemma 8.12 Der symmetrische V-Zyklus erfiillt die Rekursionsformel

Ey =0, E;=8f(I-(I-E;_)P)SS, j=12,....

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion. Ist 7 = 1, dann ist die
Grobgitterkorrektur exakt und die Behauptung folgt aus Lemma 8.6:

Ey=S{(I - PR)S{ = S{ (I — (I — Ey)R) ST

Fiir den Induktionsschritt j — 1 +— j sei €;_; die exakte und e;_; die durch den V-Zyklus
berechnete Grobgitterkorrektur. Aus Lemma 8.6 folgt dann ;1 = Pj_;(u; —ug»pre’K)) und

aus der Induktionsvoraussetzung €;_1 —e;_1 = E;_1(e;—1 — 0), also

ejo1 = — Ej1)gj-1 = (I — Bj_) P (uy — ulP™)).
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Daraus ergibt sich schliefllich die Behauptung;:

uj — ujt = Sf{(uj — u§p0$t’0))
= S8 (u; —uP M —e; )
re, K
= SK(I — (I = Bj—1)Pj—1) (u; — ulP™™)
= SM(I — (I = Ej_1)Pj1) SF (u; — ud™)

Lemma 8.13 Der Iterationsoperator £ ist symmetrisch und positiv semidefinit beziig-
lich des durch die Bilinearform a(-, -) induzierten Innenprodukts, das heifst, es gilt

a(E;v;,w;) = a(vj, Bjw;) und a(Fjvj,v;) >0 fiir alle v;,w; € V.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstandiger Induktion. Ist j = 0, so ist die
Behauptung klar. Um den Induktionsschritt j — 1 — j zu zeigen, beachten wir, dass fiir
alle vj, w; € V; gilt
a(Sjvj,w;) = (S;v;)  Ajw

= VJTA](I — OéjAj)W

= V?—‘A]’S]'W

= a(v;, Sjw;).
Galerkin-Orthogonalitéit und Induktionsannahme liefern die Gleichung

(I(Ejflpjflst’Uj, S]K’w]) = (I(EjflpjflstUj, ijlst’w])
%,—/

eV

= CL(PJ;lS]K’Uj, Ejflpjflst’wj) = a(‘ngUﬁ\E]’*le*lSJKwi)'

eV

Ferner ergibt sich aus der Definition der Galerkin-Projektion, dass
a(Pj1vj,wy) = a(vy, Piaw;),  a((I = Py, wy) = a(vy, (I — Pioy)wy).
Zusammen folgt daher die Symmetrie:

CL(Ej’Uj,U)j) = CL(SJK([ — ([ — Ej,l)Pj,l)S]va,wj)

((I - Pj_l)SjK’Uj, S]Kw]) -+ a(Ej_le_lS]va, S]Kw])
(SJKUJ', ([ — ijl)Sijj) -+ CL(S]KU]', Ej,lpj,lS]ij)

= a0, S (T = (1= B )Py S wy)

= a(v;, Bjw;).
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Schliefslich ergibt sich die Nichtnegativitat gemafs
a(Ejvj, Uj) = a(SK (I - (I - Ej_l)Pj_l)S]KUj, Uj)

CL(([ P 1)SKU]',SK’U') (EJ 1P‘ 1SK’IJj,SK )
a(([ P 1)SKUJ,(I P 1)SKU])+(1,(EJ 1P 15 vy, j—lSijj)

>0 daa elhptisch >0 nach Induktlonsannahme

Vv
o

Lemma 8.14 Der Iterationsoperator £; des symmetrischen V-Zyklus mit jeweils K A-
priori- und K A-posteriori-Glattungsschritten geniigt der Abschétzung

C*

a(Ejv;,v5) < K+c

a(vj,v;) fiir alle v; €'V

mit einer von j unabhéngigen Konstanten c*.

Beweis. Wir fuhren den Beweis in drei Schritten.

(i.) Wir zeigen zunéchst, dass
1
a((I = S;)S7"v;,v5) < %a(([ — 525, 0) (8.3)

fir alle v; € V; ist. Dazu seien {(\,xx)} wieder die Eigenpaare der Systemmatrix A ;.
Zerlegen wir v; = Z]kvl 10X, in die Eigenbasis von A;, dann folgt fiir alle ¢ € N die
Abschétzung

CL(([ — Sj)Sij, Uj) = VJTA](I — Sj)Sij
——

=ajA;

= OzJVTAst

= q; Z T (L — o\
k=1

<1

Nj
< q Z I (1 — )t
((I S )S‘ v],v])

Daraus ergibt sich dann mit Hilfe einer Teleskopsumme die Zwischenbehauptung (8.3)

1
a((I - Sj)S?va,vj) = ﬁ{?((l — Sj)SJ?K'Uj,'Uj) +-+a((I -5 Sszj,vj)J}

2K—mal

2K —
—KZ ((I - S;)Stv,v))
=0

1
— ﬁa(([ — SJZK)U]', Uj).
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(ii.) Die Stetigkeit der Bilinearform a(-,-) liefert zusammen mit der Approximations-
eigenschaft (Satz 8.8) und (8.1), dass

a((I = P;1)Sf vy, (I = Pj1)Si o) < esll(I = Pio1) S vl o

Cs
< Zpsiv,lz,

Cs K K
= 2vI'sKA?S! \Z
c 301 D

Aus der Beziehung A; = (I — S;)/a; folgt weiter

a((I = P1)S5v;, (I — P_1)S5v) < —SvTSK(1—8,)A;85v,

J
OéJC

— S a((1 - S;)SKv;, 550;)

0sz
Cs
Mit (8.3) erhalten wir daher die Abschitzung
1 Cg
a((I— Pj_l)S vj, (I — Py 1)SK’U]) < % Q%Qa(( S?K)v],vj)

(ii.) Der restliche Beweis geschieht mittels vollstandiger Induktion. Fiir j = 0 ist die
Behauptung wegen a(FEyvg, vg) = 0 trivialerweise erfiillt. Wir zeigen nun den Induktions-
schritt 7 — 1 — j. Wegen der Rekursionsformel aus Lemma 8.12 gilt

a(Ejv;,v5) = a((I - Py 1)SKUJ7SK i) +a(E 1 PaSfv;, i)

=a((I-Pj- 1) UJ (I—P;- I)S ;) :a(EJ'fleflSJva7ijlsJKUj)

Daher folgt aus der Induktionsannahme

a(Ejvj,v5) < a((I = Pj1)Sj v, (I = Pi1) S ;)

*

C K K
t R —a(Pj1S; v]», 155 Vj)

7a(SKvJ SKUJ)—G((I PJ 1)5’ v;,(I—-Pj_ 1)SKUJ)

= (1 - Kic*)a((I—PjﬁSjKUjv([ P;_1)S] v;)

*

c
+K+ * (S UJ7S )
und schlieklich mit (7i.) die Behauptung:

a(Eju;,v,) < [1-— < C—*a((I—SZK)U vj) + —— < a(Sfvj, Siv;)

173 %)) — K+C* K 7 J0 7] K+C* J0

h ~ d :a(SzKUj,vj)
= /(K +e*) I
C‘k
=Kyl
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Satz 8.15 (Konvergenz des V-Zyklus) Der symmetrische V-Zyklus mit jeweils K A-priori-
und K A-posteriori-Glattungsschritten erfiillt

*

n

laj =i, < j

oy — w5 ),

K+ c*

mit einer von j unabhéngigen Konstanten c*.

Beweis. Zu zeigen ist

c 2
neu neu alt alt
a(u; — ui™ uy — uj )S( +c*) alu; —uf' uy —uf).

Nach Lemma 8.13 existieren N; Eigenpaare {(p, 2x)} von E; beziiglich des Innenprodukts
a(-,-) mit
Eizp = ppze und  a(zy, z) = 0 firalle k,0=1,2,..., N;.

Lemma 8.14 impliziert

* *

C
Ko o) =

fir alle k =1,2,...,N;

und folglich fiir alle v; = Zivi Lok2K €V

a(Ejvj, Ejvj) = CL(Z O'kEjZk, Z O'kEjZk>

O

Satz 8.15 besagt, dass der symmetrische V-Zyklus bereits mit einem A-priori- beziechungs-
weise A-posteriori-Glattungsschritt mit einer von j unabhéngigen Konvergenzrate konver-
giert. Konvergenz liegt in der Praxis auch bei Verwendung anderer Glattungsverfahren,
wie beispielsweise dem Gauf-Seidel- oder dem Jacobi-Verfahren, vor.

8.6 Geschachtelte lteration

Optimale, das heifst, unabhéngig von j, konvergente Iterationsverfahren fiihren zu folgen-
der Abschitzung

R.
P < gj.
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Hierin bezeichnet R; die Anzahl der durchzufiihrenden Iterationschritte, €, die gewiinschte
Genauigkeit und p den Kontraktionsfaktor. Da die Genauigkeit €; von der Schrittweite h;
abhéngt, im allgemeinen ist £; ~ A7 mit einem o > 0, ist die Anzahl der Iterationsschritte
nicht von j unabhéngig beschrankt:

R; > cflog(hy)|-

Dabei ist beispielsweise 0 = 1 bei linearen Finiten Elementen. Wie wir sehen werden,
kann mit Hilfe der geschachtelten Iteration lineare Komplexitéit erzielt werden.

Ausgehend von der grobsten Zerlegung fithrt man sukzessive auf jeder Gitterebene R V-
Zyklen durch. Dadurch lésst sich der beim Losen des entsprechenden linearen Gleichungs-
systems auftretende Fehler auf die Grofe des jeweiligen Diskretisierungsfehlers reduzieren.

Algorithmus 8.16 (geschachtelte Iteration)
input:  Diskretisierungslevel J
output: Niherungslosung Gy ~ A;'f;
® setze Uy := Ay'fy
@ firallej=1,2,...,J
setze 4V =T 1,
R A S
fiir alle r = 1,2, ..., R berechne an = V—Zyklus(ﬁy—l), £;)

J
~ _ ~(R
setze u; := u;

Im Fall R =1 ergibt sich etwa folgendes Schema:

Bemerkung Analog kann man statt V-Zyklen auch W-Zyklen oder sogar ein vorkondi-
tioniertes CG-Verfahren verwenden. A

Wir haben in Satz 6.4 bewiesen, dass, unter der Voraussetzung der H?*({2)-Regularitiit,
fiir den Diskretisierungsfehler gilt

=l < eyl

Der nachfolgende Satz besagt, dass die geschachtelte Iteration den algebraischen Fehler
auf die Grofse des Diskretisierungsfehlers reduziert, was hinreichend fiir die Konvergenz
der Finite-Element-Methode ist.

Satz 8.17 (Optimalitdt der geschachtelten Iteration) Das Gebiet 2 sei ein konvexes Poly-
gongebiet und f € L?*(2). Ferner gelten die Voraussetzungen von Satz 8.15. Dann geniigt
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die Losung u; der geschachtelten Iteration mit R V-Zyklen auf jeder Gitterebene der
Fehlerabschéitzung

lu; — 05l < chyll fllze

mit einer von j unabhéngigen Konstanten, vorausgesetzt R ist grof genug.

Beweis. Mit v = ¢*/(K + ¢*) folgt aus Satz 8.15
Iy — Wl < A%l — B0 ]y
<Yy =yl + I (o — Wm0y}
= WR{\/G(UJ‘ — w1, — wi1) + JJujog — ﬁj—1|||1,j—1}
<A Ves(llu — will ey + llu = wiallge) + o — ol )

Satz 6.4 liefert ||u—u;|| g1y < chj|| fll 2@ und [|u—wu;—1|| g @) < 2¢h;]| f|| 12, das heift

g — a5l < ey {hll fllee) + g1 = aflayoa }-
Aufsummieren und Verwenden von ug — ug = 0 ergibt
u; — 5l < {er®hy + AP hiq + -+ TIIERGY £l 20
= ey {1+ 29" 4+ DIVl 20
R
cy'th;
L —

vorausgesetzt es ist ey < 1/2. 0

Satz 8.18 (Komplexitdt der geschachtelten Iteration) Der Aufwand der geschachtelten
Iteration skaliert linear in der Anzahl der Unbekannten.

Beweis. Bezeichnet W; die Anzahl der Rechenoperationen fiir den V-Zyklus auf der Git-
terebene 7, dann ergibt sich die Rekursionsformel

Wo=cNo, W;<c(K+L)N;+ W, jeN
Da dim V; ~ 294 gilt, ist

N.
Wj < e(K + L{N; + Njoi -+ No} < o(K + L)z <N,

das heiftt, der Aufwand eines V-Zyklus wéchst linear mit der Anzahl der Unbekannten
N;.
Der Aufwand /V[Z der geschachtelten Iteration ergibt sich nun geméfs

Wo=Wo,  W,=W,_,+RW,;, jeN.
Wegen W; < cN; bedeutet dies

Wj < CR{N]' -+ Nj,1 + -+ No} < CNj.
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9. Residuale Fehlerschatzer

9.1 Cléments-Operator

Der Einsatz des Interpolationsoperators I, in Satz 5.16 setzt H?-Funktionen voraus. Von
P. Cléments stammt ein Approximationsprozess, mit dem auch H!'-Funktionen erfasst
werden. Dazu sei T eine Triangulierung von ). Zu jedem Gitterknoten x; definieren wir
die Vereinigung der angrenzenden Elemente

wj = U T.

TeT:x; €T

Ahnlich definiert sich zu jedem Element 7" € T der Patch wy als die Vereinigung aller
Elemente, die mindestens einen Eckpunkt mit 7" gemeinsam haben:

Wy 1= U T = U w;.

T'eT - TNT"#0 x; €T

wr

Auf nicht entarteten Triangulierungen gilt offensichtlich

lwr| < T < chQT.
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Die Clément-Approzimation im linearen Finite-Element-Raum V}, ist nun in der nodalen
Basis {¢;} gegeben durch

N

Cr: H'(Q) = Vi, Cro(x) =Y (P)gi(x).

i=1

Hierbei bezeichnet P; : L?*(w;) — Py die L*-Projektion von v auf die Konstanten.

Satz 9.1 (Clément) Sei T eine nicht entartete Triangulierung. Dann gilt fiir jedes Ele-
ment 7' € T und dessen Kanten e C 9T
||U_Ch'U||Hm(T) S Ch%“_mHv”Hl(wT)a m:O,l

1/2
v = Choll o) < chal*|[9] 1 or)-

Beweis. Das Bramble-Hilbert-Lemma impliziert
[o = Pllmw,) < cllollaw) (9.1)
und mit einem Skalierungsargument
o= Pl 13 < ediam(@y) o]l < chellolin . (9.2)

Fiir jedes Element T € T erscheinen drei Summanden in Cjv, die jeweils den Ecken
zugeordnet sind. Fiir jeden dieser Summanden gilt nach (9.1), (9.2) eine Fehlerabschétzung
in der gewiinschten Form:

lo = Peollamer) < llo = Pollmy < chb™ [Vl < ehd ™ [ollmiry,  m=0,1.

Da Cjv punktweise eine Konvexkombination darstellt, folgt die erste Behauptung. Die
zweite Behauptung ergibt sich aus einer verscharften Form des Spursatzes. O

9.2 A-posteriori-Fehlerschatzung

Bei der Darstellung von A-posteriori-Fehlerschiatzern beschrianken wir uns auf die Poisson-
Gleichung —Awu = f mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Wenn man die Galerkin-
Losung uy, in die Poisson-Gleichung in klassischer Form einsetzt, erhélt man ein Residuum.
Aufserdem unterscheidet sich u;, von der klassischen Losung durch Spriinge in den Ablei-
tungen an den Elementgrenzen. Wir haben folglich flichenbezogene Residuen

RT = RT(uh) = Auh + f fir T € T
und kantenbezogene Spriinge

8uh

- — fire=T'NT,c&.
7 on

R, = Ry(uy) = |:8Uh:| _ Ouy,

on|  on

1o

Hier bezeichnet £ die Menge der inneren Kanten (also Kanten, die nicht auf dem Rand T"
liegen). Im weiteren sei ferner &7 die Menge der inneren Kanten eines Elementes T'.
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Wir definieren nun die lokalen Fehlerschatzer

1
g = el Rrllie) + 2 > hel Rell 720y,

ecEp

die wir zu einem globalen Fehlerschétzer zusammenbauen

Mh=> nhr=Y_ hilRrlzzm) + ) hel Rell72

TeT TeT el

Satz 9.2 Sei 7T eine nicht entartete Triangulierung mit Regularitdtsparameter x. Dann
gibt es eine Konstante ¢ = ¢(£2, k), so dass

lu— unll ey <c [ 3 g
TeT

Beweis. Der Ausgangspunkt ist das Dualitdtsargument

U — up| ) = sup (V(u—up), Vw)LQ(Q). (9.3)
wGH&(Q):\w|H1(Q)=1
Fiir ein spezielles w € H} () folgt
((w) == (V(u—up), Vw)LQ(Q)
= (f,w)r2) — Z(Vuh, Vw)r2r
TeT
8uh
= (f,w)r20) — Z (—=Aup, w)r2r) + Z ( >L2
TeT eelr (e)
8uh
- St s + 3 ([Ge] 0),,
TeT
- Z RT,'LU L3(T) + Z Reuw L3(e)
TeT ec&
= Z{ Ry, w)p2ry + 5 Z Re,w L?(e)}
TeT SGET

Wir setzen nun wy, := Cjhw und benutzen die Galerkin-Orthogonalitat

(V(u — up), Vvh)L =0 fiir alle v, € V.

Q)

Dann folgt

1
() = tlw—wp) < 3 {HRTHLz(T)Hw —wnlizany + 5 3 [Rello o - whum@}.

TeT ecEr
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Da (Jperwr das Gebiet © nur endlich oft iiberdeckt, ergibt sich mit Hilfe von Satz 9.1

1
E(w) < CZ { hT||RT||L2(T) + 5 Z hi/QHReHL%E) }HwHHl(wT)

TeT eelr
|-|<enr R
1/2 1/2
2 2
< C(ZUT,R) (Z ||w||H1(wT)>
TeT TeT

< enrllwl g @)

Diese Abschitzung eingesetzt in das Dualitatsargument (9.3) liefert mit der Friedrichs-
schen Ungleichung die Behauptung. Ol

Bemerkung Das flachenbezogene Residuum ist in dieser Form numerisch nicht berech-
nenbar, da man im allgemeinen f nicht exakt integrieren kann. Daher spaltet man f auf
in f = f, + f — fn, wobei nun das flichenbezogene Residuum Awj, + f;, exakt berechnet
werde. Wegen

|Aup + fll2y < || Aun + full2ay + 11 = falle2on
erhalt man die Schranke
1/2 1/2
Ju— iy < {(Zn) + (SIS - il }
TeT TeT

Der letzte Summand wird dabei Datenoszillation genannt. A

9.3 Untere Abschatzung

Wir wollen auch eine untere lokale Schranke fiir den Fehler beweisen. Ein wesentliches
Hilfsmittel bilden dabei Abschneidefunktionen r und ..

Es ist ¢ die kubische Blasenfunktion

suppr =T, Yr € Ps, 0<p <1=maxr.

In baryzentrischen Koordinaten ist sie gegeben durch 17 (x) = 27X (x) A2(x) A3(x).

Dagegen ist 1, € C(2) aus quadratischen Polynomen zusammengesetzt, die auf je zwei
Seiten der Dreiecke aus dem Tréger verschwinden

supp Y. = T U T5, we‘T, eEPy, 0< 1Y, <1=maxe.
Ferner setzen wir

We 1= U T

TET:eCET
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®
&

und definieren eine Abbildung F : L?*(e) — L*(w,), die jede auf einer Kante e definierte
Funktion auf die benachbarten Dreiecke w, fortsetzt. Wir setzen

(E(0))(x) = o(z) in T, wenn z € e der Punkt aus e mit \;(x) = \;(z) ist.

Dabei ist \; eine der zwei baryzentrischen Koordinaten in 7', die auf e nicht konstant ist.
Die Niveaulinien dieser Fortsetzung sind demnach wie folgt gegeben:

<7

Lemma 9.3 Sei 7 eine nicht entartete Triangulierung. Dann gilt fiir T € 7 und e € &7
mit einer nur vom Parameter x abhingigen Zahl c:

Y7 L2y < ||Vl 2 fiir alle v € L*(T) (9.4)

17 Pllz2cry > ellpll ey fiir alle p € P, (9.5)

|Yrp| ) < ch;1||1pr||L2(T) fiir alle p € Py (9.6)

1920 L2y > cllo]|z2e) fiir alle o € P, (9.7)

chi/2||a||Lz(e) < |[YeE(0)| 21y < Chi/2||a||Lz(e) fur alle o € Ps (9.8)
Ve E(0) | mr) < chy' || E(o)||z2ry fiir alle o € Py (9.9)

Beweis. Die Abschitzung (9.4) folgt sofort aus 0 < 1)y < 1. Die anderen Behauptungen
sind wegen der endlichen Dimension von P, fiir ein festes Referenzelement klar. Die Uber-
tragung auf beliebige Dreiecke ergibt sich mit den iiblichen Skalierungsargumenten. [

Satz 9.4 Sei 7 eine nicht entartete Triangulierung mit Regularitatsparameter x und sei
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Dann gibt es eine Konstante ¢ = ¢(2, k), so dass
1/2
< ol =l + 3 BT = Fllsn | (9.10)
T €wr

wobei f, die L?-Projektion von f in Vj, ist.

Beweis. Sei T' € T. Wir bilden das reduzierte flichenbezogene Residuum
Rryea := Rrrea(up) == Auy + fr, € Po
und setzen
W = Wy = Y7 - R red.

Mit (9.5) folgt dann

c| Rrveall oy < 11/ Reseall 720y
= (RT,redaw)LQ(T)
= (A<uh - u>’w)L2(T) + (fa = fow)rz(m)
= (V(u— up), Vw)LQ(T) + (fo = fow)r2(m)
< [u—up|my|wlmery + 1f = fall Lz lwll 2.

Man beachte, dass wegen (9.6) gilt |w| g7 < chy'||w]|p2¢r) und wegen (9.4) gilt |lw|| z2(r) <
| R7red || 2 (). Daher schliefen wir, dass

HRT,redH%z(T) < cfhytfu — up| gy | Regeall 2ery + 11 f = fall 2o | Reveal | 2y }

das heifst
|’RT7redHL2(T) < C{h51|u - Uh\Hl(T) + Hf - thL?(T)}-
Wegen
| Rrll2(r) = |Aun + fllz2er)

< |Aup + fullzzery + I1f — fallzr)
= || Rrredll 2y + |f = full2en

ergibt sich hieraus die Abschitzung
hT||RT||L2(T) S c{|u — uh|H1(T) + hT”f — fh||L2(T)}- (911)

In dhnlicher Weise werden die kantenbezogenen Terme des Fehlerschétzers behandelt. Sei
e € &, dann folgt fiir

W= we =1 - E(R,)
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dass supp w = w,. Auferdem ist R, € Py. Mit (9.7) erhalten wir

cllRellF2(0) < 107 Rell3a(e
= (Reaw)LQ(e)
= (V(un —u), V“’)Lme) T Z (Aup + f,w)rar)

TGUJ&

= (V(u, — u), Vw)LQ(WE) + Z (Rr,w)r2(m)

TEwe
< Ju = tnl o0l + Y 1Bz 2wl 2.
TEwe
Mit (9.9) schliefen wir ||w||gir) < chy'||w]lrem < chy w2y fir T € we und mit
(9.8) folgt [|wl| 2y < Ch’||Rel| 12y Also ergibt sich

IRel 7200y < che [ = wnlir o) | Rell 2o + bl Y~ | Rell 2y | Rell 22
TEwe

das heifst
h’i/2HR€HL2(e) < c{\u — uh|H1(we) + h, Z ”RT”LQ(T)}.
TEwe
Wegen h, < hp fir T' € w, erhalten wir im Hinblick auf (9.11)

hY2 || Re| 2oy < c{|u —unliiwy + Y hrllf — fh||L2(T)}. (9.12)

TEwe

Wenn wir noch Wr = [J,c¢, we beachten, folgt aus (9.11) und (9.12) schlieklich die Be-
hauptung. O

Bemerkung Aufsummation der lokalen unteren Fehlerschranke (9.10) liefert die Ab-
schitzung

i < = ey + 3 S = il
TeT
das heifst, der globale Fehlerschéatzer ng ist bis auf die Datenoszillation dquivalent zum
Fehler der Losung. Die lokale untere Fehlerschranke (9.10) zeigt jedoch, dass der Fehler
wirklich in den lokalen Schétzern 7 g lokalisiert ist. In der Praxis berechnet man alle
lokalen Fehlergrofsen 7y p und wéhlt einen festen Prozentsatz der grofiten Beitrdge davon
aus. Die zugehorigen Elemente werden dann zur Verfeinerung markiert. A
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10. Nichtsymmetrische Bilinearformen

Bei den bisher behandelten Variationsproblemen war die zugrundeliegende Bilinearform
stets symmetrisch. Bei nichtsymmetrischen Bilinearformen ergeben sich folgende Schwie-
rigkeiten:

e Die Bilinearform a(-, -) definiert kein Skalarprodukt, daher ist ein neuer Zugang zum
Beweis von Existenz und Eindeutigkeit einer Losung notwendig.

e Die Variationsaufgabe ist nicht dquivalent zu einem Minimierungsproblem.

e Die Steifigkeitsmatrix ist nicht mehr symmetrisch. Daher ist beispielsweise ein CG-
Verfahren nicht mehr anwendbar. Insbesondere ist im allgemeinen eine Konvergenz-
analyse durch Eigenwerte nicht mehr giiltig.

Beispiel 10.1 Der Vektor b € R? besitze konstante Linge 1. Die Bilinearform a :
H;(Q) x H}(Q) — R zur Differentialgeichung

—Au+ (b,Vu)+u=finQ, wu=0aufl
auf dem beschrinkten Gebiet Q C R? lautet

a(u,v) = /Q {{Vu,Vv) + (b, Vu)v + uv} dx.

Diese unsymmetrische Bilinearform ist offensichtlich stetig. Wegen |(b, Vu)| < ||Vu]| ist
sie auch elliptisch:

alu,u) > / {IVall? = [ Vallla] +u?} dx
Q

1 1
:5/{|]VuH2+u2}dx+§/{HVuH—\u\}zdx
Q QN ~ .
>0

> Sullfg)-

DO | =

A

Satz 10.2 (Lax-Milgram) Gegeben seien ein Hilbert-Raum V' mit Innenprodukt (-, -),
eine in V stetige und elliptische, nicht notwendigerweise symmetrische Bilinearform a :
V x V — R, sowie ein beschrinktes lineares Funktional ¢ : V' — R. Dann gibt es genau
ein u € V mit

a(u,v) =L(v) firallev e V.
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Beweis. Wir vollziehen den Beweis in vier Schritten.
(i.) Fiir festes v € V definieren wir das lineare Funktional A, € V' durch A,(w) = a(v, w).

Die Abbildung
AV =V, v A,
ist linear
Aav1+ﬁv2 (w) = a(avl + Pug, ’LU) = aa(vla ’LU) + Ba’(v% ’LU) = aAm (w) + BAW (w)
und stetig
[Aollv Ay(w) a(v, w)

= = sup < cg.
ol wev ollvilwlly  wev lollvllwllv

(ii.) Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es zu jedem ¢ € V'’ genau ein v € V derart,
dass (v, w) = ¢(w) fiir alle w € V. Dies definiert eine bijektive Abbildung 7 : V' — V mit
(T4,w) = f(w) fiir alle w € V, die isometrisch ist:

(w) (10, w)

€|y = sup = sup = |||y .
wev W]y wev |lw|lv

(#ii.) Wir zeigen nun, dass genau ein u € V existiert, so dass A,(v) = {(v) ist fiir alle
v € V. Dies ist aquivalent zur Aussage, dass es genau ein v € V gibt mit A, = £ in V’,
beziehungsweise nach (7.) mit 74, = 7¢ in V. Betrachte dazu im folgenden die Abbildung

T:V—=V, ve>Tov=v—a(rtA, — 7).

Ist @ > 0 so gewéhlt, dass 7" eine Kontraktion darstellt, das heifst ||7'||yy = < 1, dann
liefert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz und Eindeutigkeit der Losung Tu = u,
beziehungsweise 74, = 7¢.

(iv.) Um die Kontraktionseigenschaft zu zeigen, seien uy,us € V. Mit v := u; — uy folgt
dann

||TU1 - TUQH%/ = ||u1 — Uz — Q(TAM - TAUQ)H%/
= [lv—ar Ay

= vl — 20(v, 7A,) + o® | A [T
Nach Definition von 7 gilt (v,7A,) = A,(v) = a(v,v), also
1Tur = Tus ||y, = [vlli — 20a(v, v) + o*[[T AV

Weiter ist nach (i.) [|[TA,|lv = ||Au||v: < esl|v|lv, so dass zusammen mit der Elliptizitéit
der Bilinearform folgt

ITws = Tus|y < Jolly — 2acg|lvlly + o*cGllvlly = (1 — 2ace + a’cg)llus — uelF.

~~

:;72

Setzen wir etwa a = cp/c%, so ist v < 1 und folglich T kontrahierend. Gemif (44.) ergibt
sich daher das Behauptete. Ol

Bemerkung Aus der Elliptizitéit ergibt sich die Stabilitdtsabschiatzung
1 1 1
lulli < —a(u,u) = —€(u) < =t [lullv,
Cg Cg CE

das heift, ||ully < ||¢||v//cg. Die Variationsaufgabe beziiglich einer elliptischen und steti-
gen Bilinearform ist demnach sachgemaéfs gestellt. A
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Der Beweis des Céa-Lemmas (Satz 4.1) behélt in dieser Form auch im Fall einer unsym-
metrischen elliptischen Bilinearform seine Giiltigkeit. Das gleiche gilt fiir die komplette
Konvergenztheorie: alle Aussagen bleiben giiltig.

Der Vollstéandigkeit halber zeigen wir hingegen nun, dass sich das Céa-Lemma im symme-
trischen Fall verscharfen lasst. Dabei wird explizit die Aquivalenz der Variationsformulie-
rung zu einem Minimierungsproblem ausgenutzt.

Satz 10.3 (Céa-Lemma) Die symmetrische Bilinearform a : V' x V' — R sei stetig und
elliptisch, und u € V und u;, € Vj, C V seien die Losungen der Variationsprobleme (4.1)

und (4.2). Dann gilt
Cs .
_ </ inf [u— ol
Ju= iy < /< int =l

Beweis. Im Fall einer symmetrischen Bilinearform ergibt der Charakterisierungssatz 3.8
in Verbindung mit dem Satz von Lax-Milgram 3.11, dass

a(up, up) — 20(up) < a(vy, vy) — 20(vy,)  fir alle v, € Vj,.

Daher folgt

a(u —up,u —up) = alu,u) — 2a(u, up) + aluy, up)
- a(uv u) - 2£(uh) + a’(uhv uh)
< a(u, u) = 20(vy) + a(vp, vp)
= a(uv u) - QG(U, vh) + a(vha 'Uh)
= a(u — vp,u — vp)
Fiir beliebiges v, € V}, ergibt sich daraus
1 1
Ju—wnll? < —alu — wnyu— ) < —alu—vp,u—v) < > u—vl|2,
CE CE CE
das ist die Behauptung. O

Bemerkung Als Konsequenz dieser verschiarften Form des Céa-Lemmas lassen sich alle
Konstanten in der zuvor vorgestellten Konvergenztheorie verbessern. A
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11. Parabolische Differentialgleichun-
gen

11.1 Linienmethode

Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

0
au(t,x) — Au(t,x) = f(t,X), (t7 X) c [O,T] « QO

fiir ein Gebiet 2 C R? und einen Endzeitpunkt 7. Der Einfachheit halber geben wir uns
homogene Dirichlet-Randwerte vor

u(t,x) =0 fir alle (¢,x) € [0,T] x T.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 verlangen wir die Anfangsbedingung
u(0,x) = g(x) fiir alle x € Q.

Im stationdren Fall 0u/0t = 0 erhalten wir die iibliche Poisson-Gleichung.

Um die Warmeleitungsgleichung numerisch zu l6sen, fiihren wir zunéchst eine Semidiskre-
tisierung im Ort durch, indem wir wie bei einer elliptischen Differentialgleichung vorgehen.
Ausgehend von der Variationsformulierung

suche u(t) € Hy(£2), so dass

0 ,
a(u(t), U)LQ(Q) + (Vu(t), VU)LQ(Q) = (f(2), U)LQ(Q) fiir alle v € Hy(S2)

liefert die Einschrinkung auf den Finite-Elemente-Raum V,, C H}(Q)

suche uy(t) € V4, so dass

0
a(uh(t),vh)ﬂ(ﬂ) + (Vuh(t), Vvh)L2(Q) = (f(t),vh)Lg(Q) fiir alle vy, € V,

ein lineares Gleichungssystem
0
Mau(t) + Au(t) =1£(t), u(0)=g. (11.1)

Hierin sind die Massenmatrix M = [(¢;, ¢;)r2())i; und die Steifigkeitsmatrix A =
[(Vi, V;)r2(0))i,; unabhingig von der Zeit, wihrend die Koeffizienten des Lésungsvek-
tors u(t) = [u;(t)]; und die rechte Seite £(t) = [(f(t), ;) zeitabhingig sind. Die
approximative Losung besitzt demnach die Form

up(t,x) = Z u;(t)pi(x).

LQ(Q)]z’,j
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Bemerkung Aus anschaulichen Griinden wird die Semidiskretisierung (11.1) Linienme-
thode genannt. Fiir alle ¢ > 0 enthélt ndmlich die vektorwertige Funktion u(¢) die Funk-
tionswerte der Approximation uy(t,x) beziiglich einer rdumlichen Trinagulierung 7,. A

A

t

e

0 1 T

Linienmethode fiir Q = (0,1)

11.2 #-Schema

Wir ben6tigen nun noch eine geeignete Zeitdiskretisierung. Dazu unterteilen wir das Zei-
tintervall [0, 7] in M Intervalle [t;, ;1] und setzen k; := t; 11 — t;. Das explizite Euler-
Verfahren fithrt auf

Hingegen liefert das implizite FEuler-Verfahren

Mw + Alli+1 = f(tz—l—l) bzw. (M + k’iA)llH_l = Mui + sz(tz-i-l) (113)

Der Startwert lautet in beiden Féllen uy = g. Kombinieren wir (11.2) und (11.3), so
erhalten wir das 6-Schema

Mw + (1= 0)Au; + 0Au = (1 — O (t;) + 0f(tir1), (11.4)

beziehungsweise

Dabei gilt
0, explizites Euler-Verfahren
0 =< 1/2, Trapez-Methode
1, implizites Euler-Verfahren

wobei die Trapez-Methode im Zusammenhang mit parabolischen Differentialgleichungen
auch Crank-Nicolson-Verfahren genannt wird. Das 6-Schema ist konsistent von erster
Ordnung, im Falle § = 0.5 sogar von zweiter Ordnung.
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Satz 11.1 Fir die Warmeleitungsgleichung und 1/2 < 6 < 1 ist das #-Schema stabil,
das heifst, es gilt

M-1
||Uh,M||i2(Q) + Z {ki|uh,i+9|§{1(g) + (260 — 1)[lun,it1 — uh,i”%ﬂ(ﬂ)}
i=0
M-—1

< ||Uh,0||%2((z) tc Z ki||fz‘+9”%2((z)>
=0

wobel wir

Uniro = (1 — O)up; + Oupip1,  fivg := (1 —0)f(t:) + 0f(tig1)

gesetzt haben.

Beweis. Einsetzen der Testfunktion wy, ;4 in die Variationsformulierung liefert

(Unjig1 = Uhis Un,ivo) r2(0) + ki (Vnive, Vunivo)r2) = Ki( five, Unive)r2),  (11.5)

N J
-~

:|uh,i+9‘§_]1(g)
vergleiche (11.4). Andererseits gilt

(Uh,z‘+1 — Uh,i, uh,i-l—G)L?(Q)
= (unis1 — tng, (1 — O)up; + 9Uh,z‘+1)Lz(Q)
1 1 1
= | Uh,it1 — Uni, 5UWhit1 + UG + (9 — —) (Unit1 — Uny)

2 2 2 2@

1 1 1
= Slunsealae = Sllunilzy + (6 = ) lunssn = wnillizqa)-
Hieraus folgt zusammen mit (11.5), der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Poin-
caré-Friedrichsschen Ungleichung
Huh,iJrlH%Q(Q) - Huh,iH%Q(Q) + (20 — D)flup,iv1 — Uh,z‘”%%n) + 2ki|uh,i+9‘§{1(§2)

= 2ki(fivo, Un,ivo) 12(Q)

< 2kicall fivoll L2y [un ivol m1 (o)

< kiCéHfH@H%%Q) + kz““h,z’%ﬁ{l(n)a

dies bedeutet

Huh,iJrlH%Q(Q) - Huh,iH%Q(Q) + (20 — 1)[lun,it1 — Uh,z‘”%%n)
+ ki|uh,z‘+9ﬁ{1(9) < kic?l”fiJr@H%Q(Q)'

Summation {iber i liefert die Behauptung. O

Das 6-Schema ist demnach stabil fiir alle € [0.5, 1]. Fehler werden daher nicht exponen-
tiell verstirkt. Fiir < 0.5 ist das Verfahren nur stabil, wenn gilt k; ~ h2. Dies ist die
sogenannte CFL-Bedingung (CFL steht fiir Courant, Friedrichs und Lewy) fiir paraboli-
sche Probleme. Im Falle 6 > 0.5 werden sogar die hochfrequenten Anteile in der diskreten
Losung exponentiell in der Zeit geddmpft. Ebenso werden lokale Storungen in den Daten
f(t;) und g deutlich geddmpft.
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Bemerkung Da das Crank-Nicolson-Verfahren das einfachste Verfahren von zweiter
Ordnung ist, ist es unheimlich populédr. Da Fehler nicht exponentiell gedampft werden,
produziert es aber unphysikalische Oszillationen und sollte daher gemieden werden. Am
besten wihlt man daher 0 = 1/2 + £ mit einem kleinen &. YA\

11.3 Fehleranalysis

Wir wollen speziell das implizite Euler-Verfahren (also # = 1) betrachten, das wir leicht
modifizieren, indem wir die rechte Seite entsprechend

_ 1 tit1

f(tiv1) = i) f@)dt = f(tiy1) + O(k:)

mitteln. Um den Fehler abzuschéitzen, benutzen wir folgende, diskrete Seminorm
M
[ln,o0 = max [lu(t:)| 2()-

Fiir zeitlich diskrete Funktionen u; € V}, ist dies sogar eine Norm.

Satz 11.2 Sei Q ein konvexes Polygongebiet und {7,} eine Familie quasi-uniformer
Gitter, welche zeitlich konstant sind. Fiir die kontinuierliche Losung der Warmeleitungs-
gleichung gelte u € H'(0,T) ® H?*(2). Dann geniigt das implizite Euler-Verfahren mit
einer Ortsdiskretisierung durch P;- beziehungsweise O;-Elemente der Fehlerabschatzung

2 1/2
dt) ,
H1(Q)

M—-1

tit1 o
e — wallhoo < c{ﬁhzk‘l/ZHAuHhm + ( > k;?/ 4
i=0 ti

ot

vorausgesetzt es ist minZ, {k;} > k.
Beweis. Mit Rju; bezeichnen wir die Ritz-Projektion von u; := u(t;) auf den Raum V},
die per Galerkin-Verfahren berechnet wird:

suche Ryu; € Vi, so dass  (VRyus, Vor)r2) = (Vug, Vop) 2 fiir alle vy, € V.

Wir spalten den Fehler u; — up,; auf in & = (R, — I)u; und n; = up,; — Ruu; € Vi, Nach
Proposition 6.6 haben wir fiir &; die Abschatzung

1€l 220y = [1(Rh = Duillr20) < eh®[uilmy 0. (11.6)
Hieraus folgt unmittelbar
I(Bh = Dl < ch?[|Aullpo.
Fiir den Fehleranteil n;,, verwenden wir die folgende Identitét:

”772‘+1H%2(Q) - HU@'H%%Q) = 2(Mit1 — i i) 22() — ||Mie1 — Th‘H%%Q)- (11.7)
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Fiir den rechten Term gilt fiir beliebiges v, € V}, unter Ausnutzung der Gleichung fiir die
Ritz-Projektion
(i1 — M, 7h‘+1)L2(Q)
= ki(fir1, i) 2 — Ki(Vunivt, Vi) o) — (Brtior — RBati; 1) 22 (o)
= ki(fi—f—la 77i+1)L2(Q) — ki (V(m+1 + Ui+1), Vﬂi+1)L2(Q) - (Uz‘+1 — Uy, 7]i+1)L2(Q)

— \(RhuiJrl — Uiy1 — Rpu; + ug, 77i+1)L2(Q)J-

=(&it1=€imi+1) 2(0)

Die ersten drei Terme lassen sich unter Verwendung der Warmeleitungsgleichung be-
schrianken gemaf

By = ki(fir1, niv1) 12(0) — ki (V (i1 + wiga), Vﬂi+1)L2(Q) = (Uig1 — Uiy Mig1) 22(0)

tita ou 9
= / <f TR m+1> dt — ki(Vuirr, Vi) 2) — kil Vil 72
t; L2(Q)

tit1
- / (V(u— 1), Vm+1)L2(Q) dt — kil Vil 720
t;

Mit dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt

/:{g(z) x)}dz —/ / t)dtdz.

{t,z) rx<z<y, z<t<z}={(t,z):x<t<y, t<z<y}
folgt daher die Identitét

/:{g(z) }dz—/ / t)dzdt = /xygI@)(y—t)dt.

Dies eingesetzt liefert

B tit1 ou 2
Ey = (ti —t)[ V= 5 Vli+l dt — kil Vniall720
t;

L2(Q)
tit1
< / (t — ti)
t.

1/2
ou

k?2 tivt 2 1/2 tit1 ) 9
< (& / ) (2 / IV 2y dt | = Bl Vil
ti HI(Q) ti

Mit der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel, vab < (a+b)/2 folgt
schlieRlich

Wegen

ou

o VDl 22y At = Eill Vi |72

HY(@)

kZ tit1
E<—
4

ou|?

— dt.
ot

()
Weiter gilt
Ey = (&1 — & i) 2
= (&iv1,Mir1) 2 — (&, mi) 2 () + (Si,m — 77i+1)L2(Q)J

-~
Slni—=niv1ll 2o 1€ill 2 (o)

1
< (Eigrs Miv1) 12 Q@ — (&, 77@)L2(Q 5”% - Th‘+1H%z(g) + Ch4|ui\§{2(g)a
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wobel wir im letzten Schritt erst (11.6) und danach die Ungleichung vom arithmetischen
und geometrischen Mittel verwendet haben.

Die Gleichung (141 — 7, Mi41)12(0) = E1 + Es eingesetzt in (11.7) ergibt

i1l Z20) — Iill 72y = 2E1 + 2E2 — |11 — mlliz(g
tit1 2
< 2(&i1 Miv1 ) r2@) — 2(6i, mi)12(0) + —/ 615 dt + Ch4|ui|?{2(ﬂ)
t; H1(Q)
Aufsummation tber alle 7 liefert dann
H77M”%2(Q) < Hﬁo”%%g + 2 (Enrs Mar) 2() —2 (£0,70) 2(02)
—_——— ———

<(v2 ||5M||L2(Q)><||nM||Lz(m/f ) <Vl 2 )Mol 2y /YD)

]{}2 tiv1 4]\4 1 )
/ 8t dt + ch Z Wil 320
t; Hl(Q
<| ||22 +2[€ ||22 || 72() + 2l1oll72 l|| 17
_770L(Q M2 t 5lIMM 220 ollL2() 2770L(Q)
k:2 fit _
/ 8t dt + ch? Z N T
ti HY(Q) =0 S~
<|Ik=12Aulf
3
§||n0||L2(Q +2||€M||Lz ||77M||Lz )+ 2[€0l1 22
k32 tit1
dt 4 ch* T|| k=2 Aul|? ..
8t h,00
t H1(Q)

Projizieren wir den Startwert uy = g durch eine geeignete Projektion P, : H}(Q2) — Vi,
dann gilt

1m0l r20) = || Putto — Ruuo|| 2y < |[(1 = Pu)uollr2) + [[(1 — Ru)uol|r20) < ch®|uol m2(o)
Wir erhalten damit

1 _
Flmellza) < 2H§MH%2 @+ 2H€o|li2(n +ch! (T + 1)k~ Aulj

kQ /‘t1+1
t;

Wegen ||u — up||noo < [|€]ln.00 + [|7]|n.00 ergibt sich endlich die Behauptung. O

dt.

H(Q)

ot

Bemerkung Im Fall von uniformen Zeitschritten k& < ck; besagt die Fehlerabschétzung
aus Satz 11.2, dass gilt
[ — upl[poo = OR*E™? + k).

Aufgrund des Faktors £7/2 ist dies nicht optimal. Unter der Bedingung h < ck*/3 ergibt
sich aber die zeitoptimale Konvergenzordnung O(k). Beim Crank-Nicolson-Verfahren ist
der Diskretisierungsfehler hingegen O(k? + h?), das entspricht quadratischer Konvergenz
O(k?*), wenn h ~ k gewihlt wird. A
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12. Nichtkonforme Finite Elemente

12.1 Lemmata von Strang

Bisher haben wir stets den Fall betrachtet, dass Vj, C V gilt. Diese Eigenschaft des An-
satzraums V}, heifst Konformitdt. Ist diese Bedingung verletzt, dann spricht man von nicht-
konformen Elementen. Neben dem Approximationsfehler entsteht ein weiterer Fehler, der
Konsistenzfehler genannt wird. Die Konvergenz ist deshalb keineswegs selbstverstandlich.
Die Lemmata von Strang schétzen diesen Konsistenzfehler ab.

Das Variationsproblem

a(u,v) =4L(v) firveV (12.1)
wird durch eine Folge finiter Probleme ersetzt: Gesucht wird u;, € V}, mit
ap(up,v) = Ly(v) fir v € V. (12.2)

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass V,, C V ist. Die Bilinearformen a; seien gleich-
gradig elliptisch, das heifst, es mit einer von h unabhéngigen Zahl o gelte

an(v,v) > al|v||}  fiir v € Vj,.

Man beachte, dass sowohl die Bilinearform ay,, als auch das Funktional ¢, nicht fiir alle
v € V definiert sein miissen. Beispielsweise konnen a;, und ¢, durch Quadraturformeln
aus a und ¢ hervorgehen.

Satz 12.1 (erstes Lemma von Strang) Unter den obigen Voraussetzungen ist mit einer
von h unabhéngigen Zahl ¢

la(vn, wn) — an(vp, w)|

|lu — upllvy < c inf {||u—vh||v+ sup
vRLEVR

wpEV}, ”wh”V
¢ —/
P ¢ (wn) h(wh)l}.
wp EVy ||wh||V

Beweis. Sei v, € V. Wir setzen zur Abkiirzung wy, = u, — v, und schliefen aus der
gleichgradigen Elliptizitdt zusammen mit (12.1) und (12.2)
allup — vn )3 < an(up — v, up — vp)
= ap(up — vp, wp)
= a(u — vy, wy) + {alvy, wy) — ap(vp, wi) } + {an(up, wi) — alu, wy)}

= a(u — vy, wy) + {a(vp, wy) — ap(vp, wp) } + {€n(wp) — (wp)}-
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Wir dividieren durch ||wp||y = ||un — vp ||y und nutzen die Stetigkeit von a aus:

|la(vn, wn) — ap (v, wh)| N |[(wy) — Eh(wh)|).

C
WrﬂMVSEOW—WW+
a |wn ||v || wn v

Es ist vy, ein beliebiges Element aus V}, so dass zusammen mit der Dreiecksungleichung
lu = unlly < llu—wally + llun = vnllv

die Behauptung folgt mit ¢ = 1 + ¢g/a. O

Beim Verzicht auf die Konformitéatsbedingung V;, C V' muss im allgemeinen eine gitterab-
héngige Norm || - ||y, betrachtet werden. Ferner wird vorausgesetzt, dass die Bilinearform
ay, fir Funktionen in Vj, @ V erklart ist. Aukerdem wird die Elliptizitat

ap(v,v) > av|,  firveV, (12.3)

und Stetigkeit
lap(u,v)| < Bllu|lv,[|v]lv, firueV &V, vel, (12.4)

mit von h unabhingigen Konstanten o und 5 benétigt.

Satz 12.2 (zweites Lemma von Strang) Unter den obigen Voraussetzungen ist mit einer
von h unabhéngigen Zahl ¢

—
lw — wnl|v, §c< inf |u— vy, + sup lan (u, wy,) h(wh)l)‘
v EVH whEV) ||wh||Vh

Beweis. Sei vy, € Vj,. Aus (12.3) schlieffen wir

al|lup — Uh”%/h < ap(up — vp, up — vp)

= ap(u — vp, up — vp) + {lp(up — vp) — ap(u, up, — vp)}-

Wir dividieren wieder durch ||up, — vs|y;, und kiirzen w;, = w;, — vy, ab. Aus (12.4) folgt

dann
6 ap\u, Wy, ) — Eh Wp,
lan — vallvs < 2 (1l = oy + sup 12w = Gulwn)ly,
o wp€Vh ||wh||Vh

Wie im Beweis des ersten Lemma folgt die Behauptung mittels der Dreiecksungleichung.
O

Im Fall nichtkonformer Elemente ergeben sich im Aubin-Nitsche-Lemma zwei zusétzliche
Terme.
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Satz 12.3 (Aubin-Nitsche-Lemma) Die Hilbert-Réume V' und H mogen den Vorrausset-
zungen des Aubin-Nitsche-Lemmas 6.5 gentigen. Ferner seien V;, C H und die Bilinear-
form a;, auf V @V}, derart definiert, dass a; auf V' mit a iibereinstimmt. Dann gilt fiir die
Finite-Elemente-Losung u;, von (12.2)

1
lu = unllm < sup =

{mm—umwwy—%ﬂm
S Tl

+ |(Ih(u — Up, 909) - (U - uhag)Hl

+ |an(u, Pg — (pg,h) - 4(909) + Eh(@g,h)l}-

Dabei werden jedem g € H die schwachen Losungen ¢, € V und ¢, 5, € Vj, von a(w, ¢) =
(w, g)g und ap(w, vp) = (w, g) g zugeordnet.

Beweis. Nach Definition von wuy, ¢, und ¢, p, ist fiir jedes g € H

(u — Up, Q)H = a(“a <Pg) _ah(uha @g,h)
(u,pg)
=ap(U,Pg

= ap(u — up, g — Pgn) + an(tn, g — ©gn) + an(w — up, @gn)-

Mit
an(un, g — 9097/1) = ap(up — u, ‘Pg) + an(u, ‘Pg) — ap(unp, ‘Pg,h)
—_———  ——
=(u,9)H =(un,9)H
= ap(up — u, 9g) + (u—up, g)u
und
an(u — up, 9097/1) = an(u, Pg,h — 909) + an(u, 909) — ap(unp, 9097/1)
—_——— ————
:g(‘Pg) :Zh(@g,h)
= an(u, pgn — pg) +L(pg) = lr(@g.n)
folgt

(u—un, 9)ir = an(u — un, 5 — pgn) — {an(u — upn, g) — (W — un, g)u
—{an(u, ©g — pgn) — L(pg) + lr(Pgn)}-

Aus der Stetigkeit von aj, und der Identitéit

ol = sup L tmedl
gemvioy  llgllu

folgt hieraus die Behauptung. O
12.2 Crouzeix-Raviart-Element

Das einfachste nichtkonforme Element stellt das Crouzeiz- Raviart-Element dar, das auch
als nichtkonformes P;-Element bezeichnet wird:
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Der Ansatzraum ist dann

Vi, = {v € L*(Q) : v|y ist linear fiir jedes T € Ty,

v ist stetig in den Mittelpunkten der Dreiecksseiten }.

Bei Nullrandbedingungen wird zusétzlich gefordert, dass v = 0 gilt in den Mittelpunkten
der Dreiecksseiten auf 0.

Zur Losung des homogenen Dirichlet-Problems zur Poisson-Gleichung
—Au= finQ, wu=0auf o2
in einem konvexen Polygongebiet ) C R? sei

ap(u,v) = Z /T(VU,VU> dx und /{,(v) = /va dx fiir u,v € HY(Q) @V,

TeT

und
[vllvi, == Van(v,v)

gesetzt.

Satz 12.4 Sei {7} eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen eines konvexen Poly-
gongebiets 2 C R? und f € L?(Q). Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler des Poisson-
Problems mit Crouzeix-Raviart-Elementen

[ = unllv, < chl|fllz2@)-

Beweis. Im Hinblick auf das zweite Lemma von Strang (Satz 12.2) berechnen wir fiir
v € Vy

L, (vg) == ap(u,vp) — Lp(vg)

= ZL(VU,V@)dX—/QfUth

TeT),

= Z { a—uvhda—/Auvhdx} —/fvhdx
TeT, or On T Q

= Z/ @vhda—/(Au+f)vth
te, Jor 00 0~
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Da Ou/0n lediglich das Vorzeichen wechselt, je nachdem von welchem Element man eine
innere Kante betrachtet, dndern sich die Integrale nicht, wenn man auf jeder Seite einer
Kante e den Integralmittelwert v; abzieht:

(o)=Y [ Gl ~ (o) do

TeTy ec0T

Sei Iu € Vi, N C(Q) die stetige, stiickweise lineare Funktion, die u € H?*(Q) in den
Eckpunkten interpoliert. Da 0I,u/0n auf jeder Kante konstant ist, folgt nach Definition
von vy, dass

8Ihu
. On

Da dies ebenso fiir die Kanten auf dem Rand gilt, schliefen wir

)= 0 5 [ ), —wy(e)) o

TET, ecOT

(vhyTl_ —Th(e))do =0, i=1,2.

Die Anwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung liefert nun

ES DI &

TET, ecOT

[ u o
ZEN o — T 2o (12.5)
L2(e)

Die auftretenden Normausdriicke beschrinken wir nun separat. Fiir v € H?(Tet) ist gemif
Spursatz 3.7 und Lemma 5.10

/8T IV (v = Iyw)|3do < |V (v = In0) |3,y < cllv = ol fe e, < coliea,,)-
ref
Mit dem Transformationsformel aus Lemma 5.14 folgt deshalb fiir T" € T,

/{)T |V (u — Iw)|*do < ch\uﬁ{gm. (12.6)
Weil [ vn = tn(e)|*do = 0 fiir all konstanten Funktionen v, gilt, konnen wir das
Bramble-Hilbert-Lemma (Proposition 5.11) fiir jede Kante e, von Ty anwenden und
erhalten

lv, — T (e) |2 do < clvn|3r fiir vy, € Py.
( ref)

Eref

Die Transformationsformel liefert daher fiir eine Kante e aus T € 7},
/\vh —p(e)]*do < ch\vhﬁ{lm fiir vy, € V. (12.7)

Die Abschéitzungen (12.6) und (12.7) setzen wir nun in (12.5) ein. Auferdem benutzen
wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Skalarprodukte

| Lu(vn)| < Z chlu|gz(r) vl my(r)
T€Th

<ch [ Tl [ D onling
TeTh TeTh

S ch\u\Hz(Q)thHVh. (128)




12.3. Polygonale Approximation krummliniger Rander 103

Beachten wir schliefslich noch, dass die stiickweise linearen, konformen Elemente in V}, ent-
halten sind, liefern die bereits bekannten Approximationsétze zusammen mit dem zweiten
Lemma von Strang die Fehlerabschatzung

|u —unllv, < chlulp) < chllfllL2q)-

Wir wenden nun das Aubin-Nitsche-Lemma (Satz 12.3) an.

Satz 12.5 Sei {7} eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen eines konvexen Poly-
gongebiets 2 C R? und f € L*(Q). Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler des Poisson-
Problems mit Crouzeix-Raviart-Elementen

lu — wnllz2@) < ch?|| fll2@)-

Beweis. Um das Aubin-Nitsche-Lemma anzuwenden, setzen wir H := L?(Q) und V :=
H3(Q). Zunéchst miissen wir die Differenz ¢, — ¢, ), der Losungen des jeweils dualen
Problems abschétzen. Dazu greifen wir auf obigen Satz 12.4 zuriick und erhalten

g — gnllvi. < chlgllr2@)-

Eine wesentliche Beobachtung ist, dass (12.8) sogar fiir alle w € Vj, & H3(Q) gilt. Dies
erkennt man sofort, wenn man die Herleitung der Formel {iberpriift, wobei zu beachten
ist, dass der Mittelwert ¢ fiir beliebige Funktionen aus Hj(€2) wohldefiniert ist. Daher
folgt fiir die beiden Zusatzterme des Aubin-Nitsche-Lemma

|an(u —un, o) = (u = un, g) 20| = 1Ly, (u — un)|
< chlpglm2o)llu — unllv,

< chllgll L2 llv — unllv,

und

|an(u, g — pgn) — (f+ 09 — Pon)rz@y| = [Lu(pg — @gn)]
< chlul g2 |log — gnllvi
< ch|\gllr2@)lleg — ©g.nllvi-

Die Kombination dieser drei Abschétzungen mit Satz 12.4 ergibt schlieflich die Behaup-
tung. 0

12.3 Polygonale Approximation krummliniger Rander

Zur Triangulierung eines nichtpolygonalen Gebiets 2 benotigt man krummlinige Dreiecke
zur Beschreibung des Randes I' = 0€2. Die Triangulierung 75, von €2 soll dabei zuléssig sein.
Ersetzt man die krummlinigen Kanten durch eine Strecke, so erhélt man eine polygonale
Approximation €2, an das urspriingliche Gebiet (2.
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Als Finite Elemente wéhlen wir lineare Dreieckselemente, wobei Nullrandbedingungen nur
fiir die Knoten auf dem Rand verlangt werden

Vi, ={v € C() : v|r ist linear fiir jedes T" € Ty,
v(x) = 0 fiir jeden Knoten x € T'}.

Es ist also Vj, ¢ H}(S2). Trotzdem braucht man wegen V;, C H'(2) keine neuen gitterab-
héngigen Normen einzufiithren und kann

ap(u,v) = a(u,v) = /(AVU, Vu) dx

Q

und
lh(v) =L(v) = /vadx

setzen.

Lemma 12.6 Sei Q ein Gebiet mit C2-Rand und durch 7}, sei eine Folge quasi-uniformer
Triangulierungen gegeben. Dann gilt

||Uh||L2(I‘) S Ch3/2|1)h|H1(Q) fir alle (S Vh.

Beweis. Sei T' € Ty, ein Element mit der krummlinigen Kante I'y =T N T. Wir werden

/ Ugdggch;/ {10,08)* + [0yvn|* } dx
I'r T

zeigen. Dann folgt die Behauptung durch Summation iiber alle Dreiecke.

Das Koordinatensystem wéhlen wir so, dass die £-Achse durch die beiden auf I' liegenden
Ecken von T' lauft. Die Koordinaten der Eckpunkte seien (&1,0), (&2,0), und der Rand
werde durch n = g(&) beschrieben. Wegen ¢(&1) = g(&2) =0, |§&1 — & < hp und ¢"(€) < ¢
ist

9(&)| < chy fir & <€ <& (12.9)
Da v, € V}, in T linear ist und entlang der £-Achse verschwindet, hat v, in T' die Gestalt
un(&;m) = bn.

Der Gradient ist in 7" konstant: ||Vvy||2 = b. Die Fléche von 7" kann nach unten durch die
des Inkreises abgeschétzt werden. Sein Radius betrdgt mindestens hr/k. Deshalb ist

2 hi o
/T||Vvh||2dx > W?b .

Andererseits gilt

&2 &2
/ v do = / (bg(€))® [1+ |/ ()2 de < cb?hd / 1dé = cHH2h3.
I'r &1 T &1

Durch den Vergleich der beiden letzten Resultate ergibt sich die Behauptung. O
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Satz 12.7 Sei Q ein Gebiet mit C*-Rand und f € L*(Q). Fiir die Finite-Element-
Approximation durch lineare Dreieckselemente gilt bei quasi-uniformen Triangulierungen

lw = unllr @) < chllullmz@) < chllfllr2@)-

Beweis. Das durch die Sehne abgeschnitte Flachenstiick F':= TN (2\ Q) besitzt wegen
(12.9) nur den Inhalt

Fl<h < ch3. < chy|T.
[F| < hr mas 9(€)| < chi < chalT)

Sei uw € H*(2) N Hy(Q) die Losung von Lu = f und wy, die zugehorige schwache Losung
in V3, das heifst
a(uh, Uh) = (f, Uh)LQ(Q) fir alle Vp € Vh.

Dann ergibt sich mit partieller Integration

(f, Uh)L?(Q) = (ﬁuavh)LQ(Q) = a(u,vp) — /<Avu7n>vh do.

r

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dem Spursatz und Lemma 12.6 folgt
la(u, vn) = (f; o) 20)| < el Vullzyllonll 2y < h®[lullmeyllvnll o)

Das zweite Lemma von Strang impliziert nun die Behauptung. Ol

Im vorliegenden Fall fiihrt das Aubin-Nitsche-Lemma in der Form von Satz 12.3 leider

nicht zum Ziel. Daher miissen wir nachfolgendes Ergebnis zu Fuf beweisen.

Satz 12.8 Unter den Voraussetzungen des Satzes 12.7 ist

||u — UhHLQ(Q) S ch3/2||u||H2(Q).

Beweis. Um keine Doppelsummen in den Randintegralen mitfithren zu miissen, beschréan-
ken wir uns im folgenden auf die Poisson-Gleichung. Zu w := u — wu;, sei ¢ die Losung
von

—Ap=win Q, @=0aufl.

Weil Q glatt ist, ist das Problem H?(Q)-regulir, das heifit, es ist o = H*(Q2) N H}(Q) und

lollaz@) < cf|wl 2@

Im Gegensatz zu Umformungen bei konformen Finiten Elementen erhalten wir wegen
w & H}(Q) Randterme aus der Greenschen Formel

Iy
HWH%%Q) = (w, =Ap) 120 = a(w, ¢) — | w, .
onJ ary
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Da fiir beliebiges v, € V}, gilt

( ) <8u ) <8u )
alu —up, —vp) = | =—, —v = =, —v ,
e om’ ") ey \On Vip ") )

folgt
ou

dp
lulfs = alwp ) - (e -w) = (w3E) (12.10)
. on L2(r) on / rary

Wir wéhlen vy, := I und schéitzen ab

a(w,p —vn) < csllwl g lle = vallm@
< chllw|| g el r2@0
< chljwllm @ llwl L2 @)
Fiir die Behandlung des zweiten Terms aus (12.10) benotigen wir die Approximationsaus-

sage |l — Inp| 2y < ch®?||¢] p2(q), die mit dem Spursatz und dem Transformationssatz
gezeigt werden kann. Auferdem wird der Spursatz auf Vu angewandt, weshalb folgt

ou
‘(a—n,w—vh) < |Vullr2mylle — vnll 22
12(r)

< ch?’/ZHuHm(Q)H90HH2(Q)
< ch®?||ul| w20y W] r20)-

Fiir den letzten Term greifen wir auf Lemma 12.6 und den Spursatz zuriick:

(50)
O

< w2y [Vl L2(r)

= [l u_ —unllz) IVl 2y
=0

< ch3/2||uh||H1(Q)||80||H2(Q)
< e {lull ey + llu w1z

< ch®)ul| 2oy llw]| L2y
Zusammen haben wir demnach

gezeigt, woraus die Behauptung folgt. O

u—unf20) = w20 < clwllz@{hllwllm@ + h*2|lull m e }
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13. Gemischte Finite Elemente

13.1 Gemischte Formulierung des Poisson-Problems

Wir wollen das Poisson-Problem als System erster Ordnung schreiben und dann das so
erhaltene System mit Finiten Elementen diskretisieren. Es stellt sich allerdings heraus,
dass die bislang von uns verwendete Theorie nicht ausreicht. Das resultierende System
hat Sattelpunktstruktur. Was das heifst, werden wir nun entwickeln.

Beispiel 13.1 (Stromung in einem pordsen Medium) In einem vollig geséttigtem, inkom-
pressiblen Medium (etwa der Boden nach starkem Niederschlag oder eine grundwasser-
fithrende Bodenschicht) gelten fiir den Fluss v und das Druckpotential p im stationiren
Zustand

div(pv) = (Massenerhaltung)
v = —KVp (Darcey-Gesetz)

Dabei bezeichnet p die Dichte und K die Durchlassigkeit des porosen Mediums.
Eine Moglichkeit zur Losung dieses Systems ist die Losung der Gleichung

div(pKVp) =0

unter Verwendung von Finiten Elementen fiir p und danach die Bildung von v = —KVp.

Dabei ist jedoch die Approximationsgiite an den Fluss v, an dem man vornehmlich in-
teressiert ist, schlechter als fiir das Druckpotential p. Als Abhilfe verwendet man einen
gemischten Finite-Element-Ansatz zur simultanen Approximation von v und p. A

Zur Ubersetzung der Poisson-Gleichung in ein System erster Ordnung verwenden wir
—Ap = div(Vp) und setzen v := Vp. Wir erhalten dann das System

—div(v)=f, Vp—v=0inQ, p=0aufl.

Um hierzu die Variationsformulierung aufzustellen, werden wir die erste Gleichung partiell
integrieren

(v, V)20 = (f,q)12(0) fiir alle ¢ € Hy (),
—(Vp, W)r2) + (V,W)20) = 0 fiir alle w € [L2(Q)]%.

Die Losung (v, p) lebt demnach im Produktraum X = [L*(2)]¢ x H(Q). In X ist eine
geeignete Norm gegeben durch

IV P)lx = Ivliz2@) + [plae)
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Fihren wir die Bilinearform
A: X x X — Ra A((Vap)v (W7 Q)) = (V7 V(])LQ(Q) - (vpv W)LQ(Q) + (V, W)LQ(Q)

und das Funktional
(X — Ru £<W7 Q) = <f7 Q)LQ(Q)

ein, dann suchen wir (v,p) € X, so dass gilt

A((v,p), (w,q)) = (w,q) fiir alle (w,q) € X. (13.1)
Die Bilinearform A ist stetig, denn es gilt

|A((v,p), (W, )| < VIl lalmi@) + [plaoy Wl @) + (VI W2
< {||V||L2(Q) + |p|H1(Q)}{HWHL2(Q) + |CJ|H1(Q)}
= (v, p)lIxl[(w, gl x-
Sie ist jedoch nicht elliptisch, denn es ist
A((va)a (va)) - (V7Vp)L2(Q) - (Vp7V)L2(Q) + (V7V)L2(Q) - ||V||%2(Q)

Es fehlt offensichtlich die Kontrolle iiber den Anteil |p|z1 (o). Folglich lassen sich die bisher
verwendeten Techniken nicht verwenden.

Unsere Bilinearform ist offensichtlich von der Form
A((v,p), (W,q)) = a(v,w) + b(v,q) — b(p, W)
mit einer symmetrischen L?(Q)-elliptischen Bilinearform
a(-,+): [LQ(Q)]d X [LQ(Q)]d =R, a(v,w)=(v,W)2q
und einer gemischten Bilinearform
b [L2(Q) x Hy(Q) = R, b(v,q) = (v, Va)r2(0).

Wir werden dies im folgenden abstrakt formulieren, da viele partielle Differentialgleichun-
gen von dieser Form sind.

13.2 Satz vom abgeschlossenen Bild

Seien X und Y zwei Banach-Rdume, deren duale Paarungen mit X’ beziehungsweise Y’
mit (-, -) bezeichnet werden. Sei 7' : X — Y ein stetiger linearer Operator. Dann ist der
zu T adjungierte Operator T* : Y’ — X' gegeben durch

(x,T*y) = (Tx,y) firalley €Y und x € X.
Der dazugehorige Kern wird mit
kern(T*) :={yeY' : T*y =0} C Y’
bezeichnet. Das orthogonale Komplement ist definert als
kern(T*)* := {y € Y : (x,y) = 0 fiir alle x € kern(7*)} C Y.

Im folgenden wird mehrfach folgender Satz herangezogen, der in der englischsprachigen
Literatur als closed range theorem bekannt ist.
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Satz 13.2 (Satz vom abgeschlossenen Bild) Seien X und Y zwei Banach-Rdume und
T : X — Y stetig. Dann ist das Bild 7'(X') genau dann abgeschlossen in Y, wenn 7'(X) =
kern(7T)* ist.

Beweis. Einen Beweis des Satzes findet der geneigte Leser in K. Yosida “Functional Ana-
lysis”. UJ

Korollar 13.3 Seien X und Y zwei Banach-Rdume und 7' : X — Y stetig. Ist T in-
jektiv derart, dass T~! auf dem Bild T(X) stetig und T* injektiv ist, dann ist T ein
Isomorphismus von X nach Y.

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von T und der von T! auf dem Bild T'(X) ist T'(X)
abgeschlossen. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Bild folgt nun mit der Injektivitat

von 1™, dass
T(X) =kern(T*)* = {0} =Y.

Also ist T eine Bijektion und zusammen mit der Stetigkeit von 7" und 7! ein Isomor-
phismus. O

13.3 inf-sup-Bedingung

Seien U und V' zwei Hilbert-Raume und
A:UxV =R

eine Bilinearform. Wir fragen bei gegebenen f € V' nach der Losbarkeit des Variations-

problems
suche u € U, so dass  A(u,v) = (f,v) furalleveV. (13.2)

Satz 13.4 Das Problem (13.2) besitzt zu jedem f € V' eine eindeutige Losung u € U,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i.) A ist stetig, das heiftt, es ist
|A(u,v)| < csllul|lu||v]|vy fir alleuw e U, v e V.

(#.) Es gilt die inf-sup-Bedingung

A
inf  sup 7(%@) > cp > 0.
u€UN\{0} yev\ {0} ullullvllv

(74.) Zu jedem v € V' \ {0} existiert ein v € U mit A(u,v) # 0.
Ferner erfiillt die Losung v in diesem Fall die Stabilitdtsaussage

1
lulle < —[.fllv-
E
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Beweis. Die Eindeutigkeit einer etwaigen Losung v € U folgt unmittelbar aus der inf-
sup-Bedingung. Denn ist u € U eine weitere Losung, so gilt aufgrund der Linearitét
A(u —u,v) = 0 fiir alle v € V. Daraus folgt aber

sup A(u — u,v)

_0,
ver\for  llvllv

was wegen der inf-sup-Bedingung v — u = 0 bedeutet.

Die Stabilitdatsaussage folgt ebenfalls aus der inf-sup-Bedingung, denn

A /
o) _ o Wl

cellully < sup < = |lfllv
vev\ioy Ivllv wenvioy I0llv ~ wevvioy  Ilvllv

Es verbleibt also noch, die Existenz einer Losung nachzuweisen. Hierzu betrachten wir die
Menge
Wi={weV:Au,w)=0firalleuec U} C V.

Wir fithren ferner den linearen Operator L : U — V” ein, der definiert ist durch

(Lu,v) = A(u,v).
Der Operator L ist stetig, da A es ist. Ebenso ist L™! auf dem Bild L(U) stetig, denn aus
cpllully < || Lu||y: folgt ndmlich

1 ,
IL7 fllo < o I fllv fir alle f € L(U).

Folglich ist L(U) abgeschlossen in V’. Um den Satz vom abschlossenen Bild anzuwen-
den, betrachten wir den zu L adjungierten Operator L* : V — U’, gegeben durch
(u, L*v) = (Lu,v). Hier verwenden wir die Reflexivitét von Hilbert-Réumen, also V" = V.
Offensichtlich ist kern(L*) = W. Daher ist geméf Satz 13.2

LU) =kern(L*): =W+ ={feV': (f,w) =0 fiir alle w € W}.

Aufgrund der Bedingung (ii4.) gilt aber W = {0}. Daher ist L(U) = {0}* = V’, das heift,
L ist surjektiv. Die Losung erhalten wir daher durch u := L~ f fiir beliebig vorgegebenes
fev. O

Bemerkung Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram, denn
im Fall U = V und einer V-elliptischen Bilinearform mit Elliptizitdtskonstante cg > 0
folgt die inf-sup Bedingung geméafs

A A
inf su (u. v) > in (u, u)

— > 5 > cp.
weV\{0} wevroy llullvivllv — wevifor |lull5,

Die Bedingung (iii.) im vorherigen Satz ergibt sich ebenso unmittelbar, indem man v = v
wéahlt und die Elliptizitdat verwendet. A
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Satz 13.5 Die Bedingungen aus Satz 13.4 seien gleichermafen fiir die Hilbert-Réume
U und V sowie fiir die konformen Finite-Element-Raume U;, € U und V;, C V mit
Konstanten cg, cg > 0 erfiillt. Dann gilt fiir die eindeutig definierte Losung uy, € Uy, die
Fehlerabschétzung

C .
lu — upll < (1+—S> inf |ju — wyl|v.
Cg wp €U,

Beweis. Zu beliebigem wy, € U, wenden wir die Dreiecksungleichung an:
lu —upllo < [Ju —whllu + lun — wallv.

Wir miissen offensichtlich den letzten Term beschranken. Dazu definieren wir das Funk-
tional g € V' durch
(g,v) .= A(u —wy,v) firalleveV

und den stetigen linearen Operator L : U, — V}/ durch
(Lup, vp) = A(up,vp,) fur alle v, € V.
Aufgrund der Galerkin-Orthogonalitat gilt fiir v, € V},
(g,vn) = A(u — wp, vp) = A(up, — wp,vp) = (L(up — wp), vp).
Mit anderen Worten, es ist
9lvi, = L(up — wp),

beziehungsweise

up —wp, = L7t g.
Aus der Stetigkeit von A folgt ||g|lv: < cs||lu — wp||y. Da, wie im Beweis von Satz 13.4
gezeigt, gilt |L7ly:u, < 1/cp, ergibt sich

_ 1 Cs
lur = willo = 1L glly < —llgllv < —=llu — wllv-
CE Cg

Zusammen erhalten wir die Behauptung. O

13.4 LBB-Bedingung fiir Sattelpunktprobleme

Wenn wir nun von einem Sattelpunktproblem ausgehen, wie wir es unter anderem im
Fall des Poisson-Problems als System erster Ordnung vorliegen haben, so muss die inf-
sup-Bedingung fiir den gemischten Anteil der Bilinearform erfiillt sein. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von der LBB-Bedingung, benannt nach den Mathematikern
Ladyshenskaja, Babuska und Brezzi.

Seien U und V zwei Hilbert-Raume. Den Produktraum bezeichnen wir wie zuvor mit
X :=U x V. Wir betrachten allgemein das Sattelpunktproblem
a(u,v) —b(v,p) = (f,v) firalleveU

(1.0 =b0.) = (1.0) .
b(u, q) =(g,q) firalleqeV

mit stetigen Bilinearformen

a:UxU—=R, b:UxV =R
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Satz 13.6 Das Sattelpunktproblem (13.3) mit einer symmetrischen und stetigen Bili-
nearform a und einer stetigen Bilinearform b hat genau dann fiir beliebige f € U’ und
g € V' eine eindeutige Losung (u,p) € X, falls gilt:

(i.) Die Bilinearform a ist Up-elliptisch, wobei
Up:={veU:blv,q) =0 fir alle g € V}

der Kern von b ist.
(7.) Die LBB-Bedingung ist erfiillt

f b(v,q)

e >y > (.
a€V\{0} yeur\ {0} vl llally

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, die Bedingungen (i.) und (:.) seien erfiillt, und zeigen
die Existenz einer Losung des Sattelpunktproblems. Die LBB-Bedingung ist eine inf-sup
Bedingung wie in Satz 13.4 fiir die Bilinearform b. Wie im dortigen Beweis gezeigt wurde,
ist der Operator B* : V — Ui = {v € U' : (v,w) = 0 fiir alle w € Uy} C U’, definiert
durch

(v, B*q) := b(v,q),

ein Isomorphismus. Dann ist aber auch der adjungierte Operator B : W — V' ein Iso-
morphismus, falls wir setzen

W={veU: (v,w)y =0 fir alle w € Uy} C U.

Er ist definiert durch
(B, q) == b(v,q).

Folglich existiert zu g € V' ein v, € W mit Bv, = g bezichungsweise
b(vy,q) = (g, q) fir alle g € V.

Daher ist das Sattelpunktproblem dquivalent zur Suche nach einem w :=v — v, € U und
p € V mit
a(w,v) —b(v,p) = (f,v) —a(vy,v) firalle v e U,

b(w, q) =0 fiir alle g € V.

Nun nutzen wir die Uy-Elliptizitdt der Bilinearform a. Sie impliziert die Existenz einer
eindeutigen Losung w € Uy mit

a(w,v) = (f,v) —a(vy,v) fiir alle v € Uy. (13.4)
Nun ist noch ein p € V' zu finden mit
b(v,p) = —(f,v) +a(vy +w,v) fiir allev e U.
Hier ist die rechte Seite ein Funktional in U":

(,v) == —(f,v) +a(vy +w,v) firalleveUl.
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Fiir v € Uy gilt nun aber wegen (13.4) (¢,v) = 0, das heikt, es ist £ € U;. Nun benutzen
wir nocheinmal die Isometrie-Eigenschaft des Operators B*, der uns jetzt eine eindeutige
Losung p € V liefert mit b(v, p) = (¢, v) fiir alle v € U.

Um die Eindeutigkeit der Losung (u,p) € X zu zeigen, weisen wir die Stabilitdt der
Losung nach. Da B : W — V' ein Isomorphismus ist, folgt

ol < gl
Ygllu =~ —lIgllv’-
Ty
Die Uy-Elliptizitat der Bilinearform a liefert
Cs
cellwlly < fllor + llalvg, o < [ fllo + esllvgllo < L f[lor + 7!\9Hv'-

Hierbei sind cg > 0 die Beschranktheitskonstante und cgp > 0 die Elliptizitatskonstan-
te von a. Schlieklich ergibt sich die Eindeutigkeit aus der Eindeutigkeit der homogenen
Gleichung, bei der die rechten Seiten verschwinden.

Um die Riickrichtung zu zeigen, nehmen wir an, dass das Sattelpunktproblem ein Iso-
morphismus L : U x V — U’ x V' ist. Insbesondere ist ||L7}| < ¢. Zu einem gegebenen
Funktional f € U] gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach eine Erweiterung f: U—R
mit || || = | f g Wir setzen (u,p) = L~Y(f,0) und beachten, dass u € Uy gelten muss.
Da die Abbildung f +— u € Uy beschrénkt ist, ist a auch Uy-elliptisch.

SchlieRlich wird jedem g € V' durch (u,p) := L=(0, g) ein u € U zugeordnet mit |lul|y <
cllg|lv:. Wir bestimmen zu diesem u die Orthoprojektion ITu € W. Wegen |[Tu|ly < ||u||v,
ist die Abbildung ¢ — u +— Ilu beschrankt. Es ist Bllu = g. Also ist B : W — V' ein
[somorphismus, und b erfiillt nach Satz 13.4 die LBB-Bedingung. O

Korollar 13.7 Es sei {7,} eine Familie quasi-uniformer Triangulierungen, so dass die
Bedingungen aus Satz 13.6 fiir konforme Finite-Element-Réume U, C U und V, C V
erfiillt sind mit von h unabhéngig Konstanten cg, cg und . Dann existiert eine eindeutige
Losung (up, pr) € Up x V3, und es gilt die Fehlerabschétzung

u—upllv+ |lp— <cq inf ||lu—wy|ly+ inf — .
= wllo-+p =l < { int = willo + int Ip =l }

Beweis. Das Behauptete folgt unmittelbar aus den Sétzen 13.5 und 13.6. O

Das folgende Hilfsmittel ist oftmals niitzlich zum Nachweis der diskreten inf-sup-Bedingung.

Satz 13.8 (Fortins Kriterium) Sei b : U x V. — R eine Bilinearform, die der LBB-
Bedingung geniigt. Seien U, x V;, C U x V eine Familie von Teilrdumen derart, dass
lineare Projektoren II;, : U — Uj, existieren mit

b(v — v, pp) =0 fiir alle v € U und py, € V,,

und
IIv|lg < cnllv|ly fir allev € U
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mit einer von h unabhéngigen Konstante cry. Dann erfiillt b auch die LBB-Bedingung fiir
die Rdume Uj, x V}, mit einer von h unabhingigen Konstanten 7.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt wegen Il,v € U, fiir beliebiges p;, € V},

bv7ph
Mipnlly < sup 2020
velU ”UHU
=0

——
_ b(v — 1w, pp) +b(I1,v, pr)
= sup
vel vl
b(11
< e sup DAY PR)
vev  ||Hpv|lo

b(vhaph)
<cgsup —.
=D Tl

Hieraus folgt die Behauptung mit 7 := 7/cy. Ol

13.5 Losbarkeit der gemischten Formulierung des Poisson-
Problems
Primal-gemischte Formulierung: Wir untersuchen jetzt die sogenannte primal-gemischte
Formulierung des Poisson-Problems
(V, W) r2) — (Vp, W) 2(q) =0 fiir alle w € [L*(Q2)]¢,
(v, V@) 20 = (f,q@)12¢ fiir alle ¢ € Hj(Q).

Die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen ergibt sich aus dem Satz 13.6.

(13.5)

Satz 13.9 Zum Poisson-Problem in der primal-gemischten Formulierung (13.5) existiert
fiir jedes f € (H&(Q)), eine eindeutige Losung (v, p) € [L*(Q)]? x HL(Q).

Beweis. Wir setzen U := [L*(Q)]4, V := Hg((2), ausgestattet mit der Norm |- | 1), und

a(v,w) := (v, W)r2), b(v,p):=(v,Vp)r2q).

Die Bilinearform a ist U-elliptisch, denn fiir v € V gilt a(v,v) = [[v||12(q). Somit ist sie
auch auf dem Kern von b elliptisch.

Um die inf-sup-Bedingung fiir b zu zeigen, wéhlen wir speziell v := Vp. Wire dabei
v = Vp = 0, so wire p konstant, was wegen p € H}(Q) wiederum p = 0 impliziert. Somit
ist fir p # 0 auch v =Vp € U \ {0} und es ergibt sich

inf  sup M> inf _0(Vp.p) inf M:L

e\ 0} vernjoy [IVIIolIplly ~ peviior [Vpllullpllv — peviior  [plf g,

Folglich sind die Voraussetzungen von Satz 13.6 erfiillt, woraus sich die Behauptung ergibt.
O
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Dual-gemischte Formulierung: Wir betrachten den Hilbert-Raum
Hyio(Q) == {v € [L2(Q)]? : divv € L*(Q)}
mit dem Skalarprodukt und der Norm

(V, W), (0) 7= (V. W)r2(o) + (div v, div w) 12(q),

HV”?“{(HV(Q) = ”VH%Q(Q) + |l diVVH%Q(Q)'

Eine weitere gemischte Formulierung, die sogenannte dual-gemische Formulierung, lautet:
suche (v, p) € Hyiy(Q) x L*(), so dass

(V,W)r200) + (p, divw) 29) = 0 fir alle w € Hg; (),

—(di - fiir all L2(Q (13.6)
(divv,q)r2@ (f, @) 2 fiir alle ¢ € L*(Q).

Hierbei fillt auf, dass die homogene Dirichlet-Bedingung p|r = 0 gar nicht explizit auftritt.
Wir konnen sie auch (zunéchst) nicht in den Raum V einbauen, da er ja nur aus L?({2)-
Funktionen besteht, welche auf dem Rand nicht stetig zu sein brauchen. Es stellt sich
allerdings heraus, dass die Randbedingungen bereits eingebaut sind:

Satz 13.10 Beim Poisson-Problem in der dual-gemischten Formulierung (13.6) existiert
fiir jedes f € (H&(Q))/ eine eindeutige Losung (v,p) € Hg;, () x L2(Q). Fiir p gilt sogar
p € HL ().

Beweis. Das Problem (13.6) besitzt Sattelpunktform (13.3) in den Hilbert-Réumen U =
Hyiy(2) und V := L?(Q) und den Bilinearformen

a(v,w) = (v,W)r2q), b(v,p):=—(divv,p)rzq).
Dabei ist der Kern von b gerade
Up:={v €U : (divv,p)r2q) = 0 fiir alle p € L*(Q)},

das heifst, er enthélt alle Funktionen mit divv = 0.

Die Bilinearform a ist in U beschriankt. Auferdem ist a auch Uy-elliptisch, denn fiir v € U,
gilt [|divv||z2(q) = 0 und somit

a(v,v) = [VIlZ2) = IVIIZ20) + iV vI[T2i0) = VI, 0)-

Nun ist noch die inf-sup-Bedingung fiir b zu zeigen. Sei hierzu p € L*(Q) \ {0} beliebig.
Wir konstruieren uns ein geeignetes v € U \ {0}. Es existiert ein p € C§°(€2) mit

- 1
lp — P”%%Q) < é”pH%Q(Q)'

Nun setzen wir die erste Komponente von v wie folgt

r1
vi(xy, o, ..., Tq) ::—/ plt e, ...y .., xq)dt.

—00
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Das Integral ist wohldefiniert, da € beschriankt ist. Alle iibrigen Komponenten setzen wir

zu Null: vy = -+ = v := 0. Per Konstruktion gilt punktweise
8’01 ~
d. = — = —.
ivv e D

Daher folgt
b(v,p) = —(divv,p) 2
= (ﬁ,p)m(ﬂ)
10, ~
= {1y + IPlecey = 15— Pl |
~—_———

1

v

L~
U110 + Pl }

v

1, -
B) HPHL?(Q) HPHL?(Q)-

Eine Argumentation wie im Beweis der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung (Satz 3.5)
liefert
V][ z2() < el|divv||r2().

woraus sich

||V||§{div(sz) = ||V||%2(Q) + ||diVV||%2(Q)

< (1+)Idiv |7
= (1+ A)IPlz2 e

ergibt. Folglich gilt

b(v,p) (0> )2 S 1 (0> )2 < 1

vllollplly Vi@ llplze = VIt [Plewollplee ~ 2vT+e

Also ist die LBB-Bedingung erfiillt. Satz 13.6 impliziert deshalb die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung (v, p) € Hai () x L*(Q).

Es fehlt nun noch der Nachweis p € H}(2). Da [C5(2)]¢ C U ist, gilt fiir die Losung p
gemifs (13.6)

(V, q’))LQ(Q) = —(p, div ¢)L2(Q) fiir alle ¢ S [C?(Q)]d

Dies ist aber gerade das Kriterium fiir p € H'(€2) mit schwacher Ableitung Vp = v. Dass
die Spur von p auf dem Gebietsrand I' verschwindet, sieht man wieder anhand von (13.6)

durch Testen mit ¢ € [C*°(Q)]¢ C U:

0= (v,®)r20) + (p, div @) 20
= (Vp, ®)r2(0) + (p, div @) 120

= /F<¢, n) pdo.

Damit haben wir p € H} () gezeigt. O
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13.6 Raviart-Thomas-Element

Wir stellen jetzt das Raviart-Thomas-Element zur Diskretisierung der dual-gemischten
Formulierung (13.6) in zwei Dimensionen vor. Dazu sei

Up := {vi, € [L* (V] : vi(z,y) |7 = (ar,br) + cr(z,y) mit ap, by, cp € R fiir alle T € Ty,

(Vi m) ist stetig an den Elementgrenzen }.

Als endlich-dimensionalen Teilraum von V = L?(Q) wihlen wir hierbei elementweise
konstante Funktionen

Vi = {p € L*(Q) : plr € P, fiir alle T € Ty }.

Eine Raviart-Thomas-Funktion v, € U, erfiillt offenbar v,|7 € [P1]*> und besitzt drei
Freiheitsgrade pro Element. Die Normalkomponente einer Raviart-Thomas-Funktion ist
auf jeder Dreieckskante konstant, was man wie folgt einsieht. Die Kante e sei gegeben
durch (o, B) + (7, d); die dazugehorige Normale ist also n, = (—d, ). Es folgt

(Vi(a+ty, B+ t)),n.) = ((aT +er(a+ty),br +cr(B+ té)), n.)
= <(CLT7 bT) + CT(OZ, 6)7 ne>7
das heifst, die Normalkomponenten sind jeweils konstant. Die drei Freiheitgrade auf jeder

Zelle konnen daher reprisentiert werden durch die drei Normalenkomponenten (v, n.)
zu den drei Kanten e € E7:

Wir wollen nun einmal erldutern, wie man aus der Vorgabe der drei Normalenkomponen-
ten den Ansatz vy |7 ermittelt: Zu jedem Eckpunkt x;, i = 1,2, 3, des Dreiecks T bestimmt
man die beiden Komponenten von v (x;) aus den Normalenkomponenten der jeweiligen
beiden angrenzenden Kanten. Zu den sechs Werten vy, 1(x;), vna(x;), i = 1,2,3, gibt es
nun ein eindeutiges lineares Polynom vy|p € P7.

Lemma 13.11 Die Abbildung div : U, — V}, ist surjektiv und fiir jedes p;, € V} geniigt
das Urbild vy, € U, der Abschétzung

Vil zg @) < cllpnllzz@)- (13.7)
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Beweis. Sei py,_€ Vj, gegeben. Wir wiéhlen ein konvexes Polygongebiet §~D ) und setzen
py, trivial auf Q fort. Dann existiert ein v € H*(Q) mit Au = p;, auf Q und u|,5 = 0.
Fir v := Vu € H'(Q) gilt dann divv = p;, auf Q. Nun miissen wir dieses v noch
geeignet auf den Raum U, projezieren. Hierzu betrachten wir auf jeder Kante e € &,
die Mittelwerte der Normalkomponenten von v. Als v, € U, wahlen wir nun diejeni-
ge Raviart-Thomas-Funktion, deren Normalkomponenten an den Kanten genau diesen
Mittelwerten entspricht. Nach Konstruktion gilt fiir jedes Element T" € 7},

/pth:/diVVdX:/ <V,I’l>d0’:/ (Vh,n>da:/divvhdx.
T T or or T

Da pp, € V}, und div v, auf jedem Element 7" konstant sind, folgt divvy(x) = pp(x) auf
Q). Mittels Transformation auf das Referenzelement zeigt man schnell, dass gilt

Vil 2y < ||Vl firalle T € Ty
mit einer Konstanten ¢ = ¢(k). Hieraus folgt dann

Vil i) = VallZ2) + Idiv vallZag)

= Z HVhH%?(T) + ||Ph||%2(g)
TET,

< vy + lpallZ2 -
Aufgrund der Konvexitdt von Q folgt aus Satz 6.3
V1B = el < lullZgy < cllpnlagy:

Wegen der trivialen Fortsetzung von p; auf Q folgt die gewiinschte Abschétzung. Ol

Satz 13.12 Die Diskretisierung mit Raviart-Thomas-Elementen liefert fiir das Poisson-
Problem zu jeder rechten Seite f € (H&(Q)), eine eindeutige Losung (vp,, pr) € Uy, X V.

Beweis. Wir hatten bereits gesehen, dass die kontinuierliche Sattelpunktformulierung im
Raum U x V = Hy;, (Q) x L*(Q) fiir das Poisson-Problem die Bedingungen von Satz 13.6
erfiillt und daher stets eine eindeutige Losung liefert. Wir wollen jetzt nachpriifen, ob die
Bedingungen auch fiir den diskreten Ansatzraum U, x V}, gelten.

Hierzu werden wir zunéchst tiberpriifen, ob U, x Vj, C Hg;, () x L?(Q) gilt. Hierbei ist
Vi, C L*(2) offensichtlich. Es bleibt nachzuweisen, dass fiir jedes v, € Uy gilt divvy, €
L*(Q). Da vy, elementweise polynomial ist, gilt (div v;,)|7 € L*(T) fiir alle T' € Ty,. Hieraus
folgt sofort divvy, € L*(Q).

Da die Bilinearform af(-,-) auf Hg;,(€2) beschrénkt und auf Uy elliptisch ist, ist sie auch
auf Uj, beschrankt und auf Uy, := Uj, N U, elliptisch. Es verbleibt demnach, die inf-sup-
Bedingung fiir b(-, -) zu zeigen. Dies geschieht durch das Kriterium von Fortin (Satz 13.8).
Wir miissen dazu eine lineare Projektion I, : Hg;y(£2) — U, konstruieren mit h-unab-
héngiger Operatornorm und

b(v —I,v,py) = (div(v — Hhv),ph)LQ(Q) =0 furalle v e Hyyo(Q2) und p, € V. (13.8)
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Der Raum V}, besteht aus elementweise konstanten Funktionen. Daher lasst sich Bedin-
gung (13.8) auch lokal formulieren:

/ div(Il,v) dx = / divvdx fiir alle v € Hgo(Q2) und T € Tp,.
T T

Dass dies moglich ist, folgt nun aus dem vorhergehenden Lemma, indem wir p, € V}, auf
jedem Element 7' konstant wihlen als

1
pr = pulr == —/divvdx
Tl Jr

und I, v als das zugehorige Urbild. Es folgt dann namlich

/diV(HhV) dx = /ph dx = |T| pr = / div v dx.
T T T

AuRerdem folgt die h-Unabhéngigkeit von der Norm der Projektion aus (13.7). Es ist
IV g ) < cllpnllz2@)
und weiter

th”%%n) = Z ”th%Q(T)
TET,,

= Z ‘pT|2‘T|

TeT),

<D vy T
TeT,

< Z |div VH%Q(T) ||1||%2(T)|T|_1
TET,

= [|div v||72(q),

also insgesamt

ML |,

div(Q) S C||d1VV||L2(Q) S C||V||Hdiv(Q)'

Damit ist der Beweis vollstandig erbracht. Ol
Satz 13.13 Wenn fiir die Lésung gilt v € [H1(2)]? und p € HY(Q), so gilt auf quasi-
uniformen Triangulierungen fiir den Diskretisierungsfehler des Raviart-Thomas-Elements

IV — Vil e @ + 12 = Prll22@) < ch{IVIm@) + IPlm@ } + fireléh |f = fullzz)-

Beweis. Aufgrund von Korollar 13.7 wissen wir

- | — <el it |v- inf ||p — }
v = Vil + o = Pz < e{_int v = wallo + inf lp— gl iz

Fiir elementweise konstante Ansatzfunktionen aus Vj, erhalten wir

inf — < ch .
inf lp— gl < chlpllane
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Es fehlt also nur noch eine geeignete Schranke fiir die Interpolation von v € [H1(£2)]¢ zu

finden.
Wie im Beweis von Lemma 13.11 existiert zu jedem v € [H(Q)]? eine Funktion I;,v € U,
mit
(div(v — Iyv), qh) L) = 0 fiir alle ¢, € V.
Falls v elementweise linear ist, gilt v = I,v. Nach dem Bramble-Hilbert-Lemma folgt

daher
HV — [hV”LQ(Q) S Ch|V‘H1(Q).

Um den Fehler in der Divergenz abzuschétzen, zeigen wir folgende Minimaleigenschaft:

| div(v — Iyv)||z2() = inf || divv — 412
qhEVh

Wenn dies gezeigt ist, folgt wegen divv = f die Behauptung.

Die gesuchte Minimaleigenschaft erfiillt offensichtlich gerade die L?-Orthoprojektion von
divv auf den Raum Uj,. Wir hatten aber bereits gesehen, dass

(div(v — Iyv), qh) L) = 0 fir alle ¢, € V.

Daher ist div (7}, v) gerade die L2-Orthoprojektion von div v auf V},. Insgesamt folgt schlief-
lich

inf - < —1 < inf — )
Jnf (v = wallm@ < ellv = Il < chlVime + nf [If =@

13.7 Bramble-Pasciak-CG

Bei der Diskretisierung eines Sattelpunktproblems erhéilt man ganz allgemein ein Glei-

chungssystem der Form
A B | |x f
o o[-l 19
—_——

=:S
Hierbei sei A € R"™*™ symmetrisch und positiv definit, wahrend C € R™*" symmetrisch
und positiv semidefinit ist. Die inf-sup-Bedingung impliziert, dass auch BT A~'B positiv
definit ist. Folglich ist die Systemmatrix symmetrisch, jedoch wegen

X X T 0 0 T
oy [
{O} S|:O:|—XAX>0, {} S{}_ y'Cy<0, x#0

indefinit.
Wir nehmen nun an, dass Ay € R™*™ eine symmetrische und positiv definite Matrix ist
mit

0<x"Apx <x'Ax, x#0. (13.10)

Wir multiplizieren (13.9) von links mit

- A51 0 (m4n)x(m+n)
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und erhalten

AjTA A;'B x| A
B7A;'(A—A,) BTA;'B+C ~|BTAf —g|

/

~\~

=8

Satz 13.14 Die Systemmatrix S =TS ist symmetrisch und positiv definit beziiglich des

- ]

=M

Beweis. Unter der Voraussetzung (13.10) ist die Matrix

e

0 I

symmetrisch und positiv definit, so dass (-, )y in der Tat ein Innenprodukt definiert.

Nun gilt

SELED (a0 em o) )
AR AV BYA;' (A - Agu+ (BTA;'B+C)v| ' |y M
= (Au+Bv)"AJ (A — Ay)x
+ (BTA;Y (A — AgJu+ (BTA;'B+C)v) 'y
=u’(AA;TA — A)x +vIBTASHA — Ap)x
+ul(A - Ag)A;'By + v (BTA;'B + Q)y.

Andererseits ergibt sich

ul g |x ~/|u A;'(Ax + By)
v’ |y M_ v’ BTAal(A—AO)x+(BTA51B+C)y M
— uT(A — Ag)A; (Ax + By)
+vI(BTA;' (A — Ag)x+ (B"A;'B + Q)y)
= uT(AAalA —A)x+ uT(A — AO)Angy
+vIBTA;Y (A - Ag)x + v (BTA;'B + Q)y.
Damit haben wir die Symmetrie gezeigt.
Weiter ist

(5[ ], - - a6 am

+xT(A - Ag)x +y'Cy.

Zerlegen wir nun
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wobei x; die eindeutige Losung der Gleichung
Ax; +By =0
sei, ergibt sich der Zusammenhang
xlTAxl =y'BTA'By.

Damit erhalten wir

0 0

<§ [XO} ) [XO} > = x0 (AAGTA — A)xo > Anin(AAG'A — A) [|x03
y ) )

::2:>0
und
S5 ] n mom e
y y M
I r(1ar -1
:§X1Ax1+y QB A"B+C)y
1 1 _
2 5 Amin(A) Ix1][5 + §Amin(BTA 'B) [lyll5-
~ / . ~ e
=:c2>0 =:c3>0
Wegen

<§ {Xl} : ﬁf} > = (x{A+y"BT)A (A - Ag)xp =0,
M
schliefen wir

B 1

Benutzen wir
%13 = [Ix0 + x1[|5 < 2[|x0[13 + 2[Ix1]3,

so ergibt sich letztlich die positive Definitheit von S:

~ <] Tx 1
S ) > —min{cy, e }H|x||? + ¢ 2
< ly} [Y] >M -9 {er, e} Ixll3 3]y |2

O

Da S symmetrisch und positiv definit beziiglich des (-, )m-Innenprodukts ist, kann man
das Verfahren der konjugierten Gradienten anwenden, um das diskrete Sattelpunktpro-
blem (13.9) zu lésen. Es lésst sich so formulieren, dass nur einfache Matrix-Vektor-
Produkte zur Verfiigung gestellt werden miissen. Auch muss nur A, " angewendet werden.

Algorithmus 13.15 (Bramble-Pasciak-CG)

input:  Matrizen A € R™™, B € R™*", C € R"*", rechte Seiten f € R™, g € R"

und Startndherungen xy, € R™, yg € R"
output: Folge von Iterierten {(xx,yx)} o
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@ Initialisierung: berechne
So| . f . A B X0
to] |8 BT —C]| |yo
co=po:=A;'sy, do=qp:=B"py—tg
ro := Py (APy — So) + 4 qo

und setze k£ :=0
® berechne

ug| A B Ck |
=l ol i) mem e

Tk
cl (Awy —uy) + df (BTwy, — vy,)

Xk+1 Xk Ck
= ==
|:Yk+1:| |:Yk:| i |:dk:|

= - e Bl

_ A-l T
Pit1 = Ay Skt1, it = B Prt1 — tia

Tk+1 = P;}F+1(Apk+1 - Sk+1) + Qf+1qk+1
Ck+1 — Pr+1 4 Tk+1 | Ck
dis1 | |9rn r,  |dg

® falls /rx+1 > € erhohe k := k 4+ 1 und gehe nach @

A =

Bemerkungen
1. Esist
o) =l s el [
Ak gl [B" —CJ|yx
das Residuum, /7% dessen Norm im (-, -)p-Innenprodukt und (cy, dy) eine beziiglich

des Standardinnenprodukts MTS-konjugierte Suchrichtung.
2. Ist A zusétzlich zu (13.10) uniform spektral dquivalent zu A, das heifst, gilt

axTApx < xTAx < pxTApx  fiir alle x € R™

mit von der Schrittweite h unabhéngigen Konstanten 0 < o < [, dann ist im
Standardinnenprodukt die Systemmatrix MTS spektral dquivalent zu

I 0
N= 0 BTA"'B+C|°

Man benétigt dann nur noch einen geeigneten Vorkonditionierer fiir das Schur-
Komplement von A.

A
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14. Stokessche Gleichung

14.1 Herleitung

Die mitunter einfachste Modellgleichung zur Beschreibung einer Strémung ist die Stokes-
sche Gleichung. Sie beschreibt ein extrem zahfliissiges Fluid, wie beispielsweise Honig. Im
Gegensatz zu einem weniger viskosen Fluid treten hier keine kleinskaligen Wirbel auf.

Das Fluid sei inkompressibel, das heifst, die Dichte p ist unabhéngig von x und ¢. Der
Fluss v erfiillt aufgrund der Massenerhaltung

divv = 0. (14.1)

Die Impulserhaltung des Fluids in einem kleinen Volumen €2, C R? fiihrt auf

pg/ vix,t)dx =p [ f(x,1) dx+/ S(x,t) -n(x,t)do.
ot Ja, o o Joa,

4

Vv Vv
dullere Krifte Oberflachenkrafte

Der Spannungstensor S € R%*? hat im Fall ziher Fluide die Form
S =—pl+pu[Vv+ (Vv)],

wobei der Gradient der vektorwertigen Funktion v gegeben ist als

Qui Qv ., Our
o1 0x2 oxg
Ova  Qvy . Ovp
T G} ] 3]
Vv = [Vu,Vus,..., Vo = |7 b
Ovg  Ovg . Oug
o1 Oxo 8ll?d

Man beachte, dass sich das Gebiet €2; mit der Zeit dndert, das heift, es ist

6/ v;dx = gvider/ div(vyv) dx, i=1,2,...,d.
Qt Qt H/—/

ot o, Ot
=v; div v4+(Vv;,v)
Nun ist die Divergenz der matrixwertigen Funktion S = [s1,s,,...,s4]7 gegeben durch
divS = [div sy, divs,, ..., div sd]T

Setzt man die Definition des Spannungstensors ein, so folgt

divS = —Vp+ p{Av + V(divv)}
=0
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mit
Av = iV + iV +-+ iv
- 013 x3 ox?

Daher liefert der Gaufssche Integralsatz

/ S-ndcr:/ divSdx = | {-Vp+ pAv}dx,
89,5 Qt Qt

schliefslich 5
L(%v—i-VV V:| =pt —Vp+ pAv. (14.2)

Die Gleichungen (14.1) und (14.2) bilden zusammen die Navier-Stokes-Gleichung. Bei
zahen Fluiden kann der nichtlineare Term Vv - v vernachldssigt werden, auferdem be-
schrinken wir uns auf stationére Zustédnde. Dann erhalten wir die (stationére) Stokes-
Gleichung:

—Av+Vp=f divv=0 inQ. (14.3)
Am Rand schreiben wir uns den Fluss vor
v=g aufl:=00Q. (14.4)

Damit zu den Randwerten g iiberhaupt eine divergenzfreie Strémung existieren kann,
muss nach dem Gaufsschen Integralsatz

/F<g7n>d0:/r(v,n>da:/Qdivvdx:o

gelten. Diese Kompatibilititsbedingung an g ist fiir homogene Randwerte selbstverstand-
lich erfiillt.

Weiterhin fillt auf, dass nur der Gradient des Drucks p in (14.3) vorkommt und nicht
der Druck selbst. Daher kann der Druck nicht eindeutig sein, weshalb man ihn normiert

gemafs
/ pdx = 0.
Q

14.2 Variationsformulierung

Der Gaufssche Integralsatz liefert die beiden Gleichungen
—(AV, @) 12(0) = (VV, V@) 120) — (VV-1n,0)12(1),

—(Vp, ¢)L2(Q (p, div ¢)L2(Q (pm, ¢)L2(F)-

Multiplizieren wir die erste Gleichung aus (14.3) mit einer Testfunktion ¢ € [C§°(2)]¢
und integrieren iiber €2, so erhalten wir folglich

(VV, V¢)L2(Q) — (p, div ¢)L2(Q) = (f, ¢)L2(Q). (145)

Wir ziehen uns wie iiblich auf homogene Randbedingungen (14.4) zuriick und definieren
die Bilinearformen

a: [Hy()" x [Hy(Q)]" — R,

ov; 8wl
a(v,w) = (Vv,VW)2q) = E /8:6 B
i O%j

2,j=1
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und
b (HUQ % I3Q) 5 R, b(v,q) = —(div v, 0)rza)

wobei L2(€2) den Raum

1) = {a e 229 : [ qax—o}

bezeichne. Aus (14.3) und (14.5) erhalten wir dann die Variationsformulierung der Sto-
kesschen Gleichung: suche v € [H}(Q2)]? und p € LZ(Q), so dass
a(v,w) +b(w,p) = (f, W) 21 fiir alle w € [H}(Q)]?,

) ) (14.6)
b(v,q) =0 fir alle ¢ € L§(Q).

Speziell fiir d = 2 erhalten wir ausgeschrieben die Gleichungen

ovy  Ov .
/Q{a_;+a_;}qu:o fiir alle ¢ € L§(€2),

Ov; Ow ov; Ow ow .
/Q{a—;a—;Jra—yla—yl}dx—/Qpa—;dX:/gflwldx fur alle wleHol(Q),

Ovy Owy — Ovy Owo Ows ) 1
9z 0r | Oy Oy - | p-dx = fiir all HY(Q).
/g{@ﬂ? 3x+8y ay}dx /Qpay dx /szwzdx ur alle wy € 0( )

Satz 14.1 Fiir rechte Seiten f € [L?*(2)]¢ sind schwache Losungen v € [H{(€2)]¢ und
p € L2(Q) von (14.6) mit v € [C?(2)]? und p € C*(Q) klassische Losungen von (14.3).

Beweis. Wir wihlen als Testfunktion ¢ := divv € L*(€). Dann gilt mit einer Konstanten
¢, dass ¢ — ¢ € LE(Q). Aufgrund von (14.6) gilt nun

[ divv||%2(m = (divv, q)r2) = (div v, ) r2q) = c/ div v dx.
Q

Aus dem Gaufsschen Integralsatz schliefen wir wegen v|p = 0, dass

/divvdx:/<v,n)dcr:0.
Q r

Also ist || div v||z20) = 0 und aus v € [C*(2)]¢ folgt daher die Divergenzfreiheit in jedem
Punkt x € Q.

Die punktweise Giiltigkeit der ersten Gleichung aus (14.3) erhalten wir durch ein Zuriick-
fiihren auf das Poisson-Problem. Fiir die schwache Losung v € [H{(Q2)]¢ gilt

(Vv, VW)L2(Q) = (g, W)LQ(Q)

mit (g, w)r2q) = (f,W)r2@) + (p,divw) 2. Somit ist v die klassische Lésung des
Poisson-Problems

—Av=g=f—-Vp inQ

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Dies ist aber gerade die gesuchte Gleichung.
O
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Die Bilinearform af(-,-) ist offensichtlich auf ganz [H}(Q)]? elliptisch. Um die Existenz
und Eindeutigkeit der Losung der Stokesschen Gleichung zu garantieren, miissen wir nach
Satz 13.4 also nur noch die LBB-Bedingung fiir die Bilinearform b(-, -) nachweisen. Dies
erfolgt iiber eine Abschétzung, deren Beweis allerdings den Rahmen sprengen wiirde. Dazu
bezeichne H=1(Q) := (H}(2))" den Dualraum von H{(9), ausgestattet mit der Norm

L (. Q)L2(Q)
HpHH_l(Q) ‘= sup ———~.
gEH () ||Q||H1(Q)

Lemma 14.2 Sei () ein beschrianktes, zusammenhidngendes Gebiet mit Lipschitz-
stetigem Rand.

(i.) Das Bild der linearen Abbildung
V:LA(Q) — [H Q) (14.7)

ist abgeschlossen in [H~(Q)]%.
(7.) Es gilt mit einer Konstante ¢ = ¢(Q):

HpHLQ(Q) < C{HVpHH—l(Q) -+ ||pHH_1(Q)} fur alle pE L2(Q), (148)

Satz 14.3 In beschrénkten Lipschitz-Gebieten 2 besitzt das Stokes-Problem (14.6) fir
beliebiges f € ([Hé(Q)]d), eine eindeutige Losung (v, p) € [HE(Q)]? x LE(Q).

Beweis. Wir miissen nur noch die LBB-Bedingung fiir die Bilinearform b(-, -) nachweisen.
Fiir p € L2(Q) folgt aus (14.9)

1
VPl 2 ZlIpll2@).

Nach Definition der H~!(Q)-Norm gibt es ein v € [Hj(Q)]* mit ||v|/z10) =1 und

1 1
(Vp, V)2 > §HVHH1<Q)HVPHH-1(Q> > %”PHLQ(&?)-

Wegen b(v,p) = —(div V,p)Lz(Q) = (v, vp)L2(Q) folgt
b(v,p)
[V 210

und damit die LBB-Bedingung. O

1
= (v, VD)2 > %HPHLQ(Q)

14.3 Instabile Elemente

Lange war wegen der Einfachheit das sogenannte Qi-Py-Element, ein Rechteckelement,
sehr beliebt zur Diskretisierung der Stokes-Gleichung. Der Fluss wird hier mit bilinearen
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Funktionen approximiert, der Druck mit elementweise konstanten Funktionen:

Uy, := {v € [C(ﬁ)]2 :vlr=0und v|r € [QI]Q, also bilinear fiir alle T' € E},
Vi = {p € L§(Q) : p|r € Py, also elementweise konstant fiir alle 7' € 7Ty, }.

Dieses Element ist instabil, denn es erfiillt nicht die diskrete LBB-Bedingung. Ein Hinweis
auf die Instabilitét ist die Tatsache, dass der Kern von B* : Vj, — Uj nicht nur das
Nullelement enthalt.

Wir numerieren die Knoten im Element T; ; wie folgt:

(¢, +1) (t+1,57+1)

(i + 1/2,.]'—1— 1/2)

(4, ) (i+1,7)
Weil auf jedem Element div v linear und p konstant ist, ergibt sich

/ qdivvdx = h’qi12,11/2) iV Viis1/2,j41/2)

Ti,j
9 1

=h q(z‘+1/2,j+1/2)ﬁ{Ul,(z‘+1,j+1) F UL(i+1,5) — VL(ij+1) — VL,(i))

T+ U2, (i41,541) = V2,(i4+1,5) T V2,3i,5+1) — U2,(z’,j)}-
Wir summieren iiber alle Elemente und sortieren die Terme nach den Gitterpunkten um
/ gdivvdx = —=h*Y " {v165(V19)i; + v2..)(Vaa)i; }
Tij i,
mit den Differenzenquotienten

1
(V1Q)i,j = ﬁ{é](i+1/2,j+l/2) + Qei+1/2,j-1/2) — QGi-1/2,j+1/2) — Q(i71/2,j71/2)}7

1
(qu)m = ﬁ{Q(i—f—l/Q,j-‘rl/Q) — q(i+1/2,j—1/2) T Qi—1/2,j+1/2) — Q(i—l/Q,j—l/Z)}-

Wegen v € [Hi()]? erstreckt sich die Summation iiber alle inneren Knoten. Es ist ¢ €
kern(BY), wenn

/qdivvdX:O fiir alle v € Uy,
Q

gilt, also (V1¢);; und (Vaq); ; an allen inneren Knoten verschwinden. Dies tritt ein falls

q(i+1/2,j+1/2) = 4(i—1/2,j-1/2)y  4(i+1/2,j—-1/2) = 4(i—1/2,j+1/2)-
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Die beiden Gleichung bedeuten nicht, dass ¢ konstant sein muss. Es braucht nur

a, fallsi+ j gerade,

q(i+1/2,5+1/2) = {b, falls i +7 ungerade,

zu sein. Die Zahlen a und b sind dabei so zu wahlen, dass fQ pdx = 0 gilt. Insbesondere
haben a und b entgegengesetzte Vorzeichen. Es bildet sich daher ein Schachbrettmuster,
weshalb man auch von Schachbrettinstabilitit spricht:

—l+ =+ =+ |-
=+ |-+ ] -]+
—l+ =+ =+ |-
e I e EE A A
—l+ =+ =+ -] +]-
e e I e IR A A

Bemerkung Es hilft nichts, den Raum V}, so einzuschrénken, dass er orthogonal auf dem
Kern von B ist. Man kann zeigen, dass dann die LBB-Bedingung zwar erfiillt ist, jedoch
mit einer h-abhangigen Konstanten. Dies zeigt, dass die LBB-Bedingung eine analytische
Eigenschaft ist und nicht rein algebraisch verstanden werden darf. A

14.4 MINI-Element

Das MINI-Element basiert auf einer P;-P;-Diskretisierung, wobei allerdings der Geschwin-
digkeitsraum angereichert ist. In zwei Dimensionen betrachten wir auf jedem Dreiecksele-
ment 7' € T, die kubische Blasenfunktion br(x) = 9Ar 1 Ar2Ars, wobei (Ar1, Ara, Ars)
die baryzentrischen Koordinaten auf dem Dreieck T" bezeichnen. Es ist also

Uy = {v € [C(]*: v[r = 0 und v|r € [Py @ span{br}]* fiir alle T € Ty},
Vi:i={pe C(Q):plr € P fir alle T € Ty }.

Satz 14.4 Sei ) ein konvexes Polygongebiet. Dann erfiillt das MINI-Element die LBB-
Bedingung mit einem g > 0.

Beweis. Wir weisen die Giiltigkeit von Fortins Kriterium nach. Wir haben also die Exis-
tenz einer Projektion IT;, : [H3(€)]*> — Uy nachzuweisen mit der Orthogonalitéts-Eigenschaft

(div(v — ,v), qh)LQ(Q) =0 fiir alle v € [Hy(2)]*> und ¢, € V,
und deren Beschrinktheit mit einer von hA-unabhéngigen Konstanten cp

vz @) < cnllvlao)-
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Diese Projektion wird von der Form
I, = 7T](11) + 7T(2)(] ﬂ}(ll))

mit zwel weiteren PrOJektlonen 7T}(l ), @), : [H3()]* — Uy, sein.

Die erste Projektion 7Th ) definieren wir iiber die Losung der Helmholtz-Gleichung. Es ist
(V(wg)v), th)L2(Q) + (ﬂlgl)v’ Wh)L2(Q) = (Vv, VW) 20) + (V, Wa) 120
fiir alle wy, € U},. Offensichtlich ist dann
Hﬂf(ll)VHHl(Q) < vlla @)
Das iibliche Dualitdtsargument liefert sofort

< cth — 7T(1)

h VHHl(Q) < ch|[v]|mo). (14.10)

[v - 7rh VHL?(Q

Die zweite Projektion wird uns die Orthogonalitéts-Eigenschaft sichern:

-1
7T](12)V = Z Brbr mit B, = (/TbT dx) /Tvdx.

TeT

Man beachte, dass (ﬂ'h v)|r eine Blasenfunktion ist, die den Mittelwert von v|; erhélt.
Aufgrund dieser Konstruktion besitzt diese Projektion die Eigenschaft

/ {V — W,(Lz)v} dx =0 firalleT €7,.
T

Hieraus folgt dann mit partieller Integration

(div(v — 7T](12)V), qh)L2(Q) = Z (div(v — W;(LZ)V), Qh)Lz(T)

TeT),
= Z { V—7Th )y s NVan) 2 +/ (V—W,(Lz)v,n>qhda}.

Nun ist zu bemerken, dass die inneren Kantenintegrale verschwinden aufgrund des wech-
selnden Vorzeichens der Normalen. Die Kantenintegrale entlang der dufseren Kanten ver-
schwinden, da v|p = W]gz)V|F = 0. Da die Druckgradienten Vp;, elementweise konstant
sind, ergibt sich insgesamt:

(div(v — 7r,(12)v), qh)LQ(Q) th \T,/ {V — 7T V} dx> =0.

TeTh

:0

Man kann sich die Projektion W,(LQ) als zweistufigen Prozess vorstellen. Zunéchst wird auf die
elementweise konstante Funktionen projiziert. Danach werden die konstanten Ansatzfunk-
tionen durch Blasenfunktionen mit gleichem Integral ersetzt. Daher folgt die L2-Stabilitit

Im VIl < ellviie. (14.11)
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Die gleichméfige Beschrénktheit von IIj, ergibt sich aus (14.10), (14.11) und
v—Iv=v-— (ﬂ}(Ll)V + ﬂ}(lQ)(V — W,gl)v)) = - 7T](12))(V - ﬂ}(ll)V).
Denn mit Hilfe der inversen Abschitzung erhalten wir

10y < |73V |y + 57 1m0 = )] g

SC{HVHHI(m”le( — VHLQ(Q}

< cl[vllz e

Fortins Kriterium liefert schlieflich die Behauptung. O

Korollar 14.5 Sei Q) ein konvexes Polygongebiet. Dann erfiillt das MINI-Element die
Fehlerabschétzung

v = villmre) + P = prllrze) < ch{lIvllzze) + lIplla@ }-

Beweis. Wegen

inf IV —wallm@) < chlvilmq,  nf lp—alle < clplmo
Wh h
ergibt sich das Behauptete unmittelbar aus Korollar 13.7. O

14.5 Taylor-Hood-Element

Bei dem oft benutzten Taylor-Hood-Element werden wie bei den instabilen Elementen fiir
den Fluss Polynome héheren Grades als fiir den Druck herangezogen. Allerdings wird der
Druck stetig angesetzt:

Uy :={v e [C(Q)]*: v|r =0 und v|y € [P,)* fiir alle T € Ty, },
Vi —{pEC Q) :plr € Py furalleTEﬁ}

Dabei sei Tj, eine Zerlegung von (2 in Dreiecke. Auf Vierecken verwendet man entsprechend
0Os-09;-Elemente anstelle von Psy-P;-Elementen.

Satz 14.6 Sei () ein konvexes Polygongebiet. Dann erfiillt das Taylor-Hood-Element die
LBB-Bedingung mit einem S > 0.

Beweis. Ziel ist es, zu gegebem py, € V}, ein v, = v, (pp) € Uy, zu konstruieren, fiir das die
LBB-Bedingung erfiillt ist. Wir vollziehen den Beweis in drei Schritten.

(i.) Zu jeder Kante e im Inneren von 2 bezeichne t. den Tangentenvekor und n. den
Normalenvektor. In jedem Kantenmittelpunkt m, setzen wir

(va(m,), tc) := (te, (Vpn)(m,)), (via(m),ne) := 0.
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Man beachte hierbei, dass die Tangentialableitung des Drucks entlang der Kante e wohl-
definiert ist. Ferner setzen wir v,(x) := 0 in den Eckpunkten aller Dreiecke und an den
Kantenmittelpunkten auf I'.

Nach Konstruktion gilt einerseits

IVallr2@) < |palmo)- (14.12)

Weil (v, Vpp)|r quadratisch und (Vpy,)|r konstant ist, gilt andererseits

[T ax = LS v ), (9 am )

i=1

-1 >t (V) (me)?

217

—CHH V) \TH
== dx.
% [ 197 ax
Aufsummation iiber alle T" € 7T, ergibt schliesslich
i) > % / Va7 dx = 30 (14.13)
TeT

(#.) Zu K > 0 bezeichne
K= {Ph € Vi Ipall 2 < Kh\ph\Hl(Q)}-
Fiir p, € VX gilt wegen (14.13) mit dem in Schritt (i.) konstruierten vj, = v;,(ps)

b(VhPh)  Cx Pnl 0y ¢ |Pulm @ llpnllze@)
IVillzi) — 3 [vallm — 3KR ||vallm @)

Aus (14.12) und der inversen Abschétzung folgt daher die LBB-Bedingung fiir alle Funk-
tionen aus VX

b(Vh,pn) ce NIVallez@llonl L2

- PhrllL?
Vil = 3Kk |[villai e 3%KH 220

(itd.) Sei nun p, & V. Wir wihlen ein v € [Hg()]? derart, dass ||v|[1) = 1 und

b(v,pn) > Bllpallz2()

fiir ein § > 0 erfiillt ist. Dies ist aufgrund der Giiltigkeit der kontinuierlichen LBB-
Bedingung (vergleiche Satz 14.3) moglich.

Ferner bezeichne v;, die Clément-Approximation von v, die nach Satz 9.1 der Fehlerab-
schitzung
IV = Vall2@) < chl|v]mie

geniigt und H'-stabil ist

IVillar ) < IV = vallmi@ + Ve @ < dlviiaw
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Es sei angemerkt, dass die Clément-Approximation so modifiziert werden kann, dass auch
v;, Nullrandbedingungen erfiillt. Insbesondere weisen wir darauf hin, dass die Konstante
¢ nicht von p;, und damit nicht von K abhéangt.

Wir haben nun

b(Vi,pn) = b(v,pr) — b(V — Vi, pp)
> Bllpnllz2@) + (Vv — Vi, Von) 12
> Bllpnllzz@) — IV = vallz2@)lprl o)
> Bllpullcz) — ch IVlmi @) [Prla @)
— Y

=1
Wegen pj, € VK, ist
1
|ph|H1(Q) < K—h||ph||L2(Q)
und es ergibt sich

C
b(Vh,pn) > (5 - E) |onll 220)-

Damit ist auch im Fall p;, ¢ VX die LBB-Bedingung gezeigt, falls K hinreichend grof
gewahlt wurde. i

Korollar 14.7 Das Taylor-Hood-Element erfiillt die Fehlerabschéatzung

IV = virllm@ + P — prllz2@) < Chk{”VHHkH(Q) + ||p||Hk(Q)}

mit k € {1,2}, sofern v € [H*1(Q)]? und p € H*(Q) gilt.

Beweis. Fiir k € {1,2} gelten die Approximationsabschitzungen

inf |v— < ch* inf ||p— < ch*
Jnt v = wllme < BV, it o= il < ¥ lpllmo,
vorausgesetzt die Normen auf der rechten Seite sind wohldefiniert. Damit folgt die Be-
hauptung sofort aus Korollar 13.7. U

Bemerkung Man kann den Fluss auch linear auf einer einmal uniform verfeinerten Tri-
angulierung ansetzen, anstelle ihn mit quadratischen Elementen zu approximieren. Auch
dieses Element wird oftmals als Taylor-Hood-Element bezeichnet. A
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15. Eigenwertprobleme

15.1 Motivation

Die klassische Formulierung eines Eigenwertproblems lautet
Lu=A inQ, uw=0aufl. (15.1)
Dabei ist £ ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung. Eine Losung u % 0 von

(15.1) heifst Figenfunktion, das zugehdrige A Eigenwert.

Beispiel 15.1 Gemaif Kapitel 1 lautet die Wellengleichung

82
8—;;—Au:fin (0, 7)xQ, wu=0auf (0,7)x7T,
wobei zum Zeitpunkt ¢ = 0 Anfangsbedingungen vorgegeben sind:
0
w(0,-) = g, 0_7;(0’ ) =hin Q.

Unter der Vorraussetzung, dass f = 0 ist, fithrt der Separationsansatz
u(t,x) = v(t)w(x)
auf die Gleichung
V" (Hw(x) = v(t) Aw(x).

Dies bedeutet, dass
V() Aw(x)

v(t)  w(x)
gelten muss, was einerseits die Gleichung

V() + Mo(t) = 0

—\ = const

und andererseits die Gleichung
—Aw =X win ), w=0aufl
impliziert. Die Funktion v besitzt demanch die Form
v(t) = Acos(VM) + Bsin(VAt), A, BeR,
wahrend w durch ein Eigenwertproblem bestimmt ist. A

Wie in Kapitel 3 kann man die klassische Darstellung (15.1) des Eigenwertproblems
durch eine dquivalente Variationsformulierung ersetzen, wobei eine geeignete Bilinearform
a(-,-) : V. xV — R an die Stelle von L tritt:

suche u € V, so dass a(u,v) = A(u,v) 2 fiir alle v € V. (15.2)
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15.2 Spektraltheorie

Wir wollen einen abstrakten Rahmen fiir das Eigenwertproblem (15.2) entwickeln. Sei H
ein separabler Hilbert-Raum mit der Norm ||- ||z und dem Skalarprodukt (-,-). Es sei V ein
Unterraum, der durch die Norm || - ||y zum Hilbert-Raum wird. Dabei sei die Einbettung
V — H stetig, das heifst, es ist ||v||g < c||v]|y fiir alle v € V. Ferner sei a : V x V — R
eine stetige und V-elliptische Bilinearform.

Es bezeichne § : H — V' den Losungsoperator des Problems
suche u € V', so dass a(u,v) = (f,v) fir alle v € V,
das heifst, u = Sf ist dessen Losung. Offensichtlich ist S linear und beschrankt
ISfllv < cll flla,

denn es gilt

1 1
ISFIR = IS fllvllully = [lully < o luu) =

1 c
—(frw) = —lflullulla < [ fllallullv.
E CE Cg

Deshalb ist das Eigenwertproblem &dquivalent zu

suche (A\,u) € C x H, so dass u = ASu. (15.3)

Lemma 15.2 Die Einbettung V' < H sei kompakt und a : V xV — R symmetrisch und
V-elliptisch. Dann ist der Losungsoperator § : V' — V' kompakt, symmetrisch beziiglich
des Innenprodukts a(-, ),

a(Su,v) = a(u,Sv) fir alle u,v € V,

und positiv

a(Su,u) >0 firalle0#ueV.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass S : V' — V ein kompakter Operator ist. Hierzu sei
B C V eine beschrankte Menge. Da die Einbettung V' — H kompakt ist, ist B C H eine
kompakte Menge. Aufgrund der Stetigkeit von § : H — V ist S(B) C V eine kompakte
Menge. Daher bildet & : V' — V beschrankte Mengen auf kompakte Mengen ab, ist
folglich also ein kompakter Operator.

Aus der Definition von S folgt, dass
a(Su,v) = (u,v) = (v,u) = a(Sv,u) fir alle u,v € V.
Die Symmetrie der Bilinearform a(-,-) impliziert daher
a(Su,v) = a(u,Sv) fir alle u,v € V.
Der letzte Teil der Behauptung ergibt sich schliefllich aus
a(Su,u) = (u,u) = ||ul|3 >0 fiiralle 0 #£u e V.
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Satz 15.3 (Spektralsatz) Es sei H ein separabler Hilbert-Raum und V' C H dicht. Die
Einbettung V' — H sei kompakt und a : V' x V' — R symmetrisch und V-elliptisch. Dann
existieren abzahlbar viele reelle Eigenwerte

O< A< A< A<
mit zugehorigen Eigenvektoren {u;} C V zum Eigenwertproblem
suche (A, u) € C x H, so dass a(u,v) = Au,v) fir alle v € V. (15.4)

Dabei ist +o0o der einzige Haufungspunkt von der Folge {)\;}. Die Eigenvektoren {uy}

bilden eine Orthonormalbasis von H, wahrend {)\,;1/ zuk} eine Orthonormalbasis von V
beziiglich des Innenprodukts a(-,-) bilden.

Beweis. Anstelle des Eigenwertproblems (15.4) betrachten wir (15.3), beziehungsweise
suche (u,u) € C x H, so dass Su = pu.

Da§ : V — V symmetrisch und kompakt ist, folgt aus dem Spektralsatz fiir symmetrische
und kompakte Operatoren, dass eine abzdhlbare Folge von positive Eigenwerten {py}
mit zugehorigen Eigenvektoren {v,} C V existieren. Die Eigenwerte {u;} haufen sich
hochstens in der 0, die Eigenvektoren {vy} bilden eine Orthonormalbasis von V' beziiglich
des Innenprodukts a(-, -).

Wir setzen A\ := 1/py, fiir alle & € N und erhalten
a(vg, w) = Apa(Svg, w) = (v, w) fur alle w € V.
Daraus ergibt sich fiir ug := V/ Apvg

1 A
(Uk, Uz) = —a(umué) =4/ & G(Uk, W) = 5k,£-
Y Y

Folglich ist {ux} orthonormal in H beziiglich des Innenprodukts (-, -).

Wir wollen nun zeigen, dass {uy} auch eine Basis von H ist. Dazu sei das Gegenteil ange-
nommen. Dann existiert ein 0 # f € H, so dass (f,ux) = 0 fiir alle k € N, beziehungsweise

(f,Uk):O, /{Z:LQ,

Da {v;} aber eine Orthonormalbasis in V' beztiglich des Innenprodukts a(-, ) ist, ergibt
sich

=0 furalleweV.
H

i o - St

n—00
k=1

Weil V' C H folgt

n—oo

— 0
H

|(f,w)] < + 1 e

——

n
w — Z a(w, vg)vg
k=1

a(w,vg) (f; vx)
k=1 0

fir alle w € V. Da V C H dicht ist, schlieken wir (f,v) = 0 fir alle v € H, speziell also
|| f|lzz = 0 beziehungsweise f =0 in H, was zu einem Widerspruch fiihrt. O
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15.3 Min-Max-Prinzip

Betrachte den Raleigh-Quotient

fir alle v € V.

R(v) = (v,v)

Die Eigenpaare {(A, ux)} von (15.4) erfiillen gerade

Rup) =X k=1,2,....
Sei 0 # v =777, apu € V. Dann folgt

R(v) = 2?1)‘/60% >\

>k O
und Ay = mingz,ey R(v). Sei
Up:=spanf{uy : k=1,2,... . m} CV
und
Ut :={veV:a(v,w) =0 fiir allew € U,}
={v eV :a(v,uy) =0 fir alle k =1,2,...,m}.

Falls v =37 aguy € Ut ., dann folgt a; = 0 fiir alle k =1,2,...,m — 1 und

m—1

R(U) Zk mAkak > )\
Zk mO‘k
Insbesondere ist
Am = min  R(v). (15.5)

04veUL

Allgemein haben wir

Satz 15.4 (Min-Max-Prinzip von Courant-Fischer) Unter den Annahmen von Satz 15.3
gilt
Am = min  max R(v).

VinCV  0#£veV,
dim Vy,,=m

Beweis. Sei V,,, C V mit dim V,,, = m beliebig und 0 # v € V,,, so gewéhlt, dass (v, u;) =0
fiiralle k = 1,2,...,m—1, das heift, v € V,,NU_,. Gleichung (15.5) impliziert R(v) > \,,
und da v beliebig war gilt folglich

R >\ .
omax R(v) 2 Am

Im Fall V;,, = U,, gilt sogar Gleichheit. Denn aus 0 # v = Y ;" | auy, folgt
R(U) Zk 1)%0% < )\
>k

Wegen R(v,,) = A\, erhalten wir daher
max R(v) = A\p.

0#£veUm,
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15.4 Finite-Element-Approximation

Sei Viy C V ein endlichdimensionaler Teilraum. Die Galerkin-Diskretisierung von (15.4)

lautet:
suche (A, u) € C x Vy, so dass a(u,v) = A(u,v) fir alle v € Vy. (15.6)

Satz 15.5 Unter den Annahmen von Satz 15.3 existieren N diskrete Eigenwerte {\y;} C
RY von (15.6) und eine Orthonormalbasis {uy} von Vy in H, so dass

a(un g, vn) = Ang(ung, vn) fir alle vy € V.

Beweis. Sei Viy = span{py : kK = 1,2,..., N} und uy = Z]kvz1 Trppr. Dann ist (15.6)
aquivalent zu

N N

Zxka(%@ka%W) :)\Zxk(@kawé)a £:1727"'7N'

k=1 k=1
Sei A = [a(pk, po)lke € RV*N die Steiffigkeitsmatrix und M = [(¢x, p¢)|re € RV*N die
Massenmatrix. Dann ist (15.6) also dquivalent zum verallgemeinerten Eigenwertproblem

Ax = \Mx.
Mit der Cholesky-Zerlegung LL” = M ist dieses Problem #quivalent zu
AX =L 'AL Tx=)%, x=L"x
Dabei ist A symmetrisch und positiv definit, weshalb N Eigenwerte
0<An: <An2 <---<Ayn

mit zugehorigen Eigenvektoren {X;}4_, existieren, welche eine Orthonormalbasis des RY
bilden. Die entsprechenden Eigenfunktionen {uy;}i_, C Vy sind orthonormal in H wegen

T Ty 1T ~T
(un g, ung) = X, Mxy = x;, LL" %0 = X}, X¢ = 0j 0.

O
15.5 Konvergenz der Eigenwerte
Lemma 15.6 Es bezeichne Py : V' — Vjy die Galerkin-Projektion, definiert durch
a(u — Pyu,vy) =0 fir alle vy € Vi, (15.7)
und sei
R [ Pyolla
T okveUm u|lg
Dann gilt
A SANm < —5—Ap firallem=1,2,..., N,
UN,m

vorausgesetzt es ist oy, > 0.
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Beweis. Aus oy, > 0 folgt dim(PyU,,) = m. Denn falls nicht, dann ist der Projektor
Py : U, — PyxU,, nicht bijektiv und es wiirde ein 0 # v € U, existieren mit Pyv = 0.
Dies widerspricht jedoch oy, > 0.

Es folgt
Pyv, P Pyu. P
Avm < max  R(v) = max CL(L’QNU): max CL(L’QNU)
iy 0£AvEPNUm, 0#£vEUm, HPNU”H ”vﬁUm ”PNU”H
V||H=

Da Py die orthogonale Projektion von v auf Vy beziiglich des Innenprodukts a(-,-) ist,
folgt
a(Pyv, Pyv) < a(v,v).

Wegen
a(v,v)

A pu— pu—
m = max Rv) = max =0

folgt hieraus
a(v,v) 1
AV < sup ———5 < A\, - sSup ——
T vevn I1PvUIE T e 1PNl
l[oll =1 l[oll =1

das ist die obere Schranke fiir Ay ,.
Die untere Schranke \,, < Ay, ergibt sich sofort aus dem Min-Max-Prinzip. ]

Lemma 15.7 Fiir jedes m > 1 existiert eine Konstante ¢ = ¢(m) > 0, so dass fiir jedes
Vy CV mit N > m gilt

(712va >1—c¢(m) sup |v— PN’UH%/.

’UGU’m
vl =1

Beweis. Sei w =", aguy, € Uy, mit |Jw||3, = > 7", o = 1. Dann gilt

1 = || Pyw|[f = (w,w) — (Pyw, Pyw)
= (w — Pyw,w + Pyw)
= —|lw = Pyvwl| +2(w — Pyw, w),
dies bedeutet,

Wegen a(ug,v) = A\g(ug, v) fir alle v € V ergibt sich

2

(w — Pyw,w) = Zak(w — Pyw,uy) = Z )\— (w — Pyw, uy).
k=1 k=1

Weil a(w — Pyw,v) = 0 ist fiir alle v € Vy, folgt weiter

(w — Pyw,w) = Z % a(w — Pyw, u, — Pyuy).

k=1 eV
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Die Stetigkeit der Bilinearform a(-, ) liefert

n 0]
(w0 — Pyw, w)] < esllw - Panv(ZMnuk - PNuknv)

o M
m o\V2/ m 1/2
a
< csljw — PN“’HV(Z )\—]§> (Z [k — PNukH%/>
k=1 "k k=1
m
< cs)\£|]w — Pywl||y sup ||lv— Pyollv.
1 veUnm
ol =1
Damit erhalten wir die Behauptung mit ¢(m) = 2cgv/m/ ;. O

Satz 15.8 (Konvergenz approximativer Eigenwerte) Es gelten die Annahmen von Satz 15.3
und sei limy_, o inf, ey |0 — vy|ly = 0 fir alle v € V. Dann existiert zu jedem m € N
ein Ny > 0 derart, dass

0 < ANm — Am < c(m) sup inf |lv—wy|?
veU,, VNEVN
vl =1

fiir alle N > Nj.

Beweis. Die Galerkin-Projektion erfiillt aufgrund des Céa-Lemmas

lo— Prolly < =2 inf o —vy]lv =50
CE‘ vNEVN
fiir alle v € V. Fiir jedes v = > )" | oy, € Uy, mit |Jo]| g = >0, o7 = 1 gilt auferdem

1/2

o= Pyl < 3 Jaul e — Prally < (z) (z Ju —PNukna)
k=1 k=1

k=1
=1

Die Kombination beider Abschétzungen ergibt

lim sup |[v— Pyvlly =0.
N—o00 VwEUm

vl =1

Hieraus folgt mit Hilfe von Lemma 15.7, dass ein N > N existiert, so dass oy, > 1/2
ist. Lemmata 15.6 und 15.7 liefern schliefSlich

Am < Angn < <1 +e(m) sup |[lv— PNv||2v> Am
vGUm
ol =1

mit einer Konstante ¢(m) > 0. O
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15.6 Konvergenz der Eigenfunktionen

Wir zeigen die Konvergenz der Eigenfunktionen nur im Fall, dass A, ein einfacher Eigen-
wert ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 15.8 gilt dann Ay # A, fiir alle & # m
und N > Ng. Deshalb ist die Grofke

PN.m = max _ AN

Nym ‘=

TISkSN ANk — Al
htm

wohldefiniert.

Lemma 15.9 Sei ), ein einfacher Eigenwert. Dann existiert ein Ny derart, dass mit
geeigneten uy ,, € Vy gilt

fur alle N > N,.
Beweis. Es bezeichne Py : H — Vy die Galerkin-Projektion auf Vy. Sei vy, die H-
orthogonale Projektion von Pyu,, auf die lineare Hiille von {uy,,}, das heifst

UNm = (PN Uy UN ) UNm- (15.8)

Da {un4}i, eine Orthonormalbasis in Vi beziiglich des Innenprodukts (-, -) ist, folgt

N N

| Pyt — Unml| 3 = UNE)UN K| = Z (PN, un i) - (15.9)
:1 H k=1
#m k#m

Aufgrund der Definition von Py (vergleiche (15.7)) gilt

1
(PNuma uN,k‘) - ma(PNuma uNk‘)

1
= mCL(uma un k)

Am

)\Nk (Um, un k)

und daher
()\N,k - )\m)(PNuma uN,k) - Am(um - PNUmauN,k)~

Diese Gleichung eingesetzt in (15.9) ergibt

||PNum - rUNnnH%{ S P?v,m Z (um - PNuma u]V,k)2
1<k<N
k#m

N
< P D (Ui — Pyttt y)?
k=1
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Wegen (15.8) ist

[onm — wnmll i = || {(Pyttms unm) = Lhunm ||y = [(Pytim, wnm) — 1) Junmlls (15.11)
——

=1

und
|umll g =[[tm — vnmlle < lovmlle < ||umlla +twm — vvmll#,
—— —— ——
=1 =[(PNum,uN,m)| =1
das heift,
|]' - (PNumauN,m)| S ||um - UN,mHH- (1512)

Die Kombination von (15.11) und (15.12) ergibt

lonm — unmlla < Jum — vnmlla < |um — Pyl + || PNtm — On | a2
Damit erhalten wir
||um - uN,mHH S ||um - PNUmHH + ||Pnum - UN,mHH + ||UN,m - uN,mHH
S 2||Um — PNUmH + 2||PNUm — UN,mHH-

Abschétzung (15.10) liefert schlieklich die Behauptung,. O

Lemma 15.10 Es gilt die Identitét

a(UN,m — Um,, UN;m — um) - )\mHUN,m - um”%{ + )\N,m - )\m

Beweis. Das Behauptete folgt aus
A(UNm = Uy UN g — U) = A(UN s UNm) + (U, U) — 20(UN i, Uy
= AN+ A — 220 (UN ), Ui
= ANm — Am + 2)\m{1 — (UNm, um)}
und

HuN,m - um”?i = ”uN,m”%I + Hum’ﬁ{ - Q(UN,maum) = 2{1 - (uN,mvum)}-

O

Satz 15.11 (Konvergenz approximativer Eigenfunktionen) Es gelten die Annahmen von
Satz 15.3 und sei limy_,o inf, ey ||[v — o]y = O fiir alle v € V. Ist A, ein einfacher
Eigenwert, dann existiert ein Ny > 0 derart, dass fiir alle N > Ny Ay, ebenfalls ein
einfacher Eigenwert ist. Weiterhin existiert eine von N unabhéngige Konstante ¢ > 0, so
dass die Fehlerabschétzungen

|um — unmlly <c sup inf |v—on|v
vel,, YNEVN
llvll =1

und
ltm — unmlla < c||tm — Pnum|la

gelten.
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Beweis. Aus Satz 15.8 ergibt sich, dass der Eigenwert Ay, einfach ist. Ferner ist py ,
unabhéngig von N beschrankt, so dass die zweite Abschitzung aus (15.9) folgt. Zusammen
mit Satz 15.8 und Lemma 15.10 folgt hieraus dann die erste Abschétzung

1
||um - uN,mH%/ S C_a'(uN,m — Um, uN,m - um)
E
1 2
- )\mHuN,m - umHH + )\N,m - )\m
CE
1 .
< —{cAmHum — Pyxupl|3 +c(m) sup inf |[jv— UN”%/},
CE veU,, UNEVN

vl =1

denn es ist

”um - PN“m”%{ S C”um - PNum”%/ S c inf Hum - UNH%/-
vNEVN
]

Bemerkung Fiir einen Differentialoperator zweiter Ordnung ist V = H}(Q2) und H =
L?(€2). Bei einer Galerkin-Diskretisierung mit linearen Elementen konvergieren die Eigen-
werte quadratisch in A. Hingegen konvergieren die Eigenfunktionen in der Energienorm
nur linear, wihrend sie in L?(Q) ebenfalls quadratisch konvergieren. Man beachte jedoch,
dass die Konstanten dabei von der Nummer m des Eigenwerts abhingen. A
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16. Lineare Elastizitat

16.1 Herleitung

In der Elastizitatstheorie werden Verformungen und Spannungen von Korpern betrach-
tet. Ausgegangen wird von einem elastischen Korper, der mit einem beschénkten und
zusammenhingenden Gebiet Q C R? identifiziert werde. Wirken auf diesen Kérper Ober-
flichenkrifte g : Ty — R? und Volumenkrifte £ : Q@ — R? so erzeugen diese einen
Spannungszustand im Innern des Korpers. Dieser wird beschrieben durch den Spannungs-
tensor

o= [0, Q— R

sym *
Die Spannung erzeugt eine Deformation ¢ : 0 — R¢ des Kérpers. Durch diese Deforma-
tion wird jeder Massenpunkt x € Q auf ¢(x) € R? abgebildet. Die Abbildung ¢ wird im
folgenden stets als geniigend glatt und lokal injektiv vorausgesetzt. Daher muss fiir den
Deformationsgradienten V¢ gelten:

901 Op1 ., 041

ox1 Oxo Oxg

Op2 Op2 ., Op2

o Ox1 Oxo oxyg
det(Ve) = det |~ . > 0.

Opd  O¢a .. O¢d

ox1 Oxo Oxq

Wichtig sind die durch die Deformation ¢ erzeugten Anderungen des Linienelements. Es
ist

p(x+y) = o)+ Ve)y + O(lyl*)
Also gilt fiir den Euklidischen Abstand

le(x+y) = e®)|* = VeI + Oyl*) = y" (Ve ) Vex)y + O(ly]?).

Fiir die lokale Anderung von Lingen ist also der Cauchy-Greensche Verzerrungstensor
ausschlaggebend:

C = (Ve(x)) Ve (x).

Die durch 1
E = é(C—I) (16.1)

definierte Abweichung von der Identitét bezeichnet man als Verzerrung.

In der Praxis ist die Verschiebung u : Q — R wichtiger als die Deformation. Sie ist
gegeben durch
u(x) =p(x)—x, xe€Q, (16.2)
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Durch Einsetzen von (16.2) in (16.1) erhdlt man
1 1
E = 3 [Vu+ (Vu)'] + a(Vu)TVu.

Bei kleinen Verzerrungen kann der letzte Term vernachléssigt werden und so entsteht der
linearisierte Verzerrungstensor

Q) — Réxd

€ = [ei] Gy

welcher gegeben ist durch

g(u) == %[Vu + (Vu)']. (16.3)

Gemaéfs des Hookeschen Gesetzes wird der Zusammenhang zwischen den Verzerrungen
e und den Spannungen o durch den (konstanten) FElastizititstensor A : ngxrg — ngxrg
beschrieben:

LA
r(e —e.
(1+v)(1—2v) 1+v

Hier ist £ > 0 das Elastizitdtsmodul und 0 < v < 1/2 die Poisson-Zahl.

o= Ae =

Beispiel 16.1 Aufgrund der Symmetrie des Verzerrungs- und des Spannungstensors lau-
tet in Matrix-Schreibweise der Zusammenhang zwischen beiden in zwei Raumdimensionen

o1 E 1—v v €11

O99| = 1—v €99

’ (1+v)(1-2v) ’

01,2 1—2v €1,2

und in drei Raumdimensionen

_0171_ 1 —v v v ] _8171
02,2 v 1—v v €22
os3| E v v 1—v €33
01,2 (1+v)(1—2v) 1—2v €12
01,3 1—-2v €1,3
_0'273_ L 1— 21/_ _8273_

In zwei Raumdimensionen sieht man sofort mit Hilfe von Gerschgorin-Kreisen

AN—(1—-v)|<v oder A=1-2v

ein, wobei wir den Faktor vor der Kopplungsmatrix weggelassen haben, dass diese fiir
0 < v < 1/2 positiv definit ist. In drei Raumdimension zeigt man dies, indem man die
Gerschgorin-Kreise fiir deren Inverse betrachtet:

1
—v
2

—v
1

-V

| =

-V
-V

1

1+v

Denn fiir die Inverse gilt modulo Skalierung

IA—1| <2v oder

1+v

1+v

A=1+vw.
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Im Gleichgewichtszustand gilt im Korper

—div(o(u)) =f inQ, (16.4)
wobei die Divergenz einer matrixwertigen Funktion S = [sy,ss, ..., s4]7 gegeben ist durch
divS = [div sy, divs,, ..., div sd]T

Zusétzlich zu (16.4) gelten Dirichlet- bzw. Verschiebungsrandbedingungen
u=0 aufl'p C 0N (16.5)
oder Neumann- bzw. Spannungsrandbedingungen

oun=g auf Iy =00\Tp. (16.6)

Wir wollen abschliefend noch eine dquivalente Schreibweise der linken Seite von (16.4)
herleiten. Mit Hilfe der Lamé-Konstanten

Ev E

AT oa-w)y M2y

(16.7)

und (16.3) folgt der direkte Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u und dem
Spannungstensor o

o(u) = Adiv(u)I+ p[Vu+ (Vu)']. (16.8)
Demnach haben wir die Beziehung
div (o(u)) = pAu+ (A + p)V(div u)

mit dem Laplace-Operator fiir vektorwertige Funktionen:

0 0 0
+asut--+ U

Au= -2
" &zﬁu 03 ox?

16.2 Variationsfomulierung

Um die Variationsformulierung zu erhalten, miissen wir (16.4) mit einer Testfunktion
v : 0 — R? multiplizieren und iiber das Gebiet () integrieren:

. /Q v (). vy i = [ (v ax (16.9)

Q

Die partielle Integration der linken Seite via komponentenweisem Anwenden des Gaufs-
schen Integralsatzes liefert

- /Q(div (o(u)),v)dx = /Qa(u) :Vvdx — /aQ(U(u)n, v) do. (16.10)

Hierbei ist fiir zwei Matrizen B = [b;;], D = [d; ;] € R™? das Frobenius-Skalarprodukt
definiert durch
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In Anbetracht von (16.5) erfiillen alle kinematisch zuléssigen Verschiebungen die Bedin-
gung v = 0 auf ['p. Demnach lautet der Energieraum

V= {V c [HY(Q)]*: V’FD = 0}.
Definieren wir also die Bilinearform a : V' x V — R durch
a(u,v) := / o(u): Vvdx
Q

und die Linearform ¢ : V — R durch

(v = /Q (F,v) dx + /F g var

so erhalten wir wegen (16.6) offensichtlich die Variationsformulierung:
suche u € V, so dass a(u,v) =/{(v) firalleveV. (16.11)

Hierbei konnen wir wegen der Symmetrie von o (u) und (16.8) die Bilinearform a(-, -) auch
umschreiben gemafs

a(u,v):/QU( u) : [Ver V)] dX:/As

IQM/E( ):€e dx—l—)\/dlv ) div(v) dx.
Q Q

Hieraus ist sofort ersichtlich, dass die Bilinearform a(-,-) symmetrisch ist. Mit Hilfe der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung weist man ausserdem leicht

(16.12)

1
la(u,v)| < §,uHVu+ (Vu)” HL2(Q HVV+ (Vv) H +d)\||Vu||Lz(Q Vvl L2

L2(2)

<2 Vull 20, <29Vl 20,
nach, das heift die Bilinearform a(-,-) ist stetig. Auch das Funktional £(-) ist stetig:

V)] < IEll 2@ VIiee) + I8l IVl z2@n) < ellViia@)-

Die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung der Variationsformulierung (16.11) folgt
deshalb aus dem Satz von Lax-Milgram (Satz 3.11), vorausgesetzt a(-, -) ist elliptisch.

16.3 Elliptizitatsabschatzung

Um die Elliptizitét der Bilinearform a(-, -) im Fall eines Dirichlet-Randwertproblems nach-
zuweisen, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 16.2 (erste Kornsche Ungleichung) Fiir alle v € [H}(2)]? gilt

1
/s(v) ce(v)dx > §|v|§11(9).
0
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Beweis. Fiir ¢ € [C5°(Q2)]? folgt

[ et@)is@rix=7 [ [Veo+ (V)] : [Veo + (V)] dx
Q Q
= %/QVLP : chdx—%%/ﬁch (V) dx.

Zweimaliges partielles integrieren ergibt
d d d 2
dp; Op; I Op; I
: Tax = / L dx = / L dx = / d
/QVSO (Vi) dx Z q O0x; 0x; x Z q Oz; Ox; x Q Z ox; x
Z7j:1 J Zv]:1 J i=1

- /Q (div(cp))de > 0.

Daher erhalten wir
1 15
e(p) relp)dx =5 | Vo Vodx = glplhq)-
Q Q

Diese Abschiitzung impliziert die Behauptung aufgrund der Dichtheit von [C5°(2)]¢ in
[Hy ()] 0

Aus (16.12) folgern wir

a(v,v) > 2,u/ e(u) : e(u)dx > u|v\§{1(ﬂ).
Q
Aufgrund der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung (Satz 3.5), welche auf jede Kompo-
nente von v € [H ()] angewendet werden kann, folgt nun offensichtlich die Elliptizitit
der Bilinearform
a(v,v) > CE”VH%,l(Q) fiir alle v € [H3(Q)]% (16.13)

Bemerkung Die Elliptizitatsabschatzung (16.13) behélt auch dann ihre Giiltigkeit, wenn
fiir v nur auf einem Teil des Rands Nullrandbedingungen vorgeschrieben sind, also wenn

v € V und |I'p| # 0 ist. A

16.4 Starrkorperbewegungen

Im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems ist der Kérper nirgendwo fixiert. Es ist
anschaulich klar, dass dann Starrkorperbewegungen, also Translationen und orthogonale
Transformationen, den Spannungszustand eines Korpers nicht dndern. Diese Starrkorper-
bewegungen werden gerade durch den Raum

R:={v(x)=Bx+d:B=-B", BeR™, deR’} c[L*O) (16.14)

charakterisiert, denn es gilt:
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Lemma 16.3 Es gilt €(v) = 0 genau dann, wenn v € R.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass e(v) = 0 fiir v € R. Wir miissen also nur die
Riickrichtung zeigen. Dazu beachte man die Identitét

du,  Ogji(v) n dein(v)  O2i4(v)
O0x;0x; Oy Ox; oxy,
Im Fall e(v) = 0 folgt hieraus Ovy/(0x;0x;) = 0. Deshalb ist v = Bx + d eine lineare

Funktion. Wegen 0 = 2e(v) = Vv + (Vv)? = B + BT ergibt sich B = —B” und d € R?.
Dies impliziert v € R. O

Bemerkung Die durch den Vektor d charakterisierten Verschiebungen heiken Starrkor-
pertranslationen. Die durch die Matrix B charakterisierten orthogonalen Drehungen hei-
fsen Starrkérperrotationen. Wie man sich leicht iiberlegt, ist die Dimension von R gerade
d(d+ 1)/2. Dies bedeutet, es gilt in d = 2 Raumdimensionen dim R = 3 und

rewe{ o] 1] [2]}

wahrend in d = 3 Raumdimensionen dim R = 6 ist und

1 0 0 T 0 —3
R = span O, 1,0, |—21|,| 23 |,]| O
0 0 1 0 —X Ty

A

Beschriinkt man sich auf Funktionen v € [H'(Q2)]%, die orthogonal zu den Starrkérperbe-
wegungen sind, das heifst, fiir die v L R gilt, so erhélt man die folgende Elliptizitéitsab-
schétzung.

Lemma 16.4 (zweite Kornsche Ungleichung) Fiir alle v € [H1(Q)] N R* gilt

/Qe(v) ce(v)dx > c||v||?11(9).

Beweis. Den Beweis dieser Abschétzung findet der geneigte Leser beispielsweise in O.A. Olei-
nik, A.S. Shamaev and G.A. Yosifian “Mathematical Problems in Elasticity and Homoge-
nization”. Ol

Weil insbesondere div(v) = 0 gilt fiir alle v € R, schliefen wir aus Lemma 16.3, dass
a(v,v) =0 fiir alleveR. (16.15)

Deshalb benétigen wir im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems eine Kompatibi-
litdtsbedingung an die rechte Seite:

lv) = /(f, v) dx +/ (g,v)do =0 fiir alle veR. (16.16)
Q I'n
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Definieren wir nun

Vi={ve [HY(Q)4:v L R},

so folgt aus der zweiten Kornschen Ungleichung die V-Elliptizitdat der Bilinearform a(-, -)
auch im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems:

a(v,v) > 2,u/ e(v):e(v)dx > 2uc||v||§{1(9) fir alle ve V.
Q

Deshalb besitzt das Variationsproblem (16.11) unter der Voraussetzung (16.16) eine ein-
deutige Losung in V.

16.5 Lagrange-Multiplikatoren

Im Fall eines reinen Neumann-Randwertproblems ist die Variationsformulierung nur dann
eindeutig losbar, falls die Losung orthogonal zu den Starrkérperbewegungen gesucht wird.

Diese Nebenbedingung kann man mittels Lagrange-Parametern erzwingen. Dazu sei {ry, ro, . ..

mit R = dim R eine Basis von R. Wir suchen nun u € [HY(Q)]? und A\, Xg, ..., Az € R,

so dass
R

a(u,v)+ > Alrp,v) =£(v)  fiir alle v € [H'(Q)]",

o (16.17)

(rp,u) =0 fir alle k =1,2,..., R.

Wiéhlen wir als Testfunktionen gerade die ry, & = 1,2,..., R, so folgt wegen (16.15),
(16.16) und der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen {r,} sofort Ay = 0 fiir alle
k=1,2,..., R. Folglich kénnen wir A\; = 0 in der ersten Gleichung aus (16.17) durch die
entsprechende zweite Gleichung aus (16.17) ersetzen und erhalten

a(u,v) + Z(rk, u)(ry,v) = £(v) fiir alle v € [H'(Q)]. (16.18)

Die modifizierte Bilinearform

Umod (1, v) :=a(u,v) + Z(rk, u)(ry, v)

R
k=1

ist nun elliptisch auf ganz [H'(Q)]¢, da in Lemma 16.5 gezeigt wird, dass durch

R

IVIP = VI + D [k v)I?
k=1

eine zur [H'(2)]%-Norm #quivalente Norm definiert wird. Folglich ist das Variationspro-
blem (16.18) eindeutig l6sbar in [H!(£2)]%.

Lemma 16.5 Es gilt
dvlimve < IVl <@lvila o

fiir alle v € [H*(Q)]%.

7rR}
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Beweis. Wegen

NE

R
(e V)P <D leelFa@lIVIEa@) < clviiin,
k=1

B
Il

1

ist die Abschéatzung nach oben trivial. Die Abschéitzung nach untere wird hingegen indirekt
nachgewiesen.

Angenommen, die Abschidtzung nach unten gilt nicht. Dann gibt es zu jedem n € N eine
Funktion v,, € [H1(Q)]¢, so dass

IVallziy =1 und - flvaf} <~

gilt. Demnach muss

R

nh—>nolo; |(rp, Vi) =0 und nh_)rgo Vol mi@) =0

gelten. Weil nach dem Rellichschen Auswahlsatz 5.9 die Einbettung [H(2)]? < [L*(Q)]¢
kompakt ist, existiert es eine Teilfolge von {v,}, welche in [L?(2)]¢ konvergiert. Ohne

Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass es sich dabei um die ganze
Folge handelt. Aufgrund von

v — Vm||?{1(9) = [lvn — Vm||%2(9) + v — Vm|12r{1(9)

schliefen wir, dass {v, } eine Cauchy-Folge in [H'(2)]? ist. Wegen der Vollstindigkeit des
Raums existiert ein Grenzelement v* € [H*(Q)]¢ mit ||v, — v*||z1 @) — 0 fiir n — oo.
Aus Stetigkeitsgriinden ergibt sich

Vi@ =1 und v =0.

Es folgt also [v*|g1(q) = 0, weshalb v* konstant sein muss. Wegen S e v =0
muss aber v* = 0 sein, was ein Widerspruch zu [|[v*||g1(q) = 1 darstellt. O

Bemerkung Bei diesem Lemma handelt es sich um eine spezielle Version des Normie-
rungssatzes von Sobolev, dessen Beweis auf derselben Beweistechnik beruht. Speziell ha-
ben wir zuvor diese Technik bereits zum Beweis von Lemma 5.10 verwendet. A

16.6 Finite-Element-Approximation

Zunéchst erortern wir die Galerkin-Diskretisierung der Variationsformulierung (16.11)
im Fall |[I'p| > 0. Dazu sei Vj, C V ein endlichdimensionaler Teilraum von V. Speziell
betrachten wir stiickweise lineare Ansatzfunktionen auf einer quasi-uniformen Familie 7},
von Triangulierungen des Gebietes (2

Vi ={vel[C(): v|re [P’ fir alle T € T; und v|r, = 0}.

Man beachte, dass der Knoten am Ubergang von den Dirichlet-Randbedingungen zu
Neumann-Randbedingungen selbst ein Dirichlet-Randknoten ist, das heifst, I'p ist eine
abgeschlossene Menge.
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Die Galerkin-Diskretisierung der Variationsformulierung (16.11) lautet nun:
suche u;, € V3, so dass a(uy,vy) = €(vy) fir alle v, € V. (16.19)

Aufgrund von Stetigkeit und Elliptizitéat der Bilinearform a(-, -) folgt sofort aus dem Céa-
Lemma (Satz 4.1), dass

”11 — lthHk(Q) < Chzik”ll”HQ(Q), k= O, 1, (1620)

vorausgesetzt die Losung u ist in [H?(2)]¢ enthalten. Dazu geniigt im Fall eines reinen
Dirichlet-Randwertproblems die Voraussetzung, dass €2 ein konvexes Polygongebiet und
f € [L?(Q)]? ist. Im Fall gemischter Randbedingungen ist die Regularitiitstheorie we-
sentlich schwieriger, weil im allgemeinen Singularitditen am Ubergang von Dirichlet- zu
Neumann-Randbedingungen auftreten.

Wie im Abschnitt 16.5 gezeigt wurde, behélt die Fehleranschétzung (16.20) auch im Fall
eines reinen Neumann-Randwertproblems ihre Giiltigkeit, falls die modifizierte Bilinear-
form aus (16.18) zugrundegelegt wird.

Schlieklich wollen wir die Bilinearform (16.12) auch noch explizit anzugeben. Dazu ver-
wenden wir die unter Ingenieuren iibliche Voigtsche Notation. Fiir

Quy
€11 oz,
= ._ _ ou
g = 5272 = 8_13
Oui 4 Oup
281’2 811 amg

gilt, ausgedriickt mit Hilfe der Lamé-Konstanten aus (16.7),

01,1 A+ 24 A
o= |032| = A A+ 2u €,
01,2 H

vergleiche Beispiel 16.1. Weil aufgrund der Symmetrie die Nebendiagonalelemente in der
Summe o : € = Z? j=10i,j€i,; doppelt vorkommen, folgt in zwei Raumdimensionen

Ouy Qv
gxl A + 2:“ A garl
_ Quy Oug
a(u,v) = / e A A+ 20 o dx.
Q| Qur | Oug Ovy + Ovg
ox1 Oxo M Ox1 Ox2

Analog ergibt sich im dreidimensionalen Fall fiir

- - [ Our ]
€11 0
€22 O
Quz
= |20 | = ou 2o
: Qui | Oug | >
2e12 gm + 2“
2 Ouy | Oug
61’3 oz + amg
2e93 Qua | Oug
- T _81'2 81'3_
dass L ~ _
01,1 A —+ 2,u A A
022 A A + 2,u A
~ o A A A+ 2 ~
o= 33 = H €
01,2 H
01,3 1%
| 02,3 L ]
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Daher ist

a(u,v)

Our
o1
Quy
o1

0o

Ouy

or1

Oua

0x2

Oug

ox3

Quy | Oug

Oug
0

dus
ox3

Ox3

Ouy
o1
Quy
o1

ovy

P
finss

oo

vz

ox3

Oug
0

dus
ox3

Quy | Oug

L Oz2

Ox3

dx.
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