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Aufgabe 1. (polynomiale Finite Elemente)

Wir wollen die Bilinearform a(u, v) = (∇u,∇v)L2(Ω) mittels stückweise stetigen, element-
weise polynomialen Finiten Elementen vom Grad d diskretisieren. Dazu betrachten wir
die Ansatzfunktionen

{
Ni}i=1,...,d(d+1)/2 auf einem allgemeinen Dreieck T mit Eckpunk-

ten (xi, yi)i=1,2,3, und die Ansatzfunktionen
{
N̂i}i=1,...,d(d+1)/2 auf dem Referenzdreieck

T̂ . Zeigen Sie, dass die folgende Transformation auf das Referenzdreieck∫
T

〈
∇Ni(x),∇Nj(x)

〉
dx =

1

2|T |
(A+B + C)

gilt mit

A =
(
(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2

) ∫
T̂

∂N̂i

∂λ1

∂N̂j

∂λ1
dλ1 dλ2

︸ ︷︷ ︸
=ai,j

B =
(
(x2 − x3)(x3 − x1) + (y2 − y3)(y3 − y1)

) ∫
T̂

(
∂N̂i

∂λ1

∂N̂j

∂λ2
+
∂N̂i

∂λ2

∂N̂j

∂λ1

)
dλ1 dλ2

︸ ︷︷ ︸
=bi,j

C =
(
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2

) ∫
T̂

∂N̂i

∂λ2

∂N̂j

∂λ2
dλ1 dλ2

︸ ︷︷ ︸
=ci,j

Dies bedeutet insbesondere, dass die lokale Finite-Elemente-Matrix von T eine Line-
arkombination von a-priori berechenbaren Matrizen auf dem Referenzdreieck ist. Es
müssen jeweils nur die Koeffizienten neu berechnet werden.

Hinweis. Benutzen Sie die gleiche Koordinatentransformation wie bei der Berechnung
der lokalen Elementmatrizen der Raviart-Thomas-Elemente.

(4 Punkte)



Aufgabe 2. (Taylor-Hood-Elemente auf dem Referenzdreieck)

Auf einem Dreieck T seien
{
Ni}i=1,...,d(d+1)/2 und

{
Mi}i=1,...,d′(d′+1)/2 polynomiale Finite

Elemente vom nicht notwendigerweise gleichen Grad d bzw. d′. Zeigen Sie, dass∫
T

div

[
Ni(x)

0

]
Mj(x) dx =

(
y3 − y2

) ∫
T̂

∂Ni

∂λ1
Mj dλ1 dλ2

︸ ︷︷ ︸
=di,j

+
(
y1 − y3

) ∫
T̂

∂Ni

∂λ2
Mj dλ1 dλ2

︸ ︷︷ ︸
=ei,j

und∫
T

div

[
0

Ni(x)

]
Mj(x) dx =

(
x3 − x2

) ∫
T̂

∂Ni

∂λ1
Mj dλ1 dλ2 +

(
x1 − x3

) ∫
T̂

∂Ni

∂λ2
Mj dλ1 dλ2.

(4 Punkte)

Aufgabe 3. (lokale Formfunktionen)

Geben Sie die lokalen, quadratischen Formfunktionen N̂i und die linearen Formfunktio-
nen M̂i aus den Aufgaben 1 und 2 auf dem Referenzdreieck an. Berechnen Sie jeweils
eine Spalte der Matrizen mit den Einträgen ai,j , bi,j , ci,j , di,j und ei,j .

(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Q1-P0-Element)

Wir betrachten das Q1-P0-Element, wobei Uh den Raum für die elementweise bilineare
Diskretisierung des Flusses und Vh den Raum für die elementweise konstante Diskreti-
sierung des Drucks bezeichne. Der Raum Rh ⊂ Vh sei definiert durch

Rh = {q ∈ Vh : (q, ρ)L2(Ω) = 0},

wobei ρ den zur Schachbrett-Instabilität gehörenden Druck bezeichne. Für die unsym-
metrische Bilinearform der Stokes-Gleichung lässt sich dann zeigen, dass

sup
vh∈Uh

b(vh, qh)

‖v‖H1(Ω)
≥ βh‖qh‖L2(Ω) für alle q ∈ Rh.

Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass sich der Faktor h in dieser Abschätzung nicht
vermeiden lässt.


