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Aufgabe 1. (LBB-Bedingung)

Seien V, @) Hilbert-Réume, wobei @) endlichdimensional sei. Ferner sei b : V x @ — R
eine Bilinearform mit .
B := inf sup bv, )

9€Q eV m

Zeigen Sie: Aus = 0 folgt, dass ein ¢ € @ existiert mit b(v,q) = 0 fir alle v € V.
Hinweis. Nutzen Sie aus, dass die Menge {q € Q : ||q]|¢ < 1} kompakt ist.

(4 Punkte)

Aufgabe 2. (Uzawa-Algorithmus mit konjugierten Richtungen)

Das folgende lineare Gleichungssystem soll numerisch gelost werden:

A B |u|l |f
BT 0| A |g|°
Dabei sei A eine positiv definite Matrix und B habe vollen Rang.

a) Zeigen Sie, dass die Losung (u, A) sich als Losung folgender Gleichungssysteme cha-
rakterisieren lésst:

BTA 'BA=BTA 'f — g,
Au=f—-BA.
b) Der Uzawa-Algorithmus mit konjugierten Richtungen lautet:

up = A"L(f — BX),
do =TIy .= BTUQ -8,

pr == Bdy,
by, := A" 'py,
2
. r
Akt1 = Ap +apdy, mit o = I .I.kH ,
pkhk
Upy1 i= ug — aghyg,
rpr1 =BTy — g,
2
. i1
dj+1 = rp1 + Bpdy  mit Gy = HIIFZHJ :

Zeigen Sie, dass dieser Algorithmus mathematisch dquivalent ist zum CG-Verfahren
fiir das erste Gleichungssystem aus Aufgabenteil a).



Aufgabe 3. (Bramble-Pasciack-CG fiir das Stokes-Problem)
Wir betrachten die Stokes-Gleichung

—Av+Vp=f, div(v)=0 inQ

mit homogenen Randbedingungen fiir v. Nach der Diskretisierung auf einem Netz der
Maschenweite h sei das Gleichungssystem

A Bj|ul |(f
BT 0| |p| |O
gegeben. Der Vorkonditionierer Ag erfiille fiir x # 0 die Beziehung

0 < xTApx < xTAx

und sei uniform spektralidquivalent zu A. Zeigen Sie, dass die Konditionszahl der System-
matrix S des Bramble-Pasciak-CG-Verfahrens unabhéingig von h durch eine Konstante
beschrénkt ist. Was bedeutet dies fiir die Anzahl der bendtigten Iterationen?

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir Konstanten 0 < 8 < B und x # 0 gilt:
BlIx|I* < xTBTA™'Bx < f||x|/*.

(4 Punkte)

Aufgabe 4. (Ableitungen von Gebieten)
Fiir ein Gebiet Q C R? sei das Gebiet €; € R? gegeben durch

Qt:{yeRd:yzx+tv(x), XEQ}.

Hierbei sei das Verschiebungsfeld v: R4 — RY stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass fiir
eine stetig differenzierbare Funktion f: RY — R gilt

0
Q¢

Hinweis: Tranformieren sie das Integral {iber 2, auf 2 und arbeiten Sie mit Differen-
zenquotienten. Sie diirfen dabei verwenden, dass

- / div(f v) dx.

t=0
Q

9 det (I+tVv(x))

oy = div (v(x)).

t=0

(4 Punkte)



