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Nachdem wir uns bisher mit dem stationiren, elliptischen Poisson-Problem befasst haben,
mochten wir uns auf dem letzten Programmierblatt der L&sung von zeitabhingigen Problemen
widmen. Exemplarisch betrachten wir dazu ein hyperbolisches Problem, die Wellengleichung.

Wellengleichung

Auf einem Gebiet Q C R? und einem Intervall [0, T] mit T < oo betrachten wir die Gleichung

52
ﬁu(x, ) —Acu(x,t) =0 fir (x,t) € Q x(0,T].

Dabei agiert der Ax-Operator nur auf der Ortsvariablen x. Die Losung u(x, t) beschreibt
dann eine Grosse, welche Wellenphinomene beschreibt. Zur eindeutigen Losbarkeit der
Gleichung miissen entsprechende Anfangs- und Randbedingungen vorgegeben werden. Der
Einfachheit halber beschrinken wir uns auf homogene Dirichlet- und homogene Neumann-
Randbedingungen.! Das komplette System von Gleichungen, dass wir betrachten, lautet also:

az
ﬁu(x, ) —Acu(x,t) =0 fir (x,t) € Q x (0,T],

u(x,t) =0 fur (x,t) € I'p x (0, T],
(Vxu(x,t),n(x)) =0 fir (x,t) € I'y x (0,T],
u(x,0) = up(x) firxe Q,

d
au(x, 0) =vo(x) fiirxe Q.

Ortsdiskretisierung

Betrachtet man die Wellengleichung fiir einen fixierten, aber beliebigen Zeitpunkt ¢ € (0,T], so
kann man die (6rtlich) schwache Formulierung bilden und davon die Galerkin-Approximation
fiir einen vorgegebenen Finite-Elemente-Raum V}, des Gebiets Q2 bilden. Die zeitabhingigen
Koefhzienten der Finite-Element-Approximation erfiillen dann eine gewdhnliche Differenti-
algleichung zweiter Ordnung. Zusammen mit den Anfangswerten ergibt dies dann folgendes
Anfangswertproblem:

82
M, ﬁu(t) +Apu(t) =0 furt € (0,T],

u(0) = ITj uo,

0
—u(0) = IIj vy.
at() h Vo

Hierbei ist M, = [{(¢i, ¢j)12(0)]ij die Massenmatrix und Ay, = [(Ve;, Vo ;)12pli; die
Steifgkeitsmatrix, wihrend der Operator ITj, die Anfangswerte in den Finite Elemente-Raum
V), abbildet (z.B. per Projektion oder Interpolation) und deren Koefhizienten zuriick gibt.

! Akustisch entsprechen die homogenen Dirichlet-Daten einer schallweichen Randbedingung (offenes Fenster)
wihrend die homogenen Neumann-Daten eine schallharte Randbedingung (Wand) darstellen.



Zeitdiskretisierung

Fiir die Diskretisierung des Anfangswertsystems benutzen wir Finite Differenzen. Fiir N € N
sei hierfiir {ty, t1, ..., tn} ein regelmissiges Gitter fiir das Zeitintervall [0, T], das heisst ¢, = 0,
ty =T und t; = id mit § = T/N. Wir setzen u® =~ u(t;) furi =0,..., N. Mit dem Ersetzen
der zweiten Ableitung durch die zentrale Differenz zweiter Ordnung,

a_z (t) — u(ti+1) - 2u(t,~) + u(ti—l)
atzu v 52 s

erreicht man die Gleichung des klassischen leapfrog-Verfahrens,
Mhll(Hl) - (2My, — 52Ah)u(i) + Mhu(i_l) =0.
Benutzt man stattdessen die Vorwirts- und Riickwirts-Differenzen zweiter Ordnung,

u(tiv1) — 2u(t) + u(ti-1) 9* _u(tis) — 2u(t) + uti-1)
52 und ﬁu(tiﬂ) = 52 ,

:_;u(ti—l) =~
so erhilt man die verwandten Gleichungen

Mhu(i+1) - 2Mhu(i) + (My, + 52Ah)u(i_1) =0
und

My, + 52Ah)u(i+1) — oM u® + Mu Y = o.

Um die Symmetrie der Gleichungen um den Punkt i zu erhalten, addieren wir sie und kommen
auf die Gleichung

(Mh + %52Ah)u(i+l) — 2Mhu(i) + (Mh + %SZAh)u(H) =0,

also eine Art von impliziter Modifikation des klassischen leapfrog-Verfahrens.

Durch bilden der Konvexkombination der Gleichung des leapfrog-Verfahrens mit der der
impliziten Modifikation erreichen wir schliesslich fiir 6 € [0, 1] die Gleichung

(Mh + gézAh)u(’“) - (ZMh -(- 9)52Ah>u(i) + (Mh + gézAh)u(i_l) =0.

(i+1)

Aufgel6st nach u'™ ergibt sich also

utD = (M + 55%A4) " ((2M — (1= 0)5%A0)u® - (M + 5674, )u D)
und wir erhalten ein 6-leapfrog-Schema,
attD) — Sﬁs,th,cs,eu(i) —ulD,

wobei Sps9 = Mp + g5zAh und Ry, 59 = 2M;, — (1 — 0)2Ay, sind.

Offensichtlich ist das 0-leapfrog-Schema fiir jedes @ € R mindestens konsistent von der
Ordnung 2 und zum Beispiel fiir 0 = 0 ein explizites Verfahren respektive fiir 0 = 1 ein
implizites Verfahren. Da die Wellengleichung als Anfangswertproblem steif ist (analog wie bei
der Wirmeleitungsgleichung, siche Ubungsblatt 9, Aufgabe 1), muss das 6-leapfrog-Schema
mit 0 = 0 bei zu grossen Zeitschrittweiten § instabil werden. Dabei hingt die Schranke fiir
die Zeitschrittweite von der Ortsdiskretisierung ab. Diese Einschrinkung wird generell die
Courant—Friedrichs—Lewy—Bedingung genannt. Wir werden deshalb generell 8 = 1 wihlen
wollen.



Diskretisierung der Anfangsbedingungen

Um mit dem 6-leapfrog-Schema sukzessive die Approximationen ul*V berechnen zu kénnen,
bendtigen wir am Anfang die zwei ersten Startwerte u'”) und u"). Der Einfachheit halber neh-
men wir an, dass die Anfangsbedingungen uy und vy hinreichend glatte Funktionen sind. Dann
kénnen wir fiir den ersten Startwert u(?) einfach die Koefizienten der Punktinterpolation
von 1y in dem Finite-Element-Raum nehmen.

Um den zweiten Startwert u’) zu bestimmen, betrachten wir das f-leapfrog-Schema bei
i=0:
11(1) = S;Zlg’eRh,(;’gu(o) — u(_l).

In dieser Gleichung ist neben u vorerst auch u"" unbekannt. Wenn v, die Koeffizienten
der Punktinterpolation von vy in dem Finite-Element-Raum ist, dann wissen wir aber, dass

0
—u(fp) = v
& ) = v
gilt, womit wir mit der symmetrischen Differenz erster Ordnung auf die Approximation
u(t) —u(t-1)
e~ 14
20
kommen. Wir verlangen deshalb, dass

25
gelten soll, womit wir das uD eliminieren kénnen, und sich u( schliesslich als

1__
u(l) = Esh,}S,QRh,&Qu(O) + 5V0

bestimmen lisst.

Aufgabe 1. Schreiben Sie eine Funktion
mgsys = mgsys_wave_assemble (mgmesh, T, N, theta),

welche die Massen- und Steifigkeitsmatrizen sowie die Systemmatrizen, S, 50 und Ry s,
im sparse-Format fiir alle Dreiecksnetze in dem {ibergebenen Mehrgitter-Dreiecksnetz
berechnet und in dem Struct mgsys als Cell-Arrays mgsys .M, mgsys . Amgsys.R und mgsys .S
zuriickgibt. Weiter sei in dem Struct mgsys ein leeres Cell-Array mgsys. b, in welchem wir
jeweils fiir alle Dreiecksnetze in dem tibergebenen Mehrgitter-Dreiecksnetz die diskrete rechte
Seite speichern werden, sowie mgsys .L die Anzahl Level im Mehrgitter-Dreiecksnetz und
mgsys.delta der Zeitschritt §.

Schreiben Sie weiter eine Funktion
mgsys = mgsys_wave_reset_rhs(mgsys, mgmesh, u),

welche die rechte Seite b = Ry 5 pu, der jeweils zu l6senden linearen Gleichung
Snsow = Rpspu,

auf dem feinsten Level berechnet und auf alle gréberen restringiert. Diese b speichern Sie
jeweils in dem Struct mgsys in dem Cell-Array mgsys.b.



Aufgabe 2. Schreiben Sie eine Funktion
w = mgsys_wave_solve_backslash(mgmesh, mgsys),
welche die Gleichung
Sh’(s,gW - b
auf dem feinsten Level vermittels des \-Solvers 16st.
Schreiben Sie weiter eine Funktion
W = mgsys_wave_solve_nested_dpcg(mgmesh, mgsys, eps_tol),

welche das gleiche mit dem diagonal vorkonditioniertes CG-Verfahren berechnet. Hierbei
starten Sie aber mit dem grébstem Level und benutzen fiir die feineren Level sukzessive als
Startwert die Prolongation der Lésung zum eins groberen Level.

Aufgabe 3. Schreiben Sie eine Funktion
mgsmoother = mgsmoother_wave_extract(mgsys, alpha),

welche die jeweiligen Matrizen {B j}§:1 des jeweiligen Glitters® im sparse-Format in den
Feldern des Struct mgsmoother als Cell-Arrays mgsmoother . Bv und mgsmoother . Bn zuriick-
geben. Dabei sei mgsmoother . Bv der Vor- und mgsmoother . Bn der Nachglitter. Die Auswahl
des Glitters passiere (analog wie auf Programmierblatt 3) mit Hilfe des Arguments alpha: Fiir
ein numerisches alpha geben sie den zugehorigen Richardson-Glitter zuriick, fiir die Werte
alpha="j’ und alpha="gs’ den Jacobi-Glitter respektive den Gauss-Seidel-Glitter.

Schreiben Sie weiter eine Funktion

w = mgsmoother_wave_vcycle(w, b, 11, mgmesh, mgsys, mgsmoother, K),
die einen V-Zyklus auf w mit K Vor- und Nachglittungen anwendet und eine Funktion

W = mgsys_wave_solve_nested_vcycle(mgmesh, mgsys, mgsmoother, K, J),
welche die Gleichung

Spsow =b

mit J Iterationen des V-Zyklus mit K Vor- und Nachglittungen 15st. Hierbei starten Sie aber
mit dem grobstem Level und benutzen fiir die feineren Level sukzessive als Startwert die
Prolongation der Lésung zum eins groberen Level.

Aufgabe 4. Schreiben Sie ein Skript, welches die Wellengleichung zeitgleich mit den drei
verschiedenen Loser auf dem fiinffach verfeinertem "basel"-Mehrgitter-Dreiecksnetz mithilfe
des O-leapfrog-Schemas 16st und als Animation darstellt®. Wihlen Sie dabei folgende Parameter,

N = 200; T = .005%N; theta = .6; eps_tol = 1e-8; alpha = ’gs’; K =2; J = 1;

und als Startwerte die Funktionen, die vermittels
d=.02; c=[.05; .1];
u0 (x) (norm(x-c) < d) *10*% ((d-norm(x-c))./d)"2;
v0 = (x) O;

definiert werden.

“Hierbei ist zu beachten, dass die Glitter aus den Systemmatrizen Sy, s 9 gebildet werden.
*Benutzen Sie dazu die Funktionen mgmesh_wave_plot_initialise.m und mgmesh_wave_plot_update.m
von der Vorlesungswebseite.



