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Aufgabe 1 (Steifigkeit der Wirmeleitungsgleichung | 4 Punkte). Sei Q ein Gebiet mit hinrei-
chend glattem Rand und {7} eine quasi-uniforme Familie von Triangulierungen des Gebiets
Q. Fiir nodale, stiickweise lineare Ansatzfunktionen ¢, 1 < i < Nj, bezeichne uy(t) den

Koefhzientenvektor einer Funktion uj(x,t) = Zf\fl u; ()¢} (x). Weiter seien

My = {0000 ] An = [V 900 |

die Masse- und Steifigkeitsmatrizen bzgl. der nodalen Basis.

(a) Zeigen Sie, dass die Galerkin-Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung d,u(x,t) =
kAup(x,t) + fu(x,t) auf die gewdhnliche Differentialgleichung

d _
auh(t) = —M;, ' Apuy(t) + £,(2)

fiihrt.

(b) Zeigen Sie, dass diese Gleichung fiir A — 0 steif wird.

Aufgabe 2 (Prolongation und Restriktion | 4 Punkte). Geben Sie die Prolongations- und Re-
striktionsmatrizen I} und IY zwischen den Finite-Elemente-Riumen der stetigen, stiickweise
linearen Ansatzfunktionen auf den folgenden geschachtelten Dreiecksnetzen an.
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Aufgabe 3 (Gedimpftes Jacobi-Verfahren | 4 Punkte). Sei A = D —L — U die Systemmatrix aus
der Diskretisierung der zweidimensionalen Laplace-Gleichung auf dem Einheitsquadrat zu ho-
mogenen Randbedingungen. Dann ist die Iterationsmatrix des gedimpften Jacobi-Verfahrens
gegeben durch

S=(1—-wI+wD Y(L+U) firalleweR.

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und -vektoren des gedimpften Jacobi-Verfahrens.

(b) Betrachten Sie nun das gedimpfte Jacobi-Verfahren fiir n = 32 mit 0 = % Welche
Frequenzen sind nach 10 Iterationsschritten um weniger als den Faktor 2 geglittet?



Aufgabe 4 (Glittungseigenschaft | 4 Punkte). Im Folgenden soll die Glittungseigenschaft
des gedimpften Jacobi- sowie des gedimpften GauB-Seidel-Verfahrens gezeigt werden. Die
Iterationsmatrix des letztgenannten Verfahrens ist gegeben durch

S=(1-wlI+wD-L)'U firalleweR.

(a) Bestimmen Sie eine Zerlegung der Matrix A = M — N, beziiglich der sich die Iterati-
onsmatrix des gedimpften Jacobi-Verfahrens mit w = § schreiben lasst als

1
S=1—--M'A.
2

Wie lauten die entsprechenden Matrizen M und N fiir das gedimpfte GauB3-Seidel-
Verfahren, ebenfalls mit w = %?

(b) Nehmen Sie weiter an, dass A schwach diagonaldominant ist, das bedeutet

|a,~,,-\ > Zla,”j| fiir alle i = 1,...,n.

i*j

Zeigen Sie, dass dann M regulir ist und [M™'NJo < 1 gilt.



