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Aufgabe 1 (Clément-Operator | 4 Punkte). Sei T eine nicht entartete Triangulierung und

!T ∶= ⋃
T ′∈T ∶T∩T ′≠∅

T ′

die Vereinigung aller Elemente, deren Schnitt mit T ∈ T nichtleer ist. Konstruieren Sie zu
einer gegebenen Funktion v ∈ H 1(
) gemäss Clément eine stückweise konstante Funktion
vℎ ∈ S0

ℎ(T ) ∶=
{
v ∈ L2(
) ∶ v|T ∈ P0 für alle T ∈ T

}
mit

‖v − vℎ‖L2(T ) ≤ cℎT ‖v‖H 1(!T ).

Aufgabe 2 (Datenoszillation | 4 Punkte). Sei T eine nicht entartete Triangulierung des Poly-
gongebiets 
 ⊂ R2. Für jedes Element T ∈ T ist die L2-Projektion QTu ∈ P0 einer Funktion
u ∈ L2(T ) definiert via

(QTu, 1)L2(T ) = (u, 1)L2(T ).

(a) Zeigen Sie, dass für alle u ∈ L2(
) und T ∈ T gilt

‖u − QTu‖L2(T ) ≤ C‖u‖L2(T )

und für alle u ∈ H 1(T ) und T ∈ T gilt

‖u − QTu‖L2(T ) ≤ CℎT ‖u‖H 1(T ).

(b) Die Triangulierung sei sogar quasi-uniform. Was bedeutet dieses Resultat dann für die
Datenoszillation

osc(f , T ) ∶=
√
∑
T∈T

ℎ2T ‖f − QT f ‖2L2(T )

falls f ∈ L2(
) oder f ∈ H 1(
) ist?

Aufgabe 3 (Bilinearformen | 4 Punkte). Betrachten Sie das Poisson-Problem auf einem durch
einen Polygonzug berandeten Gebiet. Diskretisiert werde mit Pr-Elementen für r ≥ 1. Sei
a(⋅, ⋅) ∶ V × V → R die zugehörige Bilinearform und aℎ(⋅, ⋅) ∶ Vℎ × Vℎ → R eine mit
numerischem Quadraturfehler behaftete Bilinearform. Für ein s > 0 gelte

||a(v, v) − aℎ(v, v)|| ≤ cℎs |v|2H 1(
) für alle v ∈ Vℎ.

(a) Wie wirkt sich dieser Fehler auf ‖u − uℎ‖H 1(
) aus?

(b) Welche Ordnung sollte die Quadraturformel in Abhängigkeit von r haben, damit bei
der Konvergenz keine Einbusse stattfindet?



Aufgabe 4 (Wellengleichung | 4 Punkte). Zur Approximation der homogenen Wellengleichung
)2t u − �u = 0 in R × (0,∞) seien das Gitter


ℎ,� ∶=
{
(xj , tk) ∶= (jℎ, k�) ∶ j ∈ Z, k ∈ N

}

und das implizite Differenzverfahren

uk+1 + 2uk − uk−1

�2
= ��ℎuk+1 + (1 − 2�)�ℎuk + ��ℎuk−1, k ∈ N

gegeben, wobei 0 ≤ � ≤ 1 und

�ℎu(x, t) ∶=
u(x + ℎ, t) − 2u(x, t) + u(x − ℎ, t)

ℎ2
.

Berechnen Sie für � ∈ {0, 12 , 1} den Konsistenzfehler von

�ℎ,�(xj , tk) ∶= ()2t − �)u(xj , tk) −(
u(xj , tk+1) − 2u(xj , tk) + u(xj , tk−1)

�2

− ��ℎu(xj , tk+1) − (1 − 2�)�ℎu(xj , tk) − ��ℎu(xj , tk−1)).


