Xl oo , ; ; ey
XXP< Universitat Numerik der partiellen Differentialgleichungen — HS 2024
/<IN Basel Prof. Dr. H. Harbrecht

Ubungsblatt 11. Bearbeiten bis: Montag, 09.12.2024, 12:00

Aufgabe 1 (Konvergenz des CG-Verfahrens | 4 Punkte).

Fiir das CG-Verfahren zur Lésung des linearen Gleichungssystems Ax = b lisst sich zeigen,
dass im k-ten Schritt der relative Fehler wie folgt in der Energienorm abgeschitzt werden

kann:
k
- xfy <2 ERTL) e,
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Hierbei bezeichnet k(A) = cond;(A) die spektrale Kondition der Matrix A und [v|a =
VvTAv die Energienorm.

Geben Sie in Abhingigkeit von h eine Abschitzung fiir die Anzahl der Iterationen an, die das
CG-Verfahren zur Lsung benétigt, um eine feste Genauigkeit € zu erreichen. Bestimmen Sie
hierfiir zunichst eine sinnvolle Approximation an den Kontraktionsfaktor des CG-Verfahrens.

Hinweis. Eine friihere Aufgabe hat gezeigt, dass sich die Konditions x(A) proportional zu O(h™%)
verhiilt.

Aufgabe 2 (A-Posteriori-Glittung im Zweigitterverfahren | 4 Punkte).

Zeigen Sie analog zum Beweis der Konvergenz des Zweigitterverfahrens mit a-priori-Glittung,
dass fiir das Zweigitterverfahren ohne a-priori-Glittungsschritte und mit L a-posteriori-
Glittungsschritten
neu
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gilt.

Aufgabe 3 (Optimalitit der geschachtelten Iteration | 4 Punkte).

Sei Q ein konvexes Polygongebiet und f € L?(Q2). Wir betrachten den W-Zyklus mit K
a-priori-Glittungsschritten. Zeigen Sie, dass die Losung U der geschachtelten Iteration mit R
W-Zyklen auf jeder Gitterebene j der Fehlerabschitzung

laj =]l ; < chjl fliza)

geniigt. Hierbei sei ¢ unabhiingig von j, vorausgesetzt R und K sind gross genug. Was fiir
Abschitzungen liefert diese Abschitzung fiir den Gesamtfehler u — @ in der H'(€2)-Norm
und der L?(Q)-Norm?



Aufgabe 4 (Elementweise Abschitzungen | 4 Punkte).

Gegeben sei eine nicht entartete Triangulierung 7 von einem Gebiet 2 C R?. Fiir ein Dreieck
T € T sei die Blasenfunktion 7 € C(2) definiert durch

27 ()M (x)AL(x), wennx €T,

0, sonst,

Yr(x) = {

wobei AT, AL, Ag die zu dem Dreieck T assoziierten baryzentrischen Koordinaten sind.
Ferner sei zu zwei Dreiecken T1, T, mit gemeinsamer Kante e = T NT; die Funktion /. € C(£2)
definiert durch
421 (x)A](x), wennx €T,
Ve(x) = 4/1{2(x)/lgz(x), wenn x € T, \ Ty,

0, sonst,

. ATi \Ti AT 4. . .. . . .
wobei A, A5, A5 die zu dem Dreieck T; assoziierten baryzentrischen Koordinaten sind, wo-

bei die Reihenfolge in den Koordinaten so gewihlt ist, dass A?‘e = 0 ist. Schliesslich sei
E: L%(e) — LY(T; UT,) definiert durch
o (A p1 + (A7) +457(x)) py'), wennx €T,
(E(a))(x) =10 (/1?()()p{2 + ()L? (x) + Agz(x)) pgz) , wennXx € o \ Ty,

0, sonst,

wobei /1? (pzj) = 1 gilt, das heisst, pzj ist der zu /1? assoziierte Eckpunkt von Tj.

Zeigen Sie die folgenden Abschitzungen fiir ein beliebiges Dreieck T € T, eine Kante e von T
und nur vom Inkreisradius x abhingigen Konstanten ¢ und C:

[rolzery < lolizer fiir alle v € LX(T),
W1 pliecry > elpliaery fiir alle p € Py,
[Wrplma < Chfl||p||L2(T) tur alle p € Py,
Y2012y = clolpze fiir alle o € Py,

ch’lolrz) < [PeE@)] oy < Chlolizgey  fiir alle o € Py,
|¢8E(o)|H1(T) < ch}lul//eE(a)HLz(T) fiir alle o € Ps.



