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Aufgabe 1 (H'-Funktionen | 4 Punkte).

(a) Seiu € C([a,b]) stiickweise stetig differenzierbar, das heisst, es gibt eine Partition von

(b)

(©)

[a,b],a = xo < x1 < ... < X, = b, so dass u}[xi_l X € Cl([xi—1, x;]) fiiri = 1,...,n ist.
Beweisen Sie, dass u € H'((a, b)).

Zeigen Sie, dass auf der Einheitskreisscheibe B;(0) = {x € R? : |x| < 1} gilt:

2
I

u(x) = log <log ) € H'(B1(0)).

Zeigen Sie, dass auf der Einheitskugel B;(0) = {x € R® : x| < 1} fiir alle f < % gilt:

u(x) = |x| 7 € H'(B,(0)).

Aufgabe 2 (Poincaré-Friedrichssche Ungleichung | 4 Punkte). Sei o := (0,s)* C R%. Zeigen
Sie fiir alle u € H'(o), dass

_ _ 1
ey < S+ 25l = o / u(x) dx.
O

Hinweis. Man betrachte zuerst den Fall it = 0 und verwende die Formel

X1 X2

u(x) = u(y) + / Ox,u(t, y2) dt + / Ox,u(xy,t) dt.

1 V2

Aufgabe 3 (Dichtheitsargumente | 4 Punkte). Sei X ein normierter Vektorraum und X ¢ X
ein dichter Teilraum. Sei Y ein Banach-Raum.

(2)

(b)

Sei g{; : X — Y eine beschrinkte, lineare Abbildung, das heisst, es existiere ein C > 0,
so dass

[pCOly < Clxlx, x € X.

Zeigen Sie, dass sich dann ¢ in eindeutiger Weise zu einer stetigen linearen Abbildung

auf X fortsetzen lisst, das heisst, es existiert eine Abbildung ¢ : X — Y, so dass qS‘ %=
und [¢]x-y = C.

¢
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Seid : X x X — R eine beschrinkte Bilinearform, das heisst, es existiere ein C > 0, so
dass

jaGe, x")| < Cllxlxlx’lx, xx" € X.

Zeigen Sie, dass sich d eindeutig zu einer stetigen Bilinearform a auf X x X fortsetzen
lisst, das heisst, es existiere eine Bilinearform a : X x X — R, so dass a| <xx = dund
la(x, x)| < Clx|x]x’||x fiir alle x, x” € X.



Aufgabe 4 (Einbettung | 4 Punkte). Ein Banach-Raum X C Y ist stetig eingebettet in einen
Banach-Raum Y, falls gilt

Ixly < Clxlx x € X.

Die Einbettung heisst kompakt, falls jede beschrinkte Folge aus X eine in Y konvergente
Teilfolge enthilt.

Zeigen Sie, dass der Raum ¢! der absolut summierbaren Folgen stetig in den Raum ¢ der qua-
dratisch summierbaren Folgen eingebettet ist. Ist diese Einbettung auch kompakt? Begriinden
Sie Thre Antwort.



