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Aufgabe 1 (Charakterisierung von Differentialgleichungen | 4 Punkte). Sei Q C R? ein offenes
Gebiet. Betrachten Sie den linearen Differentialoperator zweiter Ordnung, £ : C*(Q) —
C(Q), gegeben durch

2

(L)@ =— Y a0

ij=1

o u(x) + Z bi (x)—u(x) + c(u(x).

Bestimmen Sie den Typ des Differentialoperators (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch) mit
den folgenden Konstanten, jeweils in Abhingigkeit des Parameters y € Rs:

o y 2(y -1
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[au(x)],] 1T 20— D) 1 )]: [6i(x)] iZ:l = [||i||§}’ c(x) = 0.

Aufgabe 2 (Banach-Riume | 4 Punkte). Sei I := [a,b] C R ein abgeschlossenes, beschriinktes
Intervall und C¥(I) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen von I nach R.

(a) Zeigen Sie fiir k € N, dass CK(I) beziiglich der Norm

11 = max (max| FO()])

0<t<k \ xel
ein Banach-Raum ist.

(b) Zeigen Sie fiir k € N dass C*(I) beziiglich der Norm

g = ( [isor dx>p, 1<p<o,

kein Banach-Raum ist.

Aufgabe 3 (Schwache Ableitungen I | 4 Punkte).

(a) Seiu € C!([0,1]). Zeigen Sie, dass dann schwache und klassische Ableitung von u
iibereinstimmen.

(b) Sei Q =(—1,1) und u(x) = |x| fiir x € Q. Zeigen Sie, dass u die schwache Ableitung

o (x) = -1, falls-1<x<0,
S l1, fallso<x<1,

besitzt. Zeigen Sie ferner, dass u” keine schwache Ableitung besitzt.

(c) Sei Q wie oben. Geben Sie ein Beispiel einer stetigen Funktion u € C(Q) an, welche
nicht in H!(Q) enthalten ist.



Aufgabe 4 (Schwache Ableitungen Il | 4 Punkte). Sei I = (a,b) ein offenes Intervall. Zeigen
Sie:

(a) Istu € H'(I), so gilt

X2

u(xy) —u(x;) = / u'(x)dx fur fast alle x; < xy € I.
X1

(b) Sind umgekehrt u,v € L*(I) und gilt

X2

u(xz) —u(xy) = / v(x)dx

fiir fast alle x; < x; € I, so ist u € H(I) und v ist die schwache Ableitung von u.



