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Vorwort

Diese Mitschrift kann und soll nicht ganz den Wortlaut der Vorlesung wiedergeben. Sie
soll das Nacharbeiten des Inhalts der Vorlesung erleichtern. Darstellung und Umfang des
Stoffes entsprechen denen der Standardwerke der Numerischen Mathematik, wie beispiels-
weise:

– M. Hanke-Bourgeois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissen-

schaftlichen Rechnens, Teubner-Verlag

– J. Stoer und R. Bulirsch: Numerische Mathematik I+II , Springer-Verlag

Als vertiefende Literatur zur Numerik der gewöhnlichen Differentialgleichungen ist fol-
gendes Buch empfehlenswert:

– K. Strehmel und R. Weiner: Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen, Teubner-
Verlag

Dahingegen seien dem Leser zur Vertiefung des Stoffes zur Numerik der partiellen Diffe-
rentialgleichungen folgende zwei Bücher nahegelegt:

– D. Braess: Finite Elemente: Theorie, schnelle Löser und Anwendungen in der Elas-

tizitätstheorie, Springer-Verlag

– W. Hackbusch: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen, Teubner-
Verlag
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1. Gewöhnliche Differentialgleichungen

1.1 Motivation

Viele Aufgabenstellungen in den Naturwissenschaften führen auf gewöhnliche Differential-

gleichungen. Im einfachsten Fall ist dabei eine differenzierbare Funktion y = y(x) gesucht,
deren Ableitung y′(x) einer Gleichung der Form y′(x) = f

(
x, y(x)

)
genügt, kurz

y′ = f(x, y). (1.1)

Im allgemeinen besitzt (1.1) unendlich viele Lösungen y, weshalb Anfangsbedingungen

vorgegeben werden:
y(x0) = y0. (1.2)

Beispiel 1.1 Für jedes c ∈ R ist die Funktion y(x) = cex eine Lösung der gewöhnlichen
Differentialgleichung y′ = y. Die Anfangsbedingung y(0) = c0 sichert die Eindeutigkeit.
△
Allgemeiner betrachtet man Systeme von n gewöhnlichen Differentialgleichungen

y′1(x) = f1
(
x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

)

y′2(x) = f2
(
x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

)

...

y′n(x) = fn
(
x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

)

für n gesuchte Funktionen yi : R → R, i = 1, 2, . . . , n. Solche Systeme schreibt man analog
zu (1.1) vektoriell als

y′ = f(x,y), y′ :=




y′1
y′2
...
y′n


 , f(x,y) :=




f1
(
x, y1, y2, . . . , yn)

f2
(
x, y1, y2, . . . , yn)

...
fn
(
x, y1, y2, . . . , yn)


 . (1.3)

Die Anfangsbedingung (1.2) lautet nun

y(x0) = y0 =




y0,1
y0,2
...

y0,n


 .
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Beispiel 1.2 (Räuber-Beute-Modell von Lotka-Volterra) Seien y1(t) bzw. y2(t) die Popu-
lation von Beutetieren bzw. Raubtieren zum Zeitpunkt t, wobei sich die Raubtiere aus-
schließlich von den Beutetieren ernähren mögen. Ausgehend vom Gleichgewichtszustand
y1(t) ≡ y2(t) ≡ 1 erhalten wir die Gleichungen

y′1(t) = αy1(t)
(
1− y2(t)

)
,

y′2(t) = y2(t)
(
y1(t)− 1

)
.

Gegeben sei die Population zum Zeitpunkt t = 0. Das nachfolgende Bild gibt den Verlauf
der beiden Funktionen y1(t) (durchgezogene Linie) und y2(t) (gestrichelte Line) wider:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

△
Neben gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung (1.1) und (1.3), in denen nur
Ableitungen erster Ordnung der unbekannten Funktion vorkommen, gibt es gewöhnliche

Differentialgleichungen m-ter Ordnung der Form

y(m)(x) = f
(
x, y(x), y′(x), . . . , y(m−1)(x)

)
. (1.4)

Man kann diese jedoch mit Hilfe von Hilfsfunktionen

z1(x) := y(x)

z2(x) := y′(x)

...

zm(x) := y(m−1)(x)

stets in ein äquivalentes System gewöhnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung trans-
formieren:

z′ :=




z′1
z′2
...

z′m−1

z′m



=




z2
z3
...
zm

f(x, z1, z2, . . . , zm)



.
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Unter einem Anfangswertproblem für die Differentialgleichungen m-ter Ordnung versteht
man die Aufgabe, eine m-mal stetig differenzierbare Funktion y(x) zu finden, so dass (1.4)
und

y(i)(x0) = y0,i, i = 0, 1, . . . , m− 1

erfüllt sind.

Beispiel 1.3 (elastische Schwingung) Ein Federpendel sei am oberen Ende fest einge-
spannt, während am unteren Ende ein Körper der Masse m befestigt ist. Bezüglich der
Auslenkung y(t) führt die Aufstellung des Kräftegleichgewichts auf die Gleichung

my′′(t)︸ ︷︷ ︸
Trägheitskraft

+ ry′(t)︸ ︷︷ ︸
Reibungskraft

+D
(
y(t)− ℓ

)
︸ ︷︷ ︸
Dehnungskraft

= g(t).︸︷︷︸
äußere Kraft

Mit vorgegebenen Werten y(0) und y′(0), die der Lage und der Geschwindigkeit im Zeit-
punkt t = 0 entsprechen, gelangen wir zu einem Anfangswertproblem.

✻

❄

y(t)

△

1.2 Theoretische Grundlagen

Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung von Anfangswertproblemen sichert der folgen-
de Satz:

Satz 1.4 (Picard-Lindelöf) Auf dem Streifen S := {(x,y) : a ≤ x ≤ b, y ∈ Rn} sei die
Funktion f : S → Rn stetig und genüge der Lipschitz-Bedingung

‖f(x,y)− f(x, z)‖ ≤ L‖y − z‖ (1.5)

für alle (x,y), (x, z) ∈ S. Dann ist für jedes x0 ∈ [a, b] das Anfangswertproblem

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

eindeutig lösbar.



1.2. Theoretische Grundlagen 7

Beweis. Für u ∈ C([a, b],Rn) sei

Φ
(
u(x)

)
:= y0 +

∫ x

x0

f
(
t,u(t)

)
dt, x ∈ [a, b].

Jeder Fixpunkt y(x) = Φ(y(x)) löst das Anfangswertproblem wegen

y′(x) = Φ′(y(x)
)
= f

(
x,y(x)

)
, y(x0) = Φ

(
y(x0)

)
= y0.

Umgekehrt ist jede Lösung y des Anfangswertproblems auch ein Fixpunkt von Φ, denn
es gilt

y(x) = y(x0) +

∫ x

x0

y′(t) dt = y0 +

∫ x

x0

f
(
t,y(t)

)
dt = Φ(y(x)).

Um den Banachschen Fixpunktssatz anwenden zu können, führen wir auf C([a, b],Rn)
eine geeignete Norm

|||u||| := sup
x∈[a,b]

{
e−2Lx‖u(x)‖

}

ein. Für diese gilt

e−2Lx
∥∥Φ

(
u(x)

)
− Φ

(
v(x)

)∥∥ = e−2Lx

∥∥∥∥
∫ x

x0

f
(
t,u(t)

)
− f

(
t,v(t)

)
dt

∥∥∥∥

≤ e−2Lx

∫ x

x0

∥∥f
(
t,u(t)

)
− f

(
t,v(t)

)∥∥ dt

≤ Le−2Lx

∫ x

x0

‖u(t)− v(t)‖ dt

= Le−2Lx

∫ x

x0

e2Lt e−2Lt‖u(t)− v(t)‖︸ ︷︷ ︸
≤|||u−v|||

dt

≤ Le−2Lx|||u− v|||
∫ x

x0

e2Lt dt

︸ ︷︷ ︸
=(e2Lx−e2Lx0 )/(2L)

≤ 1

2
|||u− v|||,

das heißt, Φ ist eine Kontraktion:

|||Φ(u)− Φ(v)||| ≤ 1

2
|||u− v|||.

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert uns die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes
von Φ und damit vom Anfangswertproblem.

Bemerkungen

1. Die Funktion f(x, y) =
√
|y| ist zum Beispiel nicht Lipschitz-stetig in (0, 0).

2. Falls f nicht Lipschitz-stetig ist, dann kann die Lösung trotzdem eindeutig sein.

3. Für k ∈ N0 und eine Menge Ω ⊂ Rm bezeichne

Ck(Ω) :=

{
g : Ω → R

n
∣∣∣ sup
x∈Ω

‖∂α

x g(x)‖ < ∞ für alle |α| ≤ k

}
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den Raum der auf Ω k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Dann erfüllt f im
Fall f ∈ C1(S) die Lipschitz-Bedingung (1.5), denn es gilt

‖f(x,u)− f(x,v)‖ ≤ sup
(x,y)∈S

‖fy(x,y)‖‖u− v‖.

4. Aus f ∈ Ck(S) folgt y ∈ Ck+1([a, b]). Dies sieht man anhand von Differentiation
der Gleichung y′ = f(x,y) nach x:

y′′ =
d

dx
y′ =

d

dx
f(x,y) = fx(x,y) + fy(x,y)y

′

y′′′ =
d

dx
y′′ =

d

dx

[
fx(x,y) + fy(x,y)y

′
]

= fxx(x,y) + 2fxy(x,y)y
′ +

(
y′)T fyy(x,y)y′ + fy(x,y)y

′′

...

△
Wesentlich für die Stabilitätsuntersuchung numerischer Verfahren ist das nachfolgende
Resultat, das zeigt, dass die Lösung stetig von den Anfangsdaten abhängt.

Satz 1.5 (Grönwall) Auf dem Streifen S := {(x,y) : a ≤ x ≤ b, y ∈ R
n} sei die Funktion

f : S → Rn stetig und genüge der Lipschitz-Bedingung (1.5) für alle (x,y), (x, z) ∈ S.
Dann erfüllt für jedes x0 ∈ [a, b] die Lösung des Anfangswertproblems

y′ = f(x,y), y(x0,u) = u

die Abschätzung
‖y(x,u)− y(x,v)‖ ≤ eL|x−x0|‖u− v‖.

Beweis. Aus der Integraldarstellung

y(x,u) = u+

∫ x

x0

f
(
t,y(t,u)

)
dt, x ∈ [a, b]

folgt

‖y(x,u)− y(x,v)‖ =

∥∥∥∥u− v +

∫ x

x0

f
(
t,y(t,u)

)
− f

(
t,y(t,v)

)
dt

∥∥∥∥

≤ ‖u− v‖+
∫ x

x0

∥∥f
(
t,y(t,u)

)
− f

(
t,y(t,v)

)∥∥dt

≤ ‖u− v‖+ L

∫ x

x0

‖y(t,u)− y(t,v)‖ dt.

Setzen wir

Φ(x) :=

∫ x

x0

‖y(t,u)− y(t,v)‖ dt,

dann ergibt sich
Φ′(x) = ‖y(x,u)− y(x,v)‖.
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Mit anderen Worten, für x ≥ x0 gilt

Ψ(x) := Φ′(x)− LΦ(x) ≤ ‖u− v‖. (1.6)

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

Φ′(x) = Ψ(x) + LΦ(x), Φ(x0) = 0.

Es besitzt für x ≥ x0 die Lösung

Φ(x) = eL(x−x0)

∫ x

x0

Ψ(t)e−L(t−x0) dt.

Wegen (1.6) folgt so für alle x ≥ x0 die Abschätzung

0 ≤ Φ(x) ≤ eL(x−x0)‖u− v‖
∫ x

x0

e−L(t−x0) dt =
1

L
‖u− v‖

(
eL(x−x0) − 1

)
.

Es ergibt sich schließlich das verlangte Resultat für x ≥ x0:

‖y(x,u)− y(x,v)‖ = Φ′(x) = Ψ(x) + LΦ(x) ≤ ‖u− v‖eL(x−x0).

Ähnlich geht man im Fall x < x0 vor.
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2. Einschrittverfahren

2.1 Eulersches Polygonzug-Verfahren

Zu einer ersten numerischen Methode zur Lösung des Anfangswertproblems

y′ = f(x,y), y(x0) = y0 (2.1)

kommt man durch eine einfache Überlegung: Da f
(
x,y(x)

)
gerade die Steigung y′(x) der

exakten Lösung y(x) von (2.1) ist, gilt näherungsweise für h > 0

y(x+ h)− y(x)

h
≈ y′(x) = f

(
x,y(x)

)
,

das heißt,
y(x+ h) ≈ y(x) + hf

(
x,y(x)

)
.

•

•
•

y(x)

η

y(x+ h)

✲

✻

Nach Wahl einer Schrittweite h > 0 erhält man, ausgehend von den gegebenen Anfangs-
werten x0, y0 = y(x0), an den äquidistanten Stützstellen xi := x0 + hi, i = 1, 2, . . .,
Näherungswerte ηi für die Werte yi := y(xi) der exakten Lösung y(x):

Algorithmus 2.1 (Eulersches Polygonzug-Verfahren)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0 und Schrittweite h
output: Approximation {ηi}
➀ Initialisierung: setze η0 := y0

➁ für alle i = 0, 1, . . . berechne

ηi+1 := ηi + hf(xi,ηi), xi+1 := xi + h
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Definition 2.2 Ein Verfahren der Form

ηi+1 := ηi + hΦ(xi,ηi,ηi+1, h), xi+1 := xi + h (2.2)

heißt Einschrittverfahren. Die Funktion Φ heißt dabei Inkrementfunktion. Falls Φ
nicht von ηi+1 abhängt, so sprechen wir von einem expliziten, andernfalls von einem
impliziten Verfahren.

Beispiel 2.3 Das Eulersche Polygonzug-Verfahren ist ein explizites Verfahren, weshalb
es auch explizites Euler-Verfahren genannt wird. Das implizite Euler-Verfahren erhält
man, wenn man, nicht wie beim expliziten Euler-Verfahren, den rechtsseitigen Differen-
zenquotienten nimmt, sondern den linksseitigen:

y(x+ h)− y(x)

h
≈ y′(x+ h) = f

(
x+ h,y(x+ h)

)
.

Dies liefert die Verfahrensvorschrift

ηi+1 = ηi + hf(xi+1,ηi+1).

△

Bemerkung Bei expliziten Verfahren lässt sich ηi+1 direkt durch Einsetzen vorher be-
rechneter Größen ermitteln. Bei impliziten Verfahren muss hingegen ein im allgemeinen
nichtlineares Gleichungssystem gelöst werden. △

2.2 Konsistenz

Um die Genauigkeit von Einschrittverfahren zu beurteilen, vergleichen wir die approxi-
mierte Lösung ηi+1 aus (2.2) mit der lokal exakten Lösung z(xi+1) aus

z′ = f(x, z), z(xi) = ηi. (2.3)

Die Abweichung von der lokal exakten Lösung wird beschrieben durch

hτ (xi,ηi, h) = z(xi+1)− ηi+1 = z(xi+1)− ηi − hΦ(xi,ηi,ηi+1, h).

Definition 2.4 Der lokale Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens zur Inkre-
mentfunktion Φ ist definiert als

τ (xi,ηi, h) =
z(xi+1)− ηi

h
− Φ(xi,ηi,ηi+1, h),

wobei z die lokal exakte Lösung (2.3) bezeichnet. Das Einschrittverfahren heißt konsis-
tent von der Ordnung p, falls ‖τ (xi,ηi, h)‖ = O(hp).



12 Kapitel 2. Einschrittverfahren

Bemerkung Ist die Inkrementfunktion Φ(x,y, z, h) eines impliziten Verfahrens Lipschitz-
stetig in z mit Lipschitz-Konstante L, dann genügt es, die exakte Lösung in das Verfahren
einzusetzen, um die Konsistenzordnung zu untersuchen. Denn gilt

∥∥τ̃ (xi,ηi, h)
∥∥ =

∥∥∥∥
z(xi+1)− ηi

h
− Φ

(
xi,ηi, z(xi+1), h

)∥∥∥∥ = O(hp),

so folgt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit

∥∥τ (xi,ηi, h)− τ̃ (xi,ηi, h)
∥∥ =

∥∥Φ(xi,ηi,ηi+1, h)− Φ
(
xi,ηi, z(xi+1), h

)∥∥
≤ L‖ηi+1 − z(xi+1)‖ = Lh‖τ (xi,ηi, h)‖.

Dies impliziert aber

(1− Lh)‖τ (xi,ηi, h)‖ ≤
∥∥τ̃ (xi,ηi, h)

∥∥,

also auch ‖τ (xi,ηi, h)‖ = O(hp). Oftmals wird daher der lokale Diskretisierungsfehler
auch einfach als τ̃ (xi,ηi, h) definiert. △

Beispiel 2.5 Eine Taylor-Entwicklung liefert für das explizite Euler-Verfahren

z(xi+1)− ηi

h
= z′(xi)︸ ︷︷ ︸

=f(xi,z(xi))

+ τ
(
xi, z(xi), h

)
︸ ︷︷ ︸

‖·‖=O(h)

= f(xi,ηi) + τ (xi,ηi, h)

mit ‖τ (xi,ηi, h)‖ = O(h). Gleiches gilt auch für das implizite Euler-Verfahren. Folglich
ist das Euler-Verfahren konsistent von erster Ordnung. △
Um Verfahren höherer Ordnung zu konstruieren, ist es naheliegend, die Taylor-Entwicklung
weiterzutreiben. Es gilt

z(xi+1)− ηi

h
= z′(xi) +

h

2
z′′(xi) + τ

(
xi, z(xi), h

)
︸ ︷︷ ︸

‖·‖=O(h2)

= f
(
xi, z(xi)

)
+

h

2

{
fx
(
xi, z(xi)

)
+ fy

(
xi, z(xi)

)
z′(xi)

}
+ τ

(
xi, z(xi), h

)

= f(xi,ηi) +
h

2

{
fx(xi,ηi) + fy(xi,ηi)f(xi,ηi)

}
+ τ

(
xi,ηi, h

)
(2.4)

mit ‖τ (xi,ηi, h)‖ = O(h2). Die Inkrementfunktion

Φ(x,y, h) := f(x,y) +
h

2

{
fx(x,y) + fy(x,y)f(x,y)

}

definiert demnach ein explizites Verfahren zweiter Ordnung. In der Praxis kann man die
auf diese Art gewonnenen Verfahren jedoch meist nicht brauchen, weil die Ableitungen
von f explizit eingehen.

Einfachere Verfahren höherer Ordnung erhält man über den Ansatz

Φ(x,y, h) := af(x,y) + bf
(
x+ hc,y + hdf(x,y)

)
,
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indem man die Konstanten a, b, c, d so bestimmt, dass die Taylor-Entwicklung des Fehlers
τ (x,y, h) mit möglichst hoher Ordnung anfängt. Taylor-Entwicklung liefert

τ (x,y, h) =
y(x+ h)− y(x)

h
− Φ(x,y, h)

= y′(x)︸ ︷︷ ︸
=f(x,y)

+
h

2
y′′(x)︸ ︷︷ ︸

=fx(x,y)+fy(x,y)f(x,y)

− (a+ b)f(x,y)

− hb
{
cfx(x,y) + dfy(x,y)f(x,y)

}
+ ε(h)︸︷︷︸

‖·‖=O(h2)

= (1− a− b)f(x,y) + h

(
1

2
− bc

)
fx(x,y) + h

(
1

2
− bd

)
fy(x,y)f(x,y) + ε(h).

Die Fehlerordnung ‖ε(h)‖ = O(h2) erhält man nun, wenn

a+ b = 1, bc =
1

2
, bd =

1

2

erfüllt ist. Die Lösung a = b = 1/2, c = d = 1 liefert das Verfahren von Heun

Φ(x,y, h) :=
1

2

{
f(x,y) + f

(
x+ h,y + hf(x,y)

)}
,

die Lösung a = 0, b = 1, c = d = 1/2 ist das Euler-Collatz-Verfahren

Φ(x,y, h) := f

(
x+

h

2
,y +

h

2
f(x,y)

)
.

In Abschnitt 2.4 werden wir dieses Konstruktionsprinzip weiter beleuchten.

2.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir wollen nun die Konvergenz der Näherungslösung η(x, h) für h → 0 untersuchen,
wobei η(xi, h) = ηi gilt. Wir interessieren uns für den globalen Diskretisierungsfehler

e(x, h) := ‖η(x, h)− y(x)‖

bei festem x für

Hx :=

{
x− x0

n
: n ∈ N0

}
∋ h → 0.

Da e(x, h) wie η(x, h) nur für h ∈ Hx definiert ist, bedeutet dies die Untersuchung der
Konvergenz von

e(x, hn), hn :=
x− x0

n
, n → ∞.

Definition 2.6 Das Einschrittverfahren zur Inkrementfunktion Φ heißt konvergent von
der Ordnung p, falls gilt

e(x, hn) = O(hp
n).
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Satz 2.7 Gegeben sei für x0 ∈ [a, b] das Anfangswertproblem

y′ = f(x,y), y(x0) = y0

mit der exakten Lösung y(x). Das explizite Einschrittverfahren zur Inkrementfunktion Φ
sei konsistent von der Ordnung p. Ferner sei Φ stetig auf

G := {(x,y, h) : a ≤ x ≤ b, y ∈ R
n, |h| ≤ h0}

und genüge der Lipschitz-Bedingung

‖Φ(x,u, h)− Φ(x,v, h)‖ ≤ M‖u− v‖

für alle (x,u, h), (x,v, h) ∈ G. Dann gilt für den globalen Diskretisierungsfehler

e(x, hn) := ‖η(x, hn)− y(x)‖ ≤
{
e(x0, hn) + |x− x0| sup

a≤x≤b
y∈Rn

‖τ (x,y, hn)‖
}
eM |x−x0|

für alle x ∈ [a, b] und hn = (x− x0)/n, n ∈ N, mit |hn| ≤ h0.

Beweis. Sei yi = y(xi). Das durch Φ erzeugte Einschrittverfahren liefert Näherungswerte
ηi = η(xi, h) mit

yi+1 − ηi+1 = yi − ηi + h
{
Φ(xi,yi, h)− Φ(xi,ηi, h)

}
+ hτ (xi,yi, h).

Setzen wir ei := ‖yi−ηi‖ und τ i = τ (xi,yi, h), dann folgt hieraus aufgrund der Lipschitz-
Bedingung

ei+1 ≤ ei + |h| ‖Φ(xi,yi, h)− Φ(xi,ηi, h)‖︸ ︷︷ ︸
≤M‖yi−ηi‖

+|h|‖τ i‖

≤ (1 +M |h|)ei +N |h| mit N := sup
a≤x≤b
y∈Rn

‖τ (x,y, h)‖.

Rekursiv erhalten wir demnach

ei ≤ (1 +M |h|)ei−1 +N |h|
≤ (1 +M |h|)2ei−2 + (1 +M |h|)N |h| +N |h|
...

≤ (1 +M |h|)ie0 +
{
(1 +M |h|)i−1 + · · ·+ (1 +M |h|) + 1

}
N |h|

= (1 +M |h|)ie0 +
(1 +M |h|)i − 1

M |h| N |h|.

Mit Hilfe der Abschätzung 0 < 1 +M |h| ≤ eM |h| erhalten wir demnach

ei ≤ eiM |h|e0 +
eiM |h| − 1

M
N.

Da iM |h| nichtnegativ ist, gilt die Ungleichung

eiM |h| − 1

M
N ≤ eiM |h|iN |h|.



2.4. Runge-Kutta-Verfahren 15

Diese oben eingesetzt liefert

ei ≤ eiM |h|{e0 + iN |h|
}
, i ∈ N0.

Sei nun x0 6= x ∈ [a, b] fest gewählt und h := hn = (x − x0)/n, n ∈ N. Dann ist
xn = x0 + nh = x und es folgt

e(x, hn) = en ≤ eM |x−x0|{e0 + |x− x0|N
}
,

das ist die Behauptung.

Bemerkung Aus diesem Satz folgt, dass ein konsistentes Verfahren der Ordnung p auch
mit der Ordnung p konvergiert, vorausgesetzt die Funktion f ist hinreichend glatt. △

2.4 Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren basieren auf der Integraldarstellung der Lösung

y(xi+1) = y(xi) +

∫ xi+1

xi

f
(
t,y(t)

)
dt.

Ein diskretes Verfahren erhalten wir, wenn wir eine Quadraturformel mit Stützstellen
{αj}mj=1 und Gewichten {γj}mj=1 einsetzen:

y(xi+1) ≈ y(xi) + h

m∑

j=1

γjf
(
xi + hαj ,y(xi + hαj)

)
.

Da y(xi + hαj) auch nicht bekannt ist, approximiert man weiter

f
(
xi + hαj ,y(xi + hαj)

)
≈ kj

(
xi,y(xi), h

)
, j = 1, 2, . . . , m,

und erhält folglich

y(xi + hαj) = y(xi) +

∫ xi+hαj

xi

f
(
t,y(t)

)
dt ≈ y(xi) + h

m∑

ℓ=1

βj,ℓkℓ

(
xi,y(xi), h

)

für geeignete Quadraturgewichte {βj,ℓ}mj,ℓ=1.

Definition 2.8 Gegeben seien reelle Gewichte αℓ, βj,ℓ, γℓ, j, ℓ = 1, 2, . . . , m. Ein allgemei-
nes m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren besitzt dann die Form: setze η0 := y0 und
berechne für alle i = 0, 1, 2, . . .

xi+1 := xi + h

kj(xi,ηi, h) := f

(
xi + hαj,ηi + h

m∑

ℓ=1

βj,ℓkℓ(xi,ηi, h)

)
, j = 1, 2, . . . , m (2.5)

ηi+1 := ηi + h

m∑

ℓ=1

γℓkℓ(xi,ηi, h)

︸ ︷︷ ︸
=:Φ(xi,ηi,ηi+1,h)

.
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Die Gewichte sind dabei so zu wählen, dass eine möglichst hohe Genauigkeit erreicht wird.
Der Übersichtlichkeit halber werden sie üblicherweise im Butcher-Tableau erfasst:

α1 β1,1 · · · β1,m−1 β1,m

α2 β2,1 · · · β2,m−1 β2,m
...

...
...

...
αm βm,1 · · · βm,m−1 βm,m

γ1 · · · γm−1 γm

Beispiel 2.9 (Butcher-Tableaus)

0 0
1

Eulersches
Polygonzug-Verfahren

0 0 0
1
2

1
2

0
0 1

Euler-Collatz-Verfahren

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2

Verfahren von Heun

△
Zunächst werden wir explizite Runge-Kutta-Verfahren betrachten. Dann gilt α1 = 0 und
βj,ℓ = 0 für alle ℓ ≥ j, das heißt, (2.5) lautet

k1(x,y, h) = f(x,y)

k2(x,y, h) = f
(
x+ hα2,y + hβ2,1k1(x,y, h)

)

k3(x,y, h) = f
(
x+ hα3,y + hβ3,1k1(x,y, h) + hβ3,2k2(x,y, h)

)

...

km(x,y, h) = f
(
x+ hαm,y + hβm,1k1(x,y, h) + · · ·+ hβm,m−1km−1(x,y, h)

)
.

Eine Taylor-Entwicklung der Inkrementfunktion liefert

Φ(x,y, h) =

m∑

i=1

γiki(x,y, h)

=

m∑

i=1

γif

(
x+ hαi,y + h

i−1∑

j=1

βi,jkj(x,y, h)

)

=
m∑

i=1

γi

(
f(x,y) + hαifx(x,y) + h

i−1∑

j=1

βi,jfy(x,y)kj(x,y, h)︸ ︷︷ ︸
=f(x,y)+···

+ · · ·
)

=

m∑

i=1

γi

(
f(x,y) + h

[
αifx(x,y) +

i−1∑

j=1

βi,jfy(x,y)f(x,y)

]
+ · · ·

)
.

Hierin sind die vernachlässigten Terme alle von der Ordnung O(h2). Vergleicht man diese
Entwicklung mit (2.4), so sieht man, dass etwa die Wahl

m∑

i=1

γi = 1,

m∑

i=1

γiαi =
1

2
, αi =

i−1∑

j=1

βi,j , i = 1, 2, . . . , m

ein Verfahren von mindestens zweiter Ordnung liefert. Treibt man die Taylor-Entwicklung
weiter, so erhält man zum Beispiel folgende Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung:
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Beispiel 2.10 (explizite Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung)

0
1
2

1
2

1
2

0 1
2

1 0 0 1
1
6

1
3

1
3

1
6

klassisches
Runge-Kutta-Verfahren

0
1
2

1
2

1
2

√
2−1
2

2−
√
2

2

1 0 −
√
2
2

2+
√
2

2
1
6

2−
√
2

6
2+

√
2

6
1
6

Gills-Formel

0
1
3

1
3

2
3

−1
3

1
1 1 −1 1

1
8

3
8

3
8

1
8

3/8-Regel

△

Algorithmus 2.11 (explizites Runge-Kutta-Verfahren)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0 und Schrittweite h
output: Approximation {ηi}
➀ Initialisierung: setze η0 := y0 und i := 0

➁ berechne

k1 := f(xi,ηi)

k2 := f(xi + hα2,ηi + hβ2,1k1)

k3 := f(xi + hα3,ηi + hβ3,1k1 + hβ3,2k2)

...

km := f(xi + hαm,ηi + hβm,1k1 + · · ·+ hβm,m−1km−1)

➂ setze

ηi+1 := ηi + h
m∑

ℓ=1

γℓkℓ, xi+1 := xi + h

➃ erhöhe i := i+ 1 und gehe zu ➁

Oftmals sind implizite Runge-Kutta-Verfahren den expliziten vorzuziehen. Das Butcher-
Tableau besitzt in diesem Fall nichttriviale Koeffzienten βj,ℓ für ℓ ≥ j. Daher muss in
jedem Schritt i das nichtlineare Gleichungssystem

k1(x,y, h) = f
(
x+ hα1,y + hβ1,1k1(x,y, h) + · · ·+ hβ1,mkm(x,y, h)

)

k2(x,y, h) = f
(
x+ hα2,y + hβ2,1k1(x,y, h) + · · ·+ hβ2,mkm(x,y, h)

)

...

km(x,y, h) = f
(
x+ hαm,y + hβm,1k1(x,y, h) + · · ·+ hβm,mkm(x,y, h)

)
(2.6)

in mn Unbekannten kj = kj(x,y, h), j = 1, 2, . . . , m, gelöst werden.

Satz 2.12 Auf dem Streifen S := {(x,y) : a ≤ x ≤ b, y ∈ Rn} sei die Funktion
f : S → Rn Lipschitz-stetig bezüglich y mit Lipschitz-Konstante L. Die Schrittweite h sei
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klein genug, so dass

q := Lh
m

max
i=1

m∑

j=1

|βi,j| < 1

ist. Dann existieren für alle (x,y) ∈ S eindeutige Lösungsvektoren ki = ki(x,y, h), i =
1, 2, . . . , m, von (2.6).

Beweis. Setze

K =
[
k1,k2, . . . ,km

]
:=

[
k1(x,y, h),k2(x,y, h), . . . ,km(x,y, h)

]
∈ R

n×m

und

Ψ : Rn×m → R
n×m, Ψ(K) =

[
ψ1(K),ψ2(K), . . . ,ψm(K)

]

mit

ψj(K) := f

(
x+ hαj ,y + h

m∑

ℓ=1

βj,ℓkℓ

)
.

Jeder Fixpunkt der Iteration

K(r+1) = Ψ
(
K(r)

)
, r = 0, 1, 2, . . .

löst dann das nichtlineare Gleichungssystem (2.6). Wir zeigen nun, dass Ψ eine Kontrak-
tion bezüglich der Norm |||K||| := maxmi=1 ‖ki‖ ist:

|||Ψ(K)−Ψ(L)||| = m
max
i=1

‖ψi(K)−ψi(L)‖

≤ L
m

max
i=1

∥∥∥∥y + h
m∑

j=1

βi,jkj − y − h
m∑

j=1

βi,jℓj

∥∥∥∥

≤ Lh
m

max
i=1

( m∑

j=1

|βi,j|‖kj − ℓj‖
)

≤ Lh

(
m

max
i=1

m∑

j=1

|βi,j|
)(

m
max
p=1

‖kp − ℓp‖
)

= Lh

(
m

max
i=1

m∑

j=1

|βi,j|
)

︸ ︷︷ ︸
=q<1

|||K− L|||.

Damit folgen Existenz und Eindeutigkeit der Lösung von (2.6) aus dem Banachschen
Fixpunktsatz.

Bemerkung Am schnellsten löst man das nichtlineare Gleichungsystem (2.6) mit dem
Newton-Verfahren, wobei dann wieder erste Ableitungen von f eingehen. △

Beispiel 2.13 (implizite Runge-Kutta-Verfahren)
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1
2

1
2

1

implizite Mittelpunktsregel
(Ordnung 2)

2−
√
2

2
2−

√
2

2

1
√
2
2

2−
√
2

2√
2
2

2−
√
2

2

SDIRK2-Verfahren
(single-diagonal implizites
Runge-Kutta-Verfahren,

Ordnung 2)

1
3

5
12

− 1
12

1 3
4

1
4

3
4

1
4

Radau3-Verfahren
(basiert auf der

Radau-Quadraturformel,
Ordnung 3)

△

Algorithmus 2.14 (implizites Runge-Kutta-Verfahren)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× R

n), Anfangswerte x0, y0 und Schrittweite h
output: Approximation {ηi}
➀ Initialisierung: setze η0 := y0 und i := 0

➁ löse das nichtlineare Gleichungssystem

k1 := f(xi + hα1,ηi + hβ1,1k1 + hβ1,2k2 + · · ·+ hβ1,mkm)

k2 := f(xi + hα2,ηi + hβ2,1k1 + hβ2,2k2 + · · ·+ hβ2,mkm)

...

km := f(xi + hαm,ηi + hβm,1k1 + hβm,2k2 + · · ·+ hβm,mkm)

➂ setze

ηi+1 := ηi + h
m∑

ℓ=1

γℓkℓ, xi+1 := xi + h

➃ erhöhe i := i+ 1 und gehe zu ➁

Satz 2.15 Die Funktion f : S → Rn sei auf dem Streifen S := {(x,y) : a ≤ x ≤ b, y ∈
Rn} Lipschitz-stetig bezüglich y mit Lipschitz-Konstante L. Wählt man zu paarweise
verschiedenen αi ∈ [0, 1], i = 1, 2, . . . , m, Parameter γi, βi,j , i, j = 1, 2, . . . , m derart, dass
für ein r ∈ N gilt

m∑

j=1

βi,jα
ℓ
j =

αℓ+1
i

ℓ+ 1
, i = 1, 2, . . . , m, ℓ = 0, 1, 2, . . . , r − 1, (2.7)

und
m∑

j=1

γjα
ℓ
j =

1

ℓ + 1
, ℓ = 0, 1, 2, . . . , r − 1, (2.8)

gilt, dann ist die entsprechende Runge-Kutta-Formel konsistent von der Ordnung r.



20 Kapitel 2. Einschrittverfahren

Beweis. Gemäß (2.7) und (2.8) folgt

αℓ+1
i

ℓ+ 1
=

∫ αi

0

tℓ dt =
m∑

j=1

βi,jα
ℓ
j, i = 1, 2, . . . , m, ℓ = 0, 1, 2, . . . , r − 1,

und
1

ℓ+ 1
=

∫ 1

0

tℓ dt =

m∑

j=1

γjα
ℓ
j , ℓ = 0, 1, 2, . . . , r − 1.

Dies bedeutet, die Quadraturformeln mit den Knoten {αj}mj=1 und Gewichten {βi,j}mj=1

sind auf dem Intervall [0, αi] exakt von der Ordnung r, ebenso die Quadraturformel mit
den Gewichten {γj}mj=1 auf [0, 1]. Daher folgt

y(x+ h)− y(x) =

∫ x+h

x

f
(
t,y(t)

)
dt

= h

∫ 1

0

f
(
x+ hs,y(x+ hs)

)
ds

= h
m∑

i=1

γif
(
x+ hαi,y(x+ hαi)

)
+O(hr+1).

Zusammen mit (2.6) ergibt sich daher

∥∥τ̃ (x,y, h)
∥∥ =

∥∥∥∥
y(x+ h)− y(x)

h
−

m∑

i=1

γiki(x,y, h)

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
m∑

i=1

γif
(
x+ hαi,y(x+ hαi)

)

−
m∑

i=1

γif

(
x+ hαi,y(x) + h

m∑

j=1

βi,jkj(x,y, h)

)∥∥∥∥+O(hr).

In Anbetracht der Lipschitz-Stetigkeit von f erhalten wir somit die Abschätzung

∥∥τ̃ (x,y, h)
∥∥ ≤ L

m∑

i=1

|γi|
∥∥∥∥y(x+ hαi)− y(x)− h

m∑

j=1

βi,jkj(x,y, h)

∥∥∥∥+O(hr).

Auf die gleiche Weise schließen wir unter Ausnutzung der Quadraturformeln auf [0, αi]
und (2.6), dass

Ai :=

∥∥∥∥y(x+ hαi)− y(x)− h
m∑

j=1

βi,jkj(x,y, h)

∥∥∥∥

=

∥∥∥∥h
∫ αi

0

f
(
x+ hs,y(x+ hs)

)
ds− h

m∑

j=1

βi,jkj(x,y, h)

∥∥∥∥

= h

∥∥∥∥
m∑

j=1

βi,jf
(
x+ hαj ,y(x+ hαj)

)

−
m∑

j=1

βi,jf

(
x+ hαj ,y(x) + h

m∑

ℓ=1

βj,ℓkℓ(x,y, h)

)∥∥∥∥+O(hr+1),



2.5. Schrittweitensteuerung 21

was wir aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f abschätzen können gemäß

Ai ≤ Lh
m∑

j=1

|βi,j|
∥∥∥∥y(x+ hαj)− y(x)− h

m∑

ℓ=1

βj,ℓkℓ(x,y, h)

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

=Aj

+O(hr+1)

≤ Lh

(
m

max
j=1

Aj

︸ ︷︷ ︸
=:A

)(
m

max
j=1

m∑

ℓ=1

|βj,ℓ|
︸ ︷︷ ︸

=:B

)
+O(hr+1).

Hieraus ergibt sich
A(1− LhB) = O(hr+1),

dies bedeutet, A = O(hr+1). Schließlich folgt die Behauptung aus

∥∥τ̃ (x,y, h)
∥∥ ≤ L

m∑

i=1

|γi|Ai +O(hr) ≤ LA
m∑

i=1

|γi|+O(hr) = O(hr).

Bemerkung Setzt man

A =




1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αm

α2
1 α2

2 . . . α2
m

...
...

...
αr−1
1 αr−1

2 . . . αr−1
m



∈ R

r×m, B =




β1,1 β1,2 . . . β1,m

β2,1 β2,2 . . . β2,m
...

...
...

βm,1 βm,2 . . . βm,m


 ∈ R

m×m,

und

C =




α1 α2 . . . αm

α2
1/2 α2

2/2 . . . α2
m/2

...
...

...
αr
1/r αr

2/r . . . αr
m/r


 ∈ R

r×m, γ =




γ1
γ2
...
γm


 ∈ R

m, c =




1
1/2
...

1/r


 ∈ R

r,

dann lassen sich (2.7) und (2.8) kurz schreiben als

AB⋆ = C, Aγ = c.

Da A eine Vandermonde-Matrix ist, besitzt sie im Fall r ≤ m den vollen Rang r und
beide Gleichungssysteme sind lösbar. Insbesondere folgt die Eindeutigkeit im Fall r = m.
Damit eine Exaktheit r > m erreicht werden kann, müssen die Knoten {αj}mj=1 speziell
gewählt werden, beispielsweise als Gauß-Quadraturpunkte. △

2.5 Schrittweitensteuerung

Bisher haben wir stets eine feste Schrittweite h betrachtet. Um den numerischen Auf-
wand gering zu halten, versucht man, die Schrittweite größtmöglich zu wählen. Allerdings
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bedeutet eine große Schrittweite eine geringere Rechengenauigkeit, so dass die Schrittwei-
te nur in denjenigen Bereichen groß gewählt werden sollte, wo die Lösung glatt ist. Da
die Lösung jedoch unbekannt ist, ist in der Praxis ein geeigneter Fehlerschätzer vonnöten.
Solche Fehlerschätzer beruhen meist auf einem zweiten Verfahren, dem Kontrollverfahren,
welches in der Regel genauer ist als das Ausgangsverfahren.

Bezeichnen ηi die Lösung des Ausgangsverfahrens und η̂i die Lösung des Kontrollverfah-
rens, dann erwarten wir nach Konstruktion ‖η̂i − yi‖ ≪ ‖ηi − yi‖, so dass

δ := ‖ηi − η̂i‖ ≶ ‖ηi − yi‖ ± ‖η̂i − yi‖ ≈ ‖ηi − yi‖. (2.9)

Natürlich soll das Kontrollverfahren den Aufwand nicht zu sehr in die Höhe treiben. Daher
verwendet man eingebettete Runge-Kutta-Verfahren, die auf demselben Knotenvektor {αj}
und derselben Verfahrensmatrix {βi,j}, aber unterschiedlichen Gewichten {γi} und {γ̂i}
beruhen.

Ausgehend vom Butcher-Tableau

0
α2 β2,1

α3 β3,1 β3,2
...

...
. . .

αm βm,1 βm,2 · · · βm,m−1

γ1 γ2 · · · γm−1 γm
γ̂1 γ̂2 · · · γ̂m−1 γ̂m

erhalten wir die beiden Verfahren

ηi+1 = ηi + h

m∑

ℓ=1

γℓkℓ(xi,ηi, h),

η̂i+1 = ηi + h
m∑

ℓ=1

γ̂ℓkℓ(xi,ηi, h).

Besitzt das erste die Konsistenzordung p und das zweite die Konsistenzordung p+1, dann
folgt

yi+1 − ηi+1 = hp+1wi +O(hp+2), yi+1 − η̂i+1 = O(hp+2) (2.10)

für ein unbekanntes wi ∈ Rn.

Beispiel 2.16 Im Fall der Differentialgleichung y′(x) = f
(
y(x)

)
mit y(xi) = ηi folgt für

das zweistufige Runge-Kutta-Verfahren

0
1 1

1
2

1
2

die Entwicklung

ηi+1 = yi +
h

2
f(ηi) +

h

2
f
(
ηi + hf(ηi)

)
︸ ︷︷ ︸

=f(ηi)+hfy(ηi)f(ηi)+
h2

2
fyy(ηi)f2(ηi)+O(h3)

= ηi + hf(ηi) +
h2

2
fy(ηi)f(ηi) +

h3

4
fyy(ηi)f

2(ηi) +O(h4).
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Hingegen ergibt sich für die exakte Lösung mit

y′(x) = f
(
y(x)

)

y′′(x) = fy
(
y(x)

)
f
(
y(x)

)

y′′′(x) = fyy
(
y(x)

)
f 2
(
y(x)

)
+ f 2

y

(
y(x)

)
f
(
y(x)

)

die Taylor-Entwicklung

y(xi+1) = y(xi) + hf
(
y(xi)

)
+

h2

2
fy
(
y(xi)

)
f
(
y(xi)

)

+
h3

6

[
fyy

(
y(xi)

)
f 2
(
y(xi)

)
+ f 2

y

(
y(xi)

)
f
(
y(xi)

)]
+O(h4)

= ηi + hf(ηi) +
h2

2
fy(ηi)f(ηi) +

h3

6

[
fyy(ηi)f

2(ηi) + f 2
y (ηi)f(ηi)

]
+O(h4).

Hieraus schließen wir auf die Fehlerentwicklung

y(xi+1)− ηi+1 = h3

[
− 1

12
fyy(ηi)f

2(ηi) +
1

6
f 2
y (ηi)f(ηi)

︸ ︷︷ ︸
=wi

]
+O(h4).

△
Wegen (2.10) lautet der Fehlerschätzer (2.9) demnach

δi = δi(h) = ‖ηi+1 − η̂i+1‖ = ‖hp+1wi +O(hp+2)‖ ≈ hp+1‖wi‖.

Mit der Schrittweite ĥ anstelle von h ergibt sich entsprechend

δi(ĥ) ≈ ĥp+1‖wi‖ =

(
ĥ

h

)p+1

hp+1‖wi‖ ≈
(
ĥ

h

)p+1

δi(h)
!
≤ ε.

Folglich ist

ĥ := τ

(
ε

δi(h)

)1/(p+1)

h

mit einem festen Parameter τ die größtmögliche Schrittweite für die noch δi(ĥ) . ε gilt.
Die Schrittweite ĥ liefert den optimalen Kompromiss aus Genauigkeit und (zukünftigen)
Rechenaufwand. In der Praxis wird τ < 1 gewählt, etwa τ = 0.8 oder τ = 0.9.

Bemerkung Im Prinzip hat man zwei Möglichkeiten: Es kann ηi+1 als Approximation
verwendet werden und der genauere Wert η̂i+1 geht nur in die Schätzung der Schrittweite
ein. Nach Konstruktion wird dann die Schrittweite optimal gewählt. Andererseits kann
man auch mit dem genauerem Wert η̂i+1 als Approximation weiterrechnen. Hier sind
allerdings die Schrittweiten tendenziell zu klein, denn es gilt ‖yi+1 − η̂i+1‖ ≪ ε. △

Algorithmus 2.17 (Schrittweitensteuerung durch eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0, Anfangsschrittweite h0

und gewünschte Genauigkeit ε
output: Approximation {(xi,ηi)}
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➀ Initialisierung: setze η0 := y0, δ0 := ε und i := 0

➁ wiederhole

hi := τ

(
ε

δi

)1/(p+1)

hi

ηi+1 := ηi + hi

m∑

ℓ=1

γℓkℓ(xi,ηi, hi)

δi := hi

∥∥∥∥∥

m∑

ℓ=1

(γℓ − γ̂ℓ)kℓ(xi,ηi, hi)

∥∥∥∥∥

solange bis δi ≤ ε ist

➂ setze
xi+1 := xi + hi, hi+1 := hi, δi+1 := δi

➃ erhöhe i := i+ 1 und gehe nach ➁

Beispiel 2.18 (Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren)

0
1 1
1
2

1
4

1
4

p = 2 1
2

1
2

0
p = 3 1

6
1
6

4
6

Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren
RKF2(3), wobei das Kontrollverfahren

auf der Simpson-Regel beruht

0
1
2

1
2

1
2

0 1
2

1 0 0 1
1 1

6
1
3

1
3

1
6

p = 3 1
6

1
3

1
3

0 1
6

p = 4 1
6

1
3

1
3

1
6

0

klassisches Runge-Kutta-Verfahren als
Kontrollverfahren

△
Ein Kontrollverfahren höherer Ordnung kann man auch mittels Richardson-Extrapolation

konstruieren. Ausgehend von der numerischen Lösung ηi im Punkt xi berechnet man
die Lösung im Punkt xi+1 = xi + h mit der Schrittweite h und der Schrittweite h/2. Die
zugehörigen Lösungen werden mit ηh

i+1 und ηh/2
i+1 bezeichnet. Ferner bezeichne ηh/2

i+1 die mit
einem Schritt des Verfahrens mit halber Schrittweite berechnete Lösung, wobei in xi+h/2
von der exakten Lösung yi+1/2 = y(xi + h/2) ausgegangen werde. Es gilt demnach

η
h/2
i+1 = yi+1/2 +

h

2
Φ

(
xi +

h

2
,yi+1/2,

h

2

)
.

Während ηh
i+1 und ηh/2

i+1 tatsächlich berechnet werden, ist ηh/2
i+1 nur eine Hilfsgröße für die

theoretischen Untersuchungen.

Wir gehen wieder von der Fehlerentwicklung

yi+1 − ηh
i+1 = hp+1wi +O(hp+2) (2.11)
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aus. Andererseits gilt

yi+1 − ηh/2
i+1 = yi+1 − ηh/2

i+1 + η
h/2
i+1 − η

h/2
i+1

= wi+1/2

(
h

2

)p+1

+O(hp+2) + yi+1/2 +
h

2
Φ

(
xi +

h

2
,yi+1/2,

h

2

)

− ηh/2
i+1/2 −

h

2
Φ

(
xi +

h

2
,η

h/2
i+1/2,

h

2

)
.

Für den Fehler nach einem Schritt mit der Schrittweite h/2 gilt

yi+1/2 − ηh/2
i+1/2 = wi

(
h

2

)p+1

+O(hp+2).

Kombiniert mit wi+1/2 = wi +O(h) und der Lipschitz-Stetigkeit von Φ folgt schließlich

yi+1 − ηh/2
i+1 = 2wi

(
h

2

)p+1

+O(hp+2). (2.12)

Subtraktion von (2.11) und (2.12) liefert nun

2wi =
η
h/2
i+1 − ηh

i+1

2p − 1

(
h

2

)−p−1

+O(h).

Dies bedeutet nach (2.12)

yi+1 − ηh/2
i+1 =

η
h/2
i+1 − ηh

i+1

2p − 1
+O(hp+2).

Speziell sehen wir, dass das durch

η̂i+1 :=
2pη

h/2
i+1 − ηh

i+1

2p − 1

definierte Verfahren die Konsistenzordnung p+1 besitzt und daher als Kontrollverfahren
anwendebar ist.

Algorithmus 2.19 (Schrittweitensteuerung durch Richardson-Extrapolation)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0, Anfangsschrittweite h0

und gewünschte Genauigkeit ε
output: Approximation {(xi,ηi)}
➀ Initialisierung: setze η0 := y0, δ0 := ε und i := 0
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➁ wiederhole

hi := τ

(
ε

δi

)1/(p+1)

hi

ηi+1/2 := ηi +
hi

2

m∑

ℓ=1

γℓkℓ

(
xi,ηi,

hi

2

)

ηi+1 := ηi+1/2 +
hi

2

m∑

ℓ=1

γℓkℓ

(
xi +

hi

2
,ηi+1/2,

hi

2

)

δi :=
2p

2p − 1

∥∥∥∥ηi+1 − ηi − hi

m∑

ℓ=1

γℓkℓ(xi,ηi, hi)

∥∥∥∥

solange bis δi ≤ ε ist

➂ setze
xi+1 := xi + hi, hi+1 := hi, δi+1 := δi

➃ erhöhe i := i+ 1 und gehe nach ➁

Bemerkung Bei der Schrittweitensteuerung durch Richardson-Extrapolation muss nur
ein Einschrittverfahren implementiert werden. Dafür sind aber mehr Funktionsauswertun-
gen nötig als bei der Schrittweitensteuerung durch eingebettete Runge-Kutta-Verfahren
entsprechender Ordung. △

2.6 Steife Differentialgleichungen

Beispiel 2.20 Gegeben sei das System

y′1 =
λ1 + λ2

2
y1 +

λ1 − λ2

2
y2

y′2 =
λ1 − λ2

2
y1 +

λ1 + λ2

2
y2





λ1, λ2 < 0. (2.13)

Die allgmeine Lösung für x ≥ 0 lautet

y1(x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x

y2(x) = C1e
λ1x − C2e

λ2x
(2.14)

mit C1, C2 ∈ R.

Berechnet man (2.13) mit dem Eulerschen Polygonzug-Verfahren, so lässt sich die nume-
rische Näherung geschlossen darstellen

η1,i = C1(1 + hλ1)
i + C2(1 + hλ2)

i

η2,i = C1(1 + hλ1)
i − C2(1 + hλ2)

i.

Offensichtlich konvergieren die Lösungen nur dann, falls die Schrittweite h so klein gewählt
wird, dass

|1 + hλ1| < 1, |1 + hλ2| < 1. (2.15)
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Es sei nun |λ2| groß gegen |λ1|. Wegen λ2 < 0 ist dann in (2.14) der Einfluss der Kompo-
nente eλ2x gegenüber eλ1x vernachlässigbar klein. Leider gilt das nicht für das numerische
Verfahren. Wegen (2.15) muss nämlich die Schrittweite so klein gewählt werden, dass

h <
2

|λ2|
.

Für den Fall λ1 = −1 und λ2 = −1000 bedeutet dies h ≤ 0.002. Obwohl also e−1000x zur
Lösung praktisch nichts beiträgt, bestimmt der Faktor 1000 im Exponenten die Schritt-
weite. Dieses Verhalten bezeichnet man als steif. △

Definition 2.21 Die lineare Differentialgleichung

y′ = Ay + b(x), A ∈ R
n×n, b(x) ∈ R

n

heißt steif, wenn Re(λi) < 0 für alle Eigenwerte λi von A und minn
i=1{|Re(λi)|} ≪

maxni=1{|Re(λi)|}. Der Quotient

q :=
maxni=1{|Re(λi)|}
minn

i=1{|Re(λi)|}

heißt Steifigkeitsquotient.

Das Anwenden eines Einschrittverfahrens auf das Problem

y′ = λy mit λ < 0

führt im allgemeinen auf eine Rekursion

ηi+1 = g(hλ)ηi, i = 0, 1, 2, . . . ,

wobei die Stabilitätsfunktion g vom jeweiligen Verfahren abhängt.

Beispiel 2.22 Beim Eulerschen Polygonzug-Verfahren folgt gemäß Beispiel 2.20 g(z) =
1 + z. Beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren gilt

k1 = ηiz

k2 = ηi(z + z2/2)

k3 = ηi(z + z2/2 + z3/4)

k4 = ηi(z + z2 + z3/2 + z4/4)

ηi+1 = ηi + k1/6 + k2/3 + k3/3 + k4/6,

dies bedeutet,

g(z) = 1 + z +
z2

2
+

z3

6
+

z4

24
.

Beim impliziten Euler-Verfahren erhält man aus

ηi+1 = ηi + hf(xi+1, ηi+1) = ηi + zηi+1
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dass

g(z) =
1

1− z
.

Die Trapez-Methode

ηi+1 = ηi +
h

2

{
f(xi, ηi) + f(xi+1, ηi+1)

}
= ηi

(
1 +

z

2

)
+

z

2
ηi+1

induziert schließlich

g(z) =
1 + z/2

1− z/2
=

2 + z

2− z
.

△
Für λ < 0 folgt nun eλx

x→∞−→ 0, während ηi → 0 genau dann gilt, wenn |g(z)| < 1. Da bei
den beiden expliziten Verfahren g(z) ein Polynom ist, gilt

|g(z)| → ∞ für z → −∞.

Daher sind diese Verfahren nur stabil, falls h klein genug ist.

Demgegenüber ist bei den beiden impliziten Verfahren g(z) eine rationale Funktion mit
der Eigenschaft

|g(z)| < 1 für z < 0.

Allerdings sieht man, dass die Dämpfung beim impliziten Euler-Verfahren für betragsgroße
Werte z = hλ sehr viel stärker als bei der Trapez-Regel ist. Bei letzterer nähert man sich
der Stabilitätsgrenze |g(z)| z→−∞−→ 1.

Definition 2.23 Der Bereich

M := {z ∈ C : |g(z)| < 1}

heißt Stabilitätsgebiet. Ein Verfahren heißt absolut stabil oder A-stabil, falls

{z ∈ C : Re(z) < 0} ⊂ M,

wenn also |g(z)| < 1 gilt für alle Re(z) < 0.

Beispiel 2.24
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✲

✻

−1

Stabilitätsgebiet des
expliziten Euler-Vefahren

✲

✻

1

Stabilitätsgebiet des
impliziten Euler-Vefahren

△
Das A-stabile implizite Euler-Verfahren besitzt uneingeschränkte Dämpfung für z = hλ →
−∞, während die Stabilitätsfunktion der A-stabilen Trapez-Methode betragsmäßig gegen
1 strebt, also letztlich die Dämpfung verliert, was sich mit Rundungseffekten durchaus
stark auswirken kann.

Definition 2.25 Ein Verfahren heißt L-stabil, falls es A-stabil ist und zusätzlich gilt

g(−∞) = 0.

Bemerkungen

1. Explizite Einschrittverfahren sind niemals A-stabil.

2. Die Trapez-Methode ist A-stabil, das implizite Euler-Verfahren sogar L-stabil.

3. Das SDIRK2- und das Radau3-Verfahren aus Beispiel 2.13 sind beide L-stabil.

△
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3. Mehrschrittverfahren

3.1 Definition

Genereller Nachteil von Einschrittverfahren ist die hohe Anzahl von Funktionsauswer-
tungen im Fall von Verfahren höherer Ordnung. Ursache dafür ist, dass jeder Schritt so
behandelt wird, als wäre es der erste.

Definition 3.1 Sei xi := x0 + hi für i ∈ N. Ein Verfahren der Form

ηi+k :=

k−1∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ + hΦ(xi,ηi,ηi+1, . . . ,ηi+k, h) (3.1)

mit festen Koeffizienten αℓ heißt k-Schrittverfahren. Hängt die Inkrementfunktion Φ
nicht von ηi+k ab, dann ist das Mehrschrittverfahren explizit, andernfalls implizit. Das
Mehrschrittverfahren heißt linear, falls es von der Form

ηi+k :=

k−1∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ + h

k∑

ℓ=0

βℓf(xi+ℓ,ηi+ℓ) (3.2)

mit festen Koeffizienten αℓ, βℓ ist.

Bemerkungen

1. Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann implizit, falls βk 6= 0 gilt.

2. Ein k-Schrittverfahren benötigt immer k Anlaufwerte

η0 = y0, η1 ≈ y(x1), η2 ≈ y(x2), . . . , ηk−1 ≈ y(xk−1).

In der Praxis besorgt man sich diese aus einem hinreichend genauen Einschrittver-
fahren.

△

Algorithmus 3.2 (lineares Mehrschrittverfahren)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0,y1, . . . ,yk−1

und Schrittweite h
output: Approximation {ηi}
➀ Initialisierung: setze xi := x0 + ih und ηi := yi für alle i = 0, 1, . . . , k − 1



3.1. Definition 31

➁ für alle i = 0, 1, . . . berechne

ηi+k :=
k−1∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ + h
k∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,ηi+ℓ

)
, xi+k := xi+k−1 + h

Bemerkung Ist das Mehrschrittverfahren explizit, so wird pro Iterationsschritt nur eine
Funktionsauswertung von f benötigt. △

Beispiel 3.3 Folgende Spezialfälle linearer Mehrschrittverfahren sind von Bedeutung:

• Beim Adams-Bashforth-Verfahren gilt

α0 = α1 = · · · = αk−2 = 0, αk−1 = 1, βk = 0.

• Beim Nyström-Verfahren ist

α0 = α1 = · · · = αk−3 = 0, αk−2 = 1, αk−1 = 0, βk = 0.

• Beim Adams-Moulton-Verfahren ist

α0 = α1 = · · · = αk−2 = 0, αk−1 = 1, βk 6= 0.

• Beim Milne-Simpson-Verfahren ist

α0 = α1 = · · · = αk−3 = 0, αk−2 = 1, αk−1 = 0, βk 6= 0.

△

Definition 3.4 Der lokale Diskretisierungsfehler des Mehrschrittverfahrens ist

τ (xi,y, h) =
1

h

(
y(xi+k)−

k−1∑

ℓ=0

αℓy(xi+ℓ)

)
− Φ

(
xi,y(xi), . . . ,y(xi+k), h

)
.

Das Mehrschrittverfahren heißt konsistent von der Ordnung p, falls gilt

‖τ (x,y, h)‖ = O(hp).

Im Gegensatz zu Runge-Kutta-Verfahren kann man für lineare Mehrschrittverfahren sehr
einfache Konsistenzbedingungen formulieren.

Satz 3.5 Sei f hinreichend glatt. Dann ist ein lineares Mehrschrittverfahren der Form

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ = h

k∑

ℓ=0

βℓf(xi+ℓ,ηi+ℓ), i = 0, 1, 2, . . . (3.3)
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konsistent von der Ordnung p genau dann, wenn die folgenden p+ 1 Bedingungen erfüllt
sind:

k∑

ℓ=0

αℓ = 0,

k∑

ℓ=0

(
ℓqαℓ − qℓq−1βℓ

)
= 0, q = 1, 2, . . . , p. (3.4)

Beweis. Taylor-Entwicklung von y liefert

αkτ (x,y, h) =
1

h

k∑

ℓ=0

αℓy(x+ hℓ)−
k∑

ℓ=0

βℓy
′(x+ hℓ)

=
1

h

k∑

ℓ=0

αℓ

( p∑

q=0

(hℓ)q

q!
y(q)(x)

)
−

k∑

ℓ=0

βℓ

( p−1∑

q=0

(hℓ)q

q!
y(q+1)(x)

)
+O(hp)

=
1

h

( k∑

ℓ=0

αℓy(x)

)
+

( p∑

q=1

hq−1

q!
y(q)(x)

k∑

ℓ=0

ℓqαℓ

)

−
( p∑

q=1

hq−1

q!
y(q)(x)

k∑

ℓ=0

qℓq−1βℓ

)
+O(hp)

=
1

h

( k∑

ℓ=0

αℓy(x)

)
+

p∑

q=1

hq−1

q!
y(q)(x)

k∑

ℓ=0

(
ℓqαℓ − qℓq−1βℓ

)
+O(hp).

Gelten die Bedingungen (3.4), dann ist das Verfahren von der Konsistenzordnung p.

Damit umgekehrt das Verfahren die Konsistenzordnung p besitzt, müssen die Koeffizienten
von hq verschwinden. Da es Fälle mit y(q)(x) 6= 0 gibt, müssen die Bedingungen (3.4)
gelten.

3.2 Explizite k-Schrittverfahren

Die Klasse der Adams-Bashforth-Verfahren beruht auf der Diskretisierung der Integral-
gleichung

y(xi+k) = y(xi+k−1) +

∫ xi+k

xi+k−1

f
(
t,y(t)

)
dt (3.5)

an den Stützstellen xi, xi+1, . . . , xi+k−1 mit Hilfe von Newton-Cotes-Quadraturformeln.

Lemma 3.6 (Newton-Cotes-Quadratur) Zu den Quadraturpunkten ξ0 < ξ1 < · · · < ξm
seien die Quadraturgewichte {ωi}mi=0 gegeben durch

ωi :=

∫ b

a

Li(x) dx, Li(x) =

m∏

j=0
j 6=i

x− ξj
ξi − ξj

, i = 0, 1, . . . , m, (3.6)

wobei L0(x) ≡ 1 gelte im Fall m = 0. Dann berechnet die Quadraturformel

Q[f ] =
m∑

i=0

ωif(ξi)
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das Integral

I[f ] =

∫ b

a

f(x) dx

exakt für alle Polynome bis zum Grad m.

Beweis. Sei p ∈ Πm. Offensichtlich interpoliert p sich in den Stützstellen {ξi}mi=0 selbst.
Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms gilt daher

p(x) =

m∑

i=0

p(ξi)Li(x).

Daraus folgt

I[p] =

∫ b

a

p(x) dx =

∫ b

a

m∑

i=0

p(ξi)Li(x) dx

=

m∑

i=0

p(ξi)

∫ b

a

Li(x) dx
(3.6)
=

m∑

i=0

ωi p(ξi) = Q[p],

was zu zeigen war.

Wir wenden dieses Lemma nun an, um das Integral in (3.5) zu approximieren. Da die
Stützstellen xi, xi+1, . . . , xi+k−1 außerhalb des Integrationsintervalls [xi+k−1, xi+k] liegen,
erhalten wir folgende Gewichte, die nicht mit denen der üblichen Newton-Cotes-Quadratur-
formeln übereinstimmen:

Adams-Bashforth-Verfahren
α0 = α1 = · · · = αk−2 = 0, αk−1 = 1, βk = 0

k β0 β1 β2 β3 β4 Konsistenzordnung
1 1 1
2 −1/2 3/2 2
3 5/12 −4/3 23/12 3
4 −3/8 37/24 −59/24 55/24 4
5 251/720 −637/360 327/90 −1387/360 1901/720 5

Da die entsprechenden Quadraturformeln gemäß Lemma 3.6 exakt für alle Polynome vom
Grad k − 1 sind, folgt die Abschätzung

y(xi+k)− y(xi+k−1) =

∫ xi+k

xi+k−1

f
(
t,y(t)

)
︸ ︷︷ ︸

y′(t)

dt = h

k−1∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,y(xi+ℓ)

)
+O(hk+1).

Dies bedeutet, dass das so konstruierte k-Schritt-Verfahren die Konsistenzordnung k be-
sitzt:

‖τ (xi,y, h)‖ =

∥∥∥∥
y(xi+k)− y(xi+k−1)

h
−

k−1∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,y(xi+ℓ)

)∥∥∥∥ = O(hk).
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Algorithmus 3.7 (Adams-Bashforth-Verfahren)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0,y1, . . . ,yk−1

und Schrittweite h
output: Approximation {ηi}
➀ Initialisierung: setze xi := x0 + ih und ηi := yi für alle i = 0, 1, . . . , k − 1

➁ für alle i = 0, 1, . . . berechne

ηi+k := ηi+k−1 + h

k−1∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,ηi+ℓ

)
, xi+k := xi+k−1 + h

Um die Klasse der Nyström-Verfahren zu erhalten, verändern wir den Ansatz (3.5) leicht
gemäß

y(xi+k) = y(xi+k−2) +

∫ xi+k

xi+k−2

f
(
t,y(t)

)
dt. (3.7)

Für dieselbe Stützstellenwahl wie beim Adams-Bashforth-Verfahren liefert Lemma 3.6
nun die Werte:

Nyström-Verfahren
α0 = α1 = · · · = αk−3 = 0, αk−2 = 1, αk−1 = 0, βk = 0

k β0 β1 β2 β3 β4 β5 Konsistenzordnung
2 0 2 2
3 1/3 −2/3 7/3 3
4 −1/3 4/3 −5/3 8/3 4
5 29/90 −73/45 147/45 −133/45 269/90 5
6 −14/45 169/90 −213/45 287/45 −203/45 33/10 6

Analog zum Adams-Bashforth-Verfahren folgert man anhand der Abschätzung

y(xi+k)− y(xi+k−2) =

∫ xi+k

xi+k−2

f
(
t,y(t)

)
︸ ︷︷ ︸

y′(t)

dt = h
k−1∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,y(xi+ℓ)

)
+O(hk+1),

dass das Nyström-k-Schritt-Verfahren die Konsistenzordnung k besitzt.

Bemerkung Das Adams-Bashforth-Verfahren mit k = 1 ist das Eulersche Polygonzug-
verfahren. Das Nyström-Verfahren mit k = 2 wird auch Mittelpunktsregel genannt. △

3.3 Implizite k-Schrittverfahren

Bei der Klasse der Adams-Moulton-Verfahren wird das Integral in (3.5) durch Newton-
Cotes-Formeln in den Knoten xi, xi+1, . . . , xi+k−1 und zusätzlich xi+k approximiert. Nach
Lemma 3.6 führt dies auf die Koeffizienten:
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Adams-Moulton-Verfahren
α0 = α1 = · · · = αk−2 = 0, αk−1 = 1, βk 6= 0

k β0 β1 β2 β3 β4 β5 Konsistenzordnung
1 1/2 1/2 2
2 −1/12 2/3 5/12 3
3 1/24 −5/24 19/24 3/8 4
4 −19/720 53/360 −11/30 323/360 251/720 5
5 27/1440 −173/1440 241/720 −399/720 1427/1440 95/288 6

Da die Newton-Cotes-Quadraturformeln gemäß Lemma 3.6 exakt für alle Polynome vom
Grad k sind, ergibt sich die Abschätzung

y(xi+k)− y(xi+k−1) =

∫ xi+k

xi+k−1

f
(
t,y(t)

)
︸ ︷︷ ︸

y′(t)

dt = h
k∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,y(xi+ℓ)

)
+O(hk+2).

Hieraus folgt, dass das Adams-Moulton-k-Schrittverfahren die Konsistenzordnung k + 1
besitzt:

‖τ (xi,y, h)‖ =

∥∥∥∥
y(xi+k)− y(xi+k−1)

h
−

k∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,y(xi+ℓ)

)∥∥∥∥ = O(hk+1).

Wie beim Adams-Moulton-Verfahren können wir auch das Integral in (3.7) durch Newton-
Cotes-Formeln in den Knoten xi, xi+1, . . . , xi+k−1 und xi+k approximieren. Dies führt
auf die Klasse der Milne-Simpson-Verfahren. Gemäß Lemma 3.6 erhalten wir dann die
folgenden Koeffizienten:

Milne-Simpson-Verfahren
α0 = α1 = · · · = αk−3 = 0, αk−2 = 1, αk−1 = 0, βk 6= 0

k β0 β1 β2 β3 β4 β5 Konsistenzordnung
3 0 1/3 4/3 1/3 4
4 −1/90 2/45 12/45 62/45 29/90 5
5 1/90 −3/45 7/45 −7/45 129/90 14/90 6

Aufgrund des Exaktheitsgrads k der jeweiligen Newton-Cotes-Quadraturformel, schlie-
ßen wir wie beim Adams-Moulton-k-Schrittverfahren, dass das Milne-Simpson-k-Schritt-
verfahren ebenfalls die Konsistenzordnung k + 1 besitzt:

‖τ (xi,y, h)‖ =

∥∥∥∥
y(xi+k)− y(xi+k−2)

h
−

k∑

ℓ=0

βℓf
(
xi+ℓ,y(xi+ℓ)

)∥∥∥∥ = O(hk+1).

Eine andere Möglichkeit, Mehrschrittverfahren zu gewinnen, besteht darin, anstelle der
Approximation des Integrals in (3.5) beziehungsweise (3.7) eine Approximation der Ab-
leitung y′(xi+k) durch numerische Differentiation aus y(xi+k) und den bisher berechneten
Werten y(xi),y(xi+1), . . . ,y(xi+k−1) zu verwenden. Man spricht daher von Rückwärts-

Differentiationsformeln, kurz BDF-Verfahren (von backward differentiation formulas).
BDF-Verfahren werden vor allem bei steifen Problemen eingesetzt.
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Ausgehend vom Interpolationspolynom in den Punkten
{(

xi+ℓ,y(xi+ℓ)
)}k

ℓ=0
, gegeben

durch

p(x) =
k∑

ℓ=0

y(xi+ℓ)Lℓ(x), Lℓ(x) =
k∏

j=0
j 6=ℓ

x− xi+j

xi+ℓ − xi+j

, ℓ = 0, 1, . . . , k,

fordert man

p′(xi+k) =
k∑

ℓ=0

y(xi+ℓ)L
′
ℓ(xi+k)

!
= f

(
xi+k,y(xi+k)

)
.

Dies führt auf das Verfahren

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ = hf(xi+k,ηi+k), αℓ = hL′
ℓ(xi+k), ℓ = 0, 1, . . . , k.

Nach der Normalisierung gemäß der Definition (3.2) erhalten wir die Koeffizienten:

BDF-Verfahren
β0 = β1 = · · · = βk−1 = 0, αk = 1

k βk α0 α1 α2 α3 α4 Konsistenzordnung
1 1 −1 1
2 2/3 1/3 −4/3 2
3 6/11 −2/11 9/11 −18/11 3
4 12/25 3/25 −16/25 36/25 −48/25 4
5 60/137 −12/137 75/137 −200/137 300/137 −300/137 5

Dass das k-Schritt-BDF-Verfahren ein Verfahren der Konsistenzordnung k ist, überprüft
man leicht mit Hilfe von Satz 3.5.

Bemerkung Das Adams-Moulton-Verfahren mit k = 1 heißt auch Trapezregel . Die
Milne-Simpson-Verfahren für k = 2 und k = 3 stimmen überein und werden Simpson-

Regel genannt. Das BDF-Verfahren mit k = 1 ist gerade das implizite Euler-Verfahren.
△
In jedem Schritt eines der hier vorgestellten impliziten Verfahren muss das nichtlineare
Gleichungssystem

ηi+k =

k−1∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ + h

k∑

ℓ=0

βℓf(xi+ℓ,ηi+ℓ)

gelöst werden. Wie schon bei den impliziten Einschrittverfahren kann nachgewiesen wer-
den, dass diese Gleichung für hinreichend kleine Schrittweiten lösbar ist, falls f einer
Lipschitz-Bedingung in der y-Variablen genügt. Setzen wir

Ψ(u) := hβkf(xi+k,u) +

k−1∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ + h

k−1∑

ℓ=0

βℓf(xi+ℓ,ηi+ℓ),

dann folgt

‖Ψ(u)−Ψ(v)‖ = h|βk|‖f(xi+k,u)− f(xi+k,v)‖ ≤ h|βk|L‖u− v‖.
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Ist h so klein, dass h|βk|L < 1 gilt, dann liefert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz
und Eindeutigkeit der gesuchten Lösung

ηi+k = Ψ(ηi+k) =
k−1∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ + h
k∑

ℓ=0

βℓf(xi+ℓ,ηi+ℓ).

Bemerkung Eine gute Startnäherung η̃i+k des nichtlinearen Lösers berechnet man üb-
licherweise durch ein explizites Verfahren — dies ist der Prädiktorschritt. Mit Hilfe einer
Fixpunktiteration oder einem Newton-Verfahren verbessert man die Näherung η̃i+k und
erhält die gesuchte Lösung ηi+k — dies ist der Korrektorschritt. Man spricht hier von
Prädiktor-Korrektor-Verfahren. Oftmals reicht in einem solchen Prädiktor-Korrektor-
Verfahren sogar eine feste Anzahl an Iterationsschritten im nichtlinearen Löser aus. Be-
rechnet man beispielsweise den Prädiktor mit dem Adams-Bashforth-Verfahren der Stu-
fe k, so besitzt dieser den Konsistenzfehler O(hk+1). Ausgehend von diesem Prädiktor
führt man nun eine Fixpunktiteration zur Bestimmung der Lösung des Adams-Moulton-
Verfahrens der Stufe k aus. Da die Kontraktionskonstante L|βk|h ist, liefert bereits ein
Iterationsschritt einen Korrektor mit dem Konsistenzfehler

(
L|βk|h

)
O(hk+1) = O(hk+2),

vorausgesetzt, die Schrittweite h ist hinreichend klein. △

3.4 Stabilität

Einschrittverfahren sind mit k = 1 natürlich formal in der Klasse der Mehrschrittverfahren
enthalten. Allerdings impliziert im Gegensatz zu Einschrittverfahren die Konsistenz nicht
die Konvergenz von Mehrschrittverfahren im Fall einer Schrittzahl k > 1.

Beispiel 3.8 Wir betrachten das Anfangswertproblem

y′(x) = y(x)− 2 sinx, x ∈ [0, 4], y(0) = 1,

mit der Lösung y(x) = sin(x) + cos(x). Zur numerischen Berechnung dieser Lösung ver-
wenden wir das explizite Zweischrittverfahren

ηi+2 = −4ηi+1 + 5ηi + h
(
2f(xi, ηi) + 4f(xi+1, ηi+1)

)
, i = 0, 1, 2, . . . , (3.8)

welches die Konsistenzordnung 3 besitzt. Führen wir ausgehend von η0 = 1, η1 = sin h+
cosh für verschiedene Schrittweiten das Verfahren durch, erhalten wir:

h |η1/h − y(1)| |η2/h − y(2)| |η4/h − y(4)|
2−2 0.0094 2.87 3.3 · 105
2−3 0.280 6.1 · 104 2.7 · 1015
2−4 6.4 · 103 5.4 · 1014 3.7 · 1036

Die Resultate deuten an, dass keine Konvergenz vorliegt. Man beobachtet sogar ein starkes
Anwachsen des Fehlers, wenn die Schrittweite h kleiner wird.

Die im Verfahren (3.8) auftretende Instabiliät lässt sich wie folgt erklären. Wir betrachten
die Aufgabe

y′(x) = 0, x ∈ [0, b], y(0) = 1,
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mit der Lösung y(x) = 1. Das Zweischrittverfahren hierauf angewandt liefert die lineare

homogene Differenzengleichung

ηi+2 + 4ηi+1 − 5ηi = 0, i = 0, 1, 2, . . . . (3.9)

Der Ansatz ηi = zi führt auf zi(z2 + 4z− 5) = 0 für alle i, also z = 0, z = 1 oder z = −5.
Folglich ist ηi = 1i · A + (−5)i · B für jedes A,B ∈ R eine Lösung von (3.9). Sind nun
gestörte Startwerte η0 = 1 und η1 = 1+ δ vorgegeben, so sind A = 1+ δ/6 und B = −δ/6
eindeutig bestimmt und es folgt

ηi = 1 +
δ

6
− δ

6
(−5)i, i = 0, 1, 2, . . . .

Man sieht, dass eine kleine Störung δ 6= 0 im Startwert η1 exponentiell wächst. △

Definition 3.9 Eine Gleichung der Form

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ = 0, i = 0, 1, 2, . . . . (3.10)

mit αk 6= 0 heißt lineare homogene Differenzengleichung k-ter Ordnung.

Zu jedem k-Schrittverfahren der Form

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ = hΦ(xi,ηi,ηi+1, . . . ,ηi+k, h), i = 0, 1, 2, . . . , (3.11)

gehört eine lineare homogene Differenzengleichung (3.10) der Ordnung k, welche offen-
sichtlich k linear unabhängige Lösungen hat. Hingegen besitzt die approximierte Differen-
tialgleichung nur eine Lösung. Dieser einen Lösung entspricht aber nur eine Lösung der
Differenzengleichung. Daher kann man im Fall k > 1 nur dann Konvergenz einer Mehr-
schrittmethode erwarten, wenn alle Lösungen der zugehörigen homogenen Differenzenglei-
chung beschränkt bleiben, da auch diese durch Rundungsfehler eingeschleppt werden. Aus
diesem Grund untersuchen wir zunächst die Stabilität der Differenzengleichung (3.10).

Definition 3.10 Die lineare homogene Differenzengleichung (3.10) wird stabil genannt,
wenn alle ihre Lösungen beschränkt sind.

Die Frage, wann eine lineare homogene Differenzengleichung stabil ist, beantwortet der
folgende Satz.

Satz 3.11 Die lineare homogene Differenzengleichung (3.10) ist stabil genau dann, falls
sie die Dahlquistsche Wurzelbedingung erfüllt, das heißt, falls die Nullstellen λ des cha-
rakteristischen Polynoms

p(λ) =

k∑

ℓ=0

αℓλ
ℓ (3.12)
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alle |λ| ≤ 1 erfüllen, und im Falle |λ| = 1 zusätzlich einfach sind.

Beweis. Zunächst sei angemerkt, dass jede Lösung der linearen Differenzengleichung (3.10)
eindeutig bestimmt ist durch die k Startwerte η0, η1, . . . , ηk−1. Die nachfolgenden Terme
ηk, ηk+1, . . . sind dann rekursiv durch (3.10) bestimmt.

Sei A der Differentialoperator definiert durch (Af)(λ) = λf ′(λ). Dann erfüllt die Folge

ηi = inλi, i = 0, 1, 2, . . . , (3.13)

für jedes i die Beziehung

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ =

k∑

ℓ=0

αℓ (i+ ℓ)n︸ ︷︷ ︸
=
∑n

m=0 (
n
m)imℓn−m

λi+ℓ

= λi
n∑

m=0

(
n

m

)
im

k∑

ℓ=0

αℓℓ
n−mλℓ

= λi
n∑

m=0

(
n

m

)
im(An−mp)(λ).

Falls λ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms (3.12) mit der Vielfachheit s ist,
so folgt (Amp)(λ) = 0 für alle m < s. Daher löst die Folge (3.13) die Differenzengleichung
(3.10) für alle n < s.

Nun nehmen wir an, dass λ1, λ2, . . . , λn die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
(3.12) sind und die Vielfachheiten s1, s2, . . . , sn besitzen, dies bedeutet

p(λ) =

n∏

m=1

(λ− λm)
sm.

Wir wollen nun zeigen, dass alle Lösungen der linearen homogenen Differenzengleichung
(3.10) die Form

ηi =
n∑

m=1

sm−1∑

s=0

γm,si
sλi

m (3.14)

mit beliebigen Koeffizienten γm,s ∈ R besitzen. Dazu müssen wir zeigen, dass die Koeffi-
zienten γm,s so gewählt werden können, dass beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen

n∑

m=1

sm−1∑

s=0

γm,si
sλi

m = ηi, i = 0, 1, . . . , k − 1, (3.15)

erfüllt sind. Das homogene adjungierte Gleichungssystem zu (3.15) lautet

k−1∑

i=0

ρii
sλi

m = 0, s = 0, 1, . . . , sm − 1, m = 1, 2, . . . , n.

Angenommen, {ρi}k−1
i=0 ist eine Lösung dieses Systems, dann besitzt das Polynom

q(λ) :=
k−1∑

i=0

ρiλ
i ∈ Πk−1
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die Nullstellen λ1, λ2, . . . , λn mit Vielfachheiten s1, s2, . . . , sn. Da dies k Nullstellen sind,
muss ρ0 = ρ1 = · · · = ρk−1 = 0 gelten, dies bedeutet, das Gleichungssystem (3.15) ist
eindeutig lösbar.

Anhand der Darstellung (3.14) folgt schließlich die Äquivalenz von Wurzelbedingung und
Stabilität.

Definition 3.12 Das Mehrschrittverfahren (3.11) ist nullstabil, falls die Dahlquistsche
Wurzelbedingung erfüllt ist, wenn also für alle Nullstellen λ des charakteristischen Pol-
noms (3.12) gilt |λ| ≤ 1 und darüberhinaus, falls diese Nullstelle sogar mehrfach ist,
|λ| < 1.

Bemerkungen

• Bei jedem Einschrittverfahren gilt p(λ) = λ−1, das heißt, λ = 1 ist einzige Nullstelle
von p. Damit ist die Wurzelbedingung erfüllt und das Einschrittverfahren immer
nullstabil.

• Bei den Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Verfahren hat man p(λ) = λk−1(λ−
1), also eine einfache Nullstelle bei λ = 1 und eine (k−1)-fache Nullstelle bei λ = 0.
Beide Verfahrensklassen sind folglich nullstabil.

• Die gleiche Argumentation greift auch für die Nyström- und die Milne-Simpson-
Verfahren. Hier ist p(λ) = λk−2(λ2 − 1), also je eine einfache Nullstelle bei λ = ±1
und eine (k − 2)-fache Nullstelle bei λ = 0.

• Bei dem BDF-Verfahren mit k = 2 gilt

p(λ) = λ2 − 4

3
λ+

1

3
.

Als Nullstellen von p(λ) ergeben sich λ = 1 und λ = 1/3, woraus die Nullstabilität
folgt. Den Nachweis der Nullstabilität der BDF-Verfahren mit k ≥ 3 überlassen wir
dem Leser als Übungaufgabe.

△

3.5 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Zur Konvergenzuntersuchung müssen wir den Einfluss von Rundungsfehlern beachten.
Daher betrachten wir zur näherungsweisen Lösung der Anfangswertaufgabe (2.1) das ge-

störte Mehrschrittverfahren

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ = hΦ(xi,ηi,ηi+1, . . . ,ηi+k, h) + hεi+k(h), xi = x0 + hi, i = 0, 1, . . .

ηi = y(xi) + εi(h), i = 0, 1, . . . , k − 1.

(3.16)

Im folgenden wollen wir dabei stets annehmen, dass αk = 1 ist.
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Definition 3.13 Für alle Startwerte und Störungen gelte ‖ηi − y(xi)‖ = O(hp) und
‖εi(h)‖ = O(hp). Dann heißt das Mehrschrittverfahren (3.16) konvergent von der Ord-
nung p, falls der globale Diskretisierungsfehler zur Näherungslösung η(xi, hn) = ηi für
jedes feste x der Abschätzung

e(x, hn) = ‖η(x, hn)− y(x)‖ = O(hp
n), hn =

x− x0

n
→ 0

genügt.

Satz 3.14 Es gelte die Bedingung

f ≡ 0 =⇒ Φ(x,η0,η1, . . . ,ηk, h) ≡ 0 (3.17)

für alle x ∈ [a, b], h und ηi. Dann folgt aus der Konvergenz des Mehrschrittverfahrens
(3.16) stets seine Nullstabilität.

Beweis. Wählt man die spezielle, skalare Anfangswertaufgabe

y′(x) = 0, x ∈ [0, b], y(0) = 1,

dann folgt wegen (3.17), dass alle Näherungslösungen des Mehrschrittverfahrens im Fall
εi(h) = 0, i ≥ k, die homogene Differenzengleichung (3.10) erfüllen. Aus der Konvergenz
des Mehrschrittverfahrens folgt, dass die Lösungen für alle Startwerte beschränkt sind.
Daraus ergibt sich mit Satz 3.11 das Behauptete.

Lemma 3.15 Das Polynom

p(λ) = λk + αk−1λ
k−1 + · · ·+ α1λ+ α0

erfülle die Dahlquistsche Wurzelbedingung und sei A die zugehörige transponierte
Frobenius-Begleitmatrix

A =




0 1
. . . . . .

0 1
−α0 · · · −αk−2 −αk−1


 ∈ C

k×k.

Dann existiert eine reguläre Matrix R ∈ Ck×k, so dass für die von der Vektornorm ‖x‖R :=
‖Rx‖∞ induzierte Matrixnorm gilt

‖A‖R = max
‖x‖R=1

‖Ax‖R = max
‖Rx‖∞=1

‖RAx‖∞ ≤ 1.

Beweis. Seien λ1, λ2 . . . , λn die Nullstellen von p mit den Vielfachheiten s1, s2, . . . , sn. Da
diese wegen det(λI − A) = p(λ) mit den Eigenwerten von A zusammenfallen, existiert
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eine reguläre Matrix T ∈ Ck×k, die A in die Jordan-Normalform überführt:

T−1AT =




J1

J2

. . .
Jn


 , Ji =




λi 1
. . . . . .

λi 1
λi


 ∈ C

si×si.

Falls es eine Nullstelle λi gibt mit |λi| < 1, so setzen wir

ε := min
i=1,2...,n
|λi|<1

{1− |λi|} > 0,

ansonsten sei ε := 1. Mit

D =




1
ε

. . .
εk−1


 ∈ R

k×k

ergibt sich dann

D−1T−1ATD =




J̃1

J̃2

. . .

J̃n


 , J̃i =




λi ε
. . . . . .

λi ε
λi


 ∈ C

si×si,

wobei nach Konstruktion gilt
∥∥J̃i

∥∥
∞ ≤ |λi|+ ε ≤ 1, falls |λi| < 1,

und ∥∥J̃i

∥∥
∞ = 1, falls |λi| = 1.

Letzteres gilt, da der Jordan-Block im Fall |λi| = 1 aufgrund der Einfachheit der Nullstelle
λi trivial ist. Es ergibt sich ‖D−1T−1ATD‖∞ ≤ 1 und weiter mit R = D−1T−1 schließlich

‖A‖R = max
‖D−1T−1x‖∞=1

‖D−1T−1Ax‖∞ = max
‖y‖∞=1

‖D−1T−1ATDy‖∞ ≤ 1.

Satz 3.16 Das (3.16) zugrundeliegende Mehrschrittverfahren sei konsistent von der Ord-
nung p und für die Störungen εi(h), i = 0, 1, . . ., gelte stets ‖εi(h)‖ = O(hp). Im Streifen
S := {(x,y) : a ≤ x ≤ b, y ∈ Rn} sei die Funktion f stetig, und die Inkrementfunktion
erfülle (3.17) und genüge der Lipschitz-Bedingung

‖Φ(x,u0, . . . ,uk, h)− Φ(x,v0, . . . ,vk, h)‖ ≤ L
k∑

ℓ=0

‖uℓ − vℓ‖

für alle x ∈ [a, b], h und ui,vi ∈ Rn. Dann ist das Mehrschrittverfahren (3.16) genau dann
konvergent von der Ordung p, wenn es nullstabil ist.
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Beweis. Die Notwendigkeit der Nullstabilität wurde schon in Satz 3.14 gezeigt.

Zum Beweis der Hinlänglichkeit betrachte den Fehler ei = ηi−y(xi). Nach Voraussetzung
gilt

‖ei‖ = O(hp), i = 0, 1, . . . , k − 1

und für alle i ≥ k

k∑

ℓ=0

αℓei+ℓ = h
(
Φ(xi,ηi,ηi+1, . . . ,ηi+k, h)

− Φ
(
xi,y(xi),y(xi+1), . . . ,y(xi+k), h

)
+ εi+k(h)− τ (xi,y, h)

)
=: gi. (3.18)

Aus der Lipschitz-Bedingung von Φ folgt

‖gi‖ ≤ h

(
L

k∑

ℓ=0

‖ei+ℓ‖+ ‖εi+k(h)‖+ ‖τ (xi,y, h)‖
)
. (3.19)

Mit Hilfe der Matrizen

Ei =
[
ei ei+1 · · · ei+k−1

]T ∈ R
k×n, Gi =

[
0 · · · 0 gi

]T ∈ R
k×n

und der transponierten Frobenius-Begleitmatrix

A =




0 1
. . . . . .

0 1
−α0 · · · −αk−2 −αk−1


 ∈ R

k×k

können wir (3.18) schreiben als

Ei+1 = AEi +Gi, i = 0, 1, . . . .

Für Matrizen B = [b1|b2| · · · |bn] ∈ Rk×n sei die Norm |||B||| gegeben durch

|||B||| := n
max
i=1

‖bi‖R,

wobei ‖ · ‖R die in Lemma 3.15 eingeführte Norm bezeichnet. Es folgt

|||Ei+1||| ≤ |||AEi|||+ |||Gi||| ≤ ‖A‖R|||Ei|||+ |||Gi|||.

Aus (3.19) schließen wir wegen der Äquivalenz von Normen in endlichdimensionalen Räu-
men

|||Gi||| ≤ c̃h

(
L

k∑

ℓ=0

‖ei+ℓ‖+ ‖εi+k(h)‖+ ‖τ (xi,y, h)‖︸ ︷︷ ︸
=O(hp)

)
≤ ch

(
|||Ei|||+ |||Ei+1|||+ hp

)
.

Da für genügend kleines h gilt 1 − ch > 0, dürfen wir die letzten beiden Abschätzungen
kombinieren gemäß

|||Ei+1||| ≤
1 + ch

1− ch
|||Ei|||+

chp+1

1− ch
, i = 0, 1, . . . .
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Wegen
1 + x

1− x
= 1 +

2x

1− x
≤ 1 + 4x, 0 ≤ x ≤ 1

2

folgt deshalb

|||Ei+1||| ≤ (1 + 4ch)︸ ︷︷ ︸
=:M

|||Ei|||+
chp+1

1− ch︸ ︷︷ ︸
=:N

≤ M2|||Ei−1|||+MN +N

...

≤ M i+1|||E0|||+
{
M i + · · ·+M + 1

}
N

= M i+1|||E0|||+
M i+1 − 1

M − 1
N.

Mit 0 < 1 + x ≤ ex für x > −1 ergibt sich schließlich

|||Ei||| ≤ e4cih|||E0|||+
e4cih − 1

4ch

chp+1

1− ch
≤ e4cih

(
|||E0|||+

chp

4(1− ch)

)
,

was für festes x ≥ x0 bedeutet

|||E|x−x0|/h||| ≤ e4c|x−x0|
(

|||E0|||︸ ︷︷ ︸
=O(hp)

+
chp

4(1− ch)

)
= O(hp).

3.6 Schrittweitensteuerung

Zur Konstruktion von Mehrschrittverfahren sind wir von einer äquidistanten Stützstel-
lenwahl ausgegangen. Praxistaugliche Verfahren benötigen allerdings eine Schrittweiten-
steuerung, weshalb auf die Äquidistanz der Stützstellen {xi} verzichtet werden muss. Wir
wollen das Vorgehen anhand der Adams-Verfahren erläutern.

Wir knüpfen dazu an die Integralgleichung (3.5) an, die durch formale Integration von
y′ = f(x,y) erzielt wurde:

y(xi+k) = y(xi+k−1) +

∫ xi+k

xi+k−1

f
(
t,y(t)

)
dt.

Wir ersetzen den Integranden durch das Interpolationspolynom p
(0)
i ∈ Πk−1 in den k

Stützstellen
{(

xi+ℓ, f(xi+ℓ,ηi+ℓ)
)}k−1

ℓ=0
:

η
(0)
i+k = ηi+k−1 +

∫ xi+k

xi+k−1

p
(0)
i (t) dt.

Um leicht an der Zahl der Stützstellen spielen zu können, verwenden wir die Newtonsche
Interpolationsformel. Damit finden wir

η
(0)
i+k = ηi+k−1+

k∑

ℓ=1

f [xi+k−1, xi+k−2, . . . , xi+k−ℓ]

∫ xi+k

xi+k−1

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−ℓ](t) dt (3.20)
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mit den Newtonschen Basispolynomen

N[xi1
](x) = 1 und N[xi1

,xi2
,...,xin ]

(x) =
n−1∏

ℓ=1

(x− xiℓ) ∈ Πn−1.

Hierbei bezeichnen wie üblich f [xi1 , xi2 , . . . , xin ] die dividierten Differenzen, die sich re-
kursiv in einem Dreiecks-Tableau berechnen lassen gemäß

f [xiℓ ] = f(xiℓ ,ηiℓ
) und f [xiℓ , . . . , xim ] =

f [xiℓ+1
, . . . , xim ]− f [xiℓ , . . . , xim−1

]

xim − xiℓ

.

Nach Konstruktion stimmt auf einem äquidistanten Gitter die Lösung η(0)
i+k mit der des

Adams-Bashforth-k-Schrittverfahrens überein.

Haben wir den Wert η(0)
i+k berechnet, dann können wir das Interpolationspolynom p

(1)
i ∈

Πk−1 in den k Stützstellen
{(

xi+ℓ, f(xi+ℓ,ηi+ℓ)
)}k−1

ℓ=1
und

(
xi+k, f(xi+k,η

(0)
i+k)

)
verwenden,

um eine weitere Näherungslösung zu berechnen:

η
(1)
i+k = ηi+k−1 +

∫ xi+k

xi+k−1

p
(1)
i (t) dt

= ηi+k−1 +
k−1∑

ℓ=0

f [xi+k, xi+k−1, . . . , xi+k−ℓ]

∫ xi+k

xi+k−1

N[xi+k,xi+k−1,...,xi+k−ℓ](t) dt

= η
(0)
i+k +

∫ xi+k

xi+k−1

{
p
(1)
i (t)− p

(0)
i (t)

}
dt.

Dabei verschwindet das Polynom p
(1)
i (t)−p

(0)
i (t) ∈ Πk−1 in den k−1 Punkten xi+1, xi+2, . . . , xi+k−1,

während im Punkt xi+k gilt

p
(1)
i (xi+k)− p

(0)
i (xi+k) = f

(
xi+k,η

(0)
i+k

)
− p

(0)
i (xi+k).

Daher folgt die Gleichung

p
(1)
i (t)− p

(0)
i (t) =

{
f
(
xi+k,η

(0)
i+k

)
− p

(0)
i (xi+k)

} k−1∏

ℓ=1

t− xi+ℓ

xi+k − xi+ℓ

=
{
f
(
xi+k,η

(0)
i+k

)
− p

(0)
i (xi+k)

} N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi](t)

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi](xi+k)

und wir schließen

η
(1)
i+k − η

(0)
i+k =

{
f
(
xi+k,η

(0)
i+k

)
− p

(0)
i (xi+k)

}∫ xi+k

xi+k−1

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi](t)

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi](xi+k)
dt. (3.21)

Als nächstes betrachten wir dasjenige Polynom qi ∈ Πk, das die k + 1 Stützstellen{(
xi+ℓ, f(xi+ℓ,ηi+ℓ)

)}k−1

ℓ=0
und

(
xi+k, f(xi+k,η

(0)
i+k)

)
interpoliert. Wir nehmen an, dass y(xi+ℓ) =

ηi+ℓ für alle ℓ = 0, 1, . . . , k − 1 ist und dass f
(
t,y(t)

)
durch das Polynom qi exakt darge-

stellt wird. Folglich gilt

y(xi+k) = ηi+k−1 +

∫ xi+k

xi+k−1

f
(
t,y(t)

)
dt = ηi+k−1 +

∫ xi+k

xi+k−1

qi(t) dt
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und wir erhalten

y(xi+k)− η(1)
i+k = ηi+k−1 +

∫ xi+k

xi+k−1

qi(t) dt− ηi+k−1 −
∫ xi+k

xi+k−1

p
(1)
i (t) dt

=

∫ xi+k

xi+k−1

qi(t)− p
(1)
i (t) dt.

Einsetzen der Newtonschen Interpolationsformel liefert

qi(t)− p
(1)
i (t) =

k∑

ℓ=0

f [xi+k, xi+k−1, . . . , xi+k−ℓ]N[xi+k,xi+k−1,...,xi+k−ℓ](t)

−
k−1∑

ℓ=0

f [xi+k, xi+k−1, . . . , xi+k−ℓ]N[xi+k,xi+k−1,...,xi+k−ℓ](t)

= f [xi+k, xi+k−1, . . . , xi]N[xi+k,xi+k−1,...,xi](t).

Dies bedeutet, es gilt

y(xi+k)− η(1)
i+k = f [xi+k, xi+k−1, . . . , xi]

∫ xi+k

xi+k−1

N[xi+k,xi+k−1,...,xi](t) dt. (3.22)

Liegen die Stützstellen xi, xi+1, . . . , xi+k äquidistant mit Abstand h, so folgt unter den
gemachten Annahmen für den Fehler1)

δi :=
∥∥y(xi+k)− η(1)

i+k

∥∥ = O(hk+1).

Wie im Abschnitt 2.5 wird nun ein Schritt zur Schrittweite halt akzeptiert, falls der Fehler
δi kleiner einer vorgegebenen Genauigkeit ε ist. Ansonsten wird

hneu = τ

(
ε

δi

)1/(k+1)

halt (3.23)

mit einem τ < 1 gewählt.

In den obigen Berechnungen tauchen Integrale der Form

gm,n :=

∫ xi+k

xi+k−1

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−m](t)(t− xi+k)
n dt, m ≥ 1, n ≥ 0

auf. Mit der Initialisierung

g1,n =

∫ xi+k

xi+k−1

(t− xi+k)
n dt =

(−1)n

n + 1
(xi+k − xi+k−1)

n+1

1)Diese Annahmen sind vernünftig und machen uns das Leben nur leichter. Lässt man sie fallen, dann

besitzt die Größe y(xi+k) selbst den Konsistenzfehler O(hk+2), während η
(1)
i+k

weiterhin den Konsis-

tenzfehler O(hk+1) besitzt. Dies folgt sofort aus der Bemerkung zu Prädiktor-Korrektor-Verfahren am

Ende von Abschnitt 3.3.
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gilt für diese die Rekursion

gm,n =

∫ xi+k

xi+k−1

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−m](t)(t− xi+k)
n dt

=

∫ xi+k

xi+k−1

(t− xi+k + xi+k − xi+k−m+1)N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−m+1](t)(t− xi+k)
n dt

=

∫ xi+k

xi+k−1

{
(xi+k − xi+k−m+1)N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−m+1](t)(t− xi+k)

n

+N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−m+1](t)(t− xi+k)
n+1

}
dt

= (xi+k − xi+k−m+1)gm−1,n + gm−1,n+1.

Mit Hilfe dieser Rekursionsformeln können alle benötigten Integrale durch das folgende
Dreiecksschema bestimmt werden:

g1,0

g1,1

g1,2
...

g1,k−1

g1,k

g2,0

g2,1
...

g2,k−2

g2,k−1

g3,0

. . .

. . .

. . .

gk,0

gk,1 gk+1,0

Wir fassen nun die Berechnungen in (3.20)–(3.23) in einem Algorithmus zusammen:

Algorithmus 3.17 (Schrittweitensteuerung)
input: Funktion f ∈ C([a, b]× Rn), Anfangswerte x0, y0,y1, . . . ,yk−1,

Anfangsschrittweite h0 und gewünschte Genauigkeit ε
output: Approximation {(xi,ηi)}
➀ Initialisierung: setze i := 0, δ0 := ε und

xℓ := x0 + ℓh0 und ηℓ := yℓ für alle ℓ = 0, 1, . . . , k − 1
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➁ wiederhole

hi := τ

(
ε

δi

)1/(k+1)

hi, xi+k := xi+k−1 + hi

η
(0)
i+k := ηi+k−1 +

k∑

ℓ=1

f [xi+k−1, xi+k−2, . . . , xi+k−ℓ]gℓ,0

p
(0)
i (xi+k) :=

k∑

ℓ=1

f [xi+k−1, xi+k−2, . . . , xi+k−ℓ]N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi+k−ℓ](xi+k)

ηi+k := η
(0)
i+k +

f
(
xi+k,η

(0)
i+k

)
− p

(0)
i (xi+k)

N[xi+k−1,xi+k−2,...,xi](xi+k)
gk,0

δi :=
∥∥f [xi+k, xi+k−1, . . . , xi]gk,1

∥∥

solange bis δi ≤ ε ist

➂ setze
hi+1 := hi, δi+1 := δi

➃ erhöhe i := i+ 1 und gehe nach ➁

Bemerkung Diese Strategie lässt sich auch leicht verbinden mit einer Änderung der
Ordnung k des Verfahrens. Berechnet man im Punkt xi+k den Fehlerschätzer δi = δi(k)
zusätzlich noch mit dem (k−1)- und dem (k+1)-Schrittverfahren, dann kann man anhand
der Größen (

ε

δi(k − 1)

)1/k

,

(
ε

δi(k)

)1/(k+1)

,

(
ε

δi(k + 1)

)1/(k+2)

die Ordnung k

• um eins verringern, falls der erste Term maximal ist,

• beibehalten, falls der zweite Term maximal ist,

• um eins erhöhen, falls der dritte Term maximal ist.

Ein solches Verfahren ist selbststartend, das heißt, es werden keine Anlaufwerte benötigt.
Ausgehend von k = 1, erhöht das Verfahren automatisch sukzessive die Ordnung k. △

3.7 Steife Differentialgleichungen

Zur Untersuchung der A-Stabilität von Einschrittverfahren haben wir für λ < 0 die ge-
wöhnliche Differentialgleichung y′ = λy betrachtet. Verwenden wir ein lineares Mehr-
schrittverfahren der Form (3.3) zu ihrer Diskretisierung, so erhalten wir

k∑

ℓ=0

αℓηi+ℓ = hλ

k∑

ℓ=0

βℓηi+ℓ, i = 0, 1, 2, . . .

beziehungsweise
k∑

ℓ=0

(αℓ − hλβℓ)ηi+ℓ = 0, i = 0, 1, 2, . . . .
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Dies ist eine homogene Differenzengleichung, deren Lösungen offenbar alle beschränkt
sein müssen, und zwar für jeden Wert des Parameters ρ := hλ mit Re(ρ) < 0. Die
Beschränktheit der Folge {ηi} bei beliebigen Anfangswerten η0, . . . , ηk−1 ist analog zur
Nullstabilität nach Satz 3.11 äquivalent zur Dahlquistschen Wurzelbedingung für das
Polynom

pz(ξ) := q(ξ)− ρr(ξ) mit q(ξ) :=
k∑

ℓ=0

αℓξ
ℓ und r(ξ) :=

k∑

ℓ=0

βℓξ
ℓ. (3.24)

Dies bedeutet, alle Nullstellen ξ des Polynoms müssen betragsmäßig kleiner oder gleich 1
sein, wobei sie im Fall |ξ| = 1 nur einfach sein dürfen.

Definition 3.18 Ein lineares Mehrschrittverfahren der Form (3.3) heißt absolut stabil
oder A-stabil für ein z ∈ C \ {0}, wenn die Nullstellen des zugehörigen Stabilitätspo-
lynoms der Dahlquistschen Wurzelbedingung genügen. Die Menge

M := {z ∈ C : Verfahren ist stabil für z}

wird Stabilitätsgebiet des Mehrschrittverfahrens genannt.

Beispiel 3.19 Beim Milne-Simpson-Verfahren für k = 2 gilt

q(ξ) = ξ2 − 1, r(ξ) =
1

3
(ξ2 + 4ξ + 1)

und folglich

pz(ξ) =

(
1− z

3

)
ξ2 − 4

3
zξ − z

3
− 1.

Die Nullstellen ξ von pz(ξ) in Abhängigkeit von z zu finden, ist nicht ganz einfach. Daher
wollen wir einmal annehmen, dass die Nullstellen in differenzierbarer Art und Weise von
z abhängen. Dies motiviert eine Entwicklung der Form

ξ = a0 + a1z +O(z2).

Der Koeffizient a0 ergibt sich aus den Nullstellen im Fall z = 0, das heißt aus der Gleichung
pz(ξ) = ξ2 − 1 = 0. Wir erhalten a0 = ±1. Setzen wir a0 = 1 in die Gleichung pz(ξ) = 0
ein, so erhalten wir

(
1− z

3

)(
1 + a1z +O(z2)

)2 − 4

3
z
(
1 + a1z +O(z2)

)
− z

3
− 1 = 0.

Betrachten wir die bezüglich z linearen Terme dieser Gleichung, so folgt

2a1z −
z

3
a1 −

4

3
z − z

3
= 0,

also a1 = 1. Für a0 = −1 ergibt sich entsprechend a1 = 1/3. Die beiden Nullstellen haben
demnach die Form

ξ1 = 1 + z +O(z2), ξ2 = −1 +
z

3
+O(z2).
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Für sehr kleine Schrittweite h ist z betragsmäßig klein und der Einfluss von des qua-
dratischen Terms O(z2) kann vernachlässigt werden, so dass die Nullstellen ξ1 ≈ 1 + hλ
und ξ2 = −1 + hλ/3 lauten. Da die Bedingung |ξ2| ≤ 1 offenbar nur für h = 0 erreicht
werden kann, schließen wir M = {0}. Dies bedeutet, das Milne-Simpson-Verfahren ist
nicht A-stabil. △
Anhand dieses Beispiels sehen wir, dass die Bestimmung des Stabilitätsgebiets im allge-
meinen nicht einfach ist. Man kann aber zur praktischen Bestimmung des Stabilitätsge-
bietes eines linearen Mehrschrittverfahrens ausnutzen, dass dessen Rand dadurch charak-
terisiert ist, dass (mindestens) eine Nullstelle den Betrag 1 hat. Man stellt die Gleichung
q(ξ) − zr(ξ) = 0 nach z um und bestimmt für |ξ| = 1, also ξ = eiϕ, die zugehörigen z.
Dies ergibt die sogenannte Wurzelortskurve

Γ =

{
z ∈ C : z =

r(eiϕ)

q(eiϕ)
, ϕ ∈ [0, 2π)

}
.

Für den Rand ∂M des Stabilitätsgebiets gilt dann offensichtlich ∂M ⊂ Γ.

Beispiel 3.20 Für k = 2 lautet das charakteristische Polynom des Nyström-Verfahrens
pz(ξ) = ξ2 − 2zξ − 1 mit den Nullstellen ξ1,2 = z ±

√
z2 + 1. Offensichtlich ist für reelle

z 6= 0 eine Nullstelle stets betragsmäßig größer als 1. Wegen

z =
r(eiϕ)

q(eiϕ)
=

e2iϕ − 1

2eiϕ
=

1

2
(eiϕ − e−iϕ) = i sinϕ

ist die Wurzelortskurve gegeben durch

Γ = {z ∈ C : z = iy, y ∈ [−1, 1]}.

Für z ∈ Γ besitzt pz(ξ) zwei verschiedene Nullstellen vom Betrag 1, die für y = 1 bezie-
hungsweise y = −1 zur doppelten Nullstelle ξ1,2 = i beziehungsweise ξ1,2 = −i werden.
Das Stabilitätsgebiet der expliziten Mittelpunktregel besteht folglich nur aus dem Intervall
(−i, i) auf der imaginären Achse. △

Bemerkungen

1. Explizite Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.

2. Ein A-stabiles Mehrschrittverfahren besitzt höchstens die Konvergenzordnung p =
2. Dieses Resultat ist als zweite Dahlquist-Schranke bekannt geworden.

3. Die Trapezregel (Adams-Moulton-Verfahren für k = 2) ist ein A-stabiles, lineares
Mehrschrittverfahren mit Konvergenzordnung p = 2.

△
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4. Partielle Differentialgleichungen

4.1 Beispiele

Potentialgleichung: Es sei Ω ⊂ R2 ein Gebiet, das ist eine offene, zusammenhängende
Menge, und Γ := ∂Ω der Rand. Der Graph der Funktion g : Γ → R beschreibe eine
Drahtschlinge, die eine Seifenhaut aufspannt. Diese Seifenhaut lässt sich als Funktion
u : Ω → R beschreiben, deren Form minimale Oberfläche besitzt

∫

Ω

√
1 + u2

x + u2
y dx dy → min .

Wegen
√
1 + z = 1 + z

2
+O(z2) kann man den Integranden für kleine Werte von ux und

uy ersetzen durch

F (u) :=
1

2

∫

Ω

u2
x + u2

y dx dy → min .

Ist u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mit u|Γ = g Lösung dieser Minimierungsaufgabe, dann folgt für
beliebiges v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) mit v|Γ = 0, dass

0 = lim
ε→0

F (u+ εv)− F (u)

ε
=

∫

Ω

uxvx + uyvy dx dy =

∫

Ω

〈∇u,∇v〉 dx. (4.1)

Für f := ∇uv liefert der Gaußsche Integralsatz die Identität
∫

Ω

∆uv dx+

∫

Ω

〈∇u,∇v〉 dx =

∫

Ω

div f dx =

∫

Γ

〈f ,n〉 dσ =

∫

Γ

v︸︷︷︸
=0

∂u

∂n
dσ = 0,

wobei ∆u = uxx+uyy den Laplace-Operator bezeichnet. Dies eingesetzt in (4.1) ergibt für
u die Bedingung

0 =

∫

Ω

∆uv dx

für alle v ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) mit v|Γ = 0. Daher muss die Funktion u der Potential- oder
Laplace-Gleichung

∆u(x) = 0, x ∈ Ω (4.2)

genügen.

Wärmeleitungsgleichung: In einem offenen, beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rd beschreibe
die Funktion u : R≥0 × Ω → R die Temperaturverteilung. Zum Zeitpunkt t = 0 liege
die Anfangsverteilung u(0,x) = u0(x) ∈ C(Ω) vor. Zusätzlich seien im Gebiet Ω die
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Wärmequelle f ∈ C(R>0 × Ω) und an dessen Rand Γ = ∂Ω die Temperaturverteilung
g ∈ C

(
R>0 × Γ

)
vorgegeben.

Aus dem Erhaltungssatz folgt nun für jedes Kontrollvolumen V ⊂ Ω
∫

V

∂

∂t
u(t,x) dx

︸ ︷︷ ︸
Wärmegehalt in V

= −
∫

∂V

〈q(t,x),n(x)〉 dσ
︸ ︷︷ ︸

Wärmefluss von außen

+

∫

V

f(t,x) dx

︸ ︷︷ ︸
Wärmequelle

.

Dem Materialgesetz gemäß genügt der Wärmefluss der Beziehung

q(t,x) = −c(x)∇u(t,x)

mit der materialabhängigen Wärmeleitkonstante c(x) ≥ c0 > 0. Eingesetzt in den Gauß-
schen Integralsatz folgt daher

−
∫

∂V

〈q(t,x),n(x)〉 dσ = −
∫

V

div q(t,x) dx =

∫

V

div
(
c(x)∇u(t,x)

)
dx.

Für die Temperaturverteilung folgt somit für alle Kontrollvolumen V die Gleichung
∫

V

{
∂

∂t
u(t,x)− div

(
c(x)∇u(t,x)

)}
dx =

∫

V

f(t,x) dx,

dies bedeutet
∂

∂t
u(t,x)− div

(
c(x)∇u(t,x)

)
= f(t,x), (t,x) ∈ R>0 × Ω.

Ist c konstant, etwa c = 1, so genügt die Temperaturverteilung u ∈ C2(R>0×Ω)∩C(R≥0×
Ω) der Gleichung

∂

∂t
u(t,x)−∆u(t,x) = f(t,x), (t,x) ∈ R≥0 × Ω (4.3)

mit dem d-dimensionalen Laplace-Operator ∆ = ∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
d
.

Poisson-Gleichung: Sind die Daten f und g der Wärmeleitungsgleichung nicht zeitab-
hängig, dann stellt sich für t → ∞ ein Gleichgewichtszustand ein. Dies bedeutet, es gilt
∂u/∂t = 0 und (4.3) geht über in die Poisson-Gleichung

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω. (4.4)

Diese Gleichung hat in der Elektrostatik ebenfalls eine immense Bedeutung: ist in Ω die
Ladungsdichte f : Ω → R bekannt, so genügt die Spannung u dort der Poisson-Gleichung.

Wellengleichung: Die Bewegung in einem idealen Gas wird durch drei Gesetze be-
stimmt. Wie üblich wird die Geschwindigkeit mit v, die Dichte mit ρ und der Druck mit
p bezeichnet.

1. Kontinuitätsgleichung:
∂ρ

∂t
= −ρ0 div v.

Wegen der Massenerhaltung ist die Änderung der Masse in einem Kontrollvolumen
V gleich dem Fluss durch die Oberfläche, das ist

∫
∂V

ρ〈v,n〉 dσ. Aus dem Gaußschen
Integralsatz folgt daraus die Gleichung ∂ρ/∂t = − div(ρv). Die Approximation von
ρ durch eine konstante, zeitlich unabhängige Dichte ρ0 ergibt dann die obige Glei-
chung.
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2. Newtonsches Gesetz:

ρ0
∂v

∂t
= −∇p.

Der Druckgradient induziert ein Kraftfeld, das die Beschleunigung der Teilchen be-
wirkt.

3. Zustandsgleichung:

p = c2ρ.

In idealen Gasen ist der Druck bei konstanter Temperatur proportional zur Dichte.

Aus den drei Gesetzen folgt

∂2p

∂t2
= c2

∂2ρ

∂t2
= −c2

∂

∂t
(ρ0 div v) = −c2 div

(
ρ0

∂v

∂t

)
= c2 div(∇p) = c2∆p.

Andere Beispiele für die Wellengleichung

∂2p

∂t2
(t,x) = c2∆p(t,x), (t,x) ∈ R>0 × Ω (4.5)

ergeben sich in zwei Raumdimensionen für eine schwingende Membran oder in einer Raum-
dimension für eine schwingende Saite.

4.2 Charakterisierung

Sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet und L : C2(Ω) → C(Ω) ein allgemeiner linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) +

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
u(x) + c(x)u(x), (4.6)

wobei A = [ai,j ]
d
i,j=1 ∈ [C(Ω)]d×d, b = [bi]

d
i=1 ∈ [C(Ω)]d und c ∈ C(Ω). Die zugehörige

Differentialgleichung lautet dann

(Lu)(x) = f(x), x ∈ Ω. (4.7)

Da für u ∈ C2(Ω) die zweiten Ableitungen symmetrisch sind, also ∂2u/(∂xi∂xj) =
∂2u/(∂xj∂xi), kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit ai,j = aj,i angenommen werden.
Demnach ist die Matrix A symmetrisch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Der Differen-
tialoperator −

∑d
i,j=1 ai,j∂

2/(∂xi∂xj) ist der Hauptteil von L.

Definition 4.1 Der Differentialoperator (4.6) heißt

• elliptisch in x, falls die Eigenwerte von A(x) alle positiv sind,

• parabolisch in x, falls d−1 Eigenwerte von A(x) alle positiv sind und ein Eigenwert
verschwindet, aber rang

(
[A(x),b(x)]

)
= d ist,

• hyperbolisch in x, falls d − 1 Eigenwerte von A(x) alle positiv sind und ein
Eigenwert negatives Vorzeichen besitzt.

Der Differentialoperator (4.6) heißt elliptisch/parabolisch/hyperbolisch (in Ω), falls
er elliptisch/parabolisch/hyperbolisch ist für alle x ∈ Ω. Entsprechend wird die Diffe-
rentialgleichung (4.7) elliptisch/parabolisch/hyperbolisch genannt, wenn der zugehörige
Differentialoperator diese Eigenschaft besitzt.
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Beispiel 4.2 Die Potentialgleichung (4.2) und die Poisson-Gleichung (4.4) sind elliptisch,
die Wärmeleitungsgleichung (4.3) ist parabolisch, während die Wellengleichung (4.5) hy-
perbolisch ist. △
Zusätzlich zur Differentialgleichung (4.7) müssen noch geeignete Anfangs- oder Randbe-
dingungen gefordert werden, um eine sachgemäße Aufgabenstellung zu ergeben.

Definition 4.3 Ein Problem heißt sachgemäß gestellt, wenn eine Lösung existiert,
diese eindeutig ist und stetig von den vorgegebenen Daten abhängt. Andernfalls heißt das
Problem schlecht gestellt.

Die Unterscheidung partieller Differentialgleichungen in verschiedene Typen ergäbe keinen
Sinn, wenn nicht jeder Typ grundlegend andere Eigenschaften hätte.

1. Elliptische Differentialgleichungen: Bei elliptischen Problemen werden Randbedin-
gungen vorgegeben: für gegebenes f ∈ C(Ω) und g ∈ C(Γ) suche u ∈ C2(Ω)∩C(Ω),
so dass

Lu = f in Ω, u = g auf Γ. (4.8)

Diese Randbedingungen heißen Dirichlet-Randbedingungen. In der Praxis treten oft
auch Neumann-Randbedingungen, ∂u/∂n = g auf Γ, auf. Lösungen elliptischer
Differentialgleichungen erfüllen das Maximumprinzip (siehe nächster Abschnitt).

2. Parabolische Differentialgleichungen: Parabolische Differentialgleichungen beschrei-
ben Diffusionsvorgänge. Die ausgezeichnete Koordinatenrichtung ist in der Regel
die Zeit, so dass man oftmals die Differentialgleichung auf die Form ut + Lu = f
bringen kann, wobei L ein elliptischer Differentialoperator ist. Zusätzlich werden
Anfangsrandwerte vorgegeben: für gegebenes f ∈ C(R>0 ×Ω), g ∈ C(R>0 ×Γ) und
u0 ∈ C(Ω) suche u ∈ C2(R>0 × Ω) ∩ C(R≥0 × Ω), so dass

ut + Lu = f in R>0 × Ω

u = g auf R>0 × Γ (Randbedingung)

u(0, ·) = u0 auf Ω (Anfangsbedingung)

3. Hyperbolische Differentialgleichungen: Hier ist ebenfalls eine Koordinate ausgezeich-
net, die wieder als Zeit interpretiert werden kann. Daher lässt sich die Differential-
gleichung oft schreiben als utt + Lu = f mit einem elliptischen Differentialoperator
L. Hyperbolische Gleichungen beschreiben physikalisch gesehen Schwingungsvor-
gänge. Sinnvolle Probleme erhält man mit Anfangsbedingungen: für gegebenes f ∈
C(R>0×Ω), g ∈ C(R>0×Γ) und u0, u1 ∈ C(Ω) suche u ∈ C2(R>0×Ω)∩C(R≥0×Ω),
so dass

utt + Lu = f in R>0 × Ω

u = g auf R>0 × Γ (Randbedingung)

u(0, ·) = u0, ut(0, ·) = u1 auf Ω (Anfangsbedingungen)

Wenn der Differentialoperator invariant gegenüber Bewegungen ist (also gegenüber Trans-
lation und Drehung), dann hat der elliptische Anteil L die Form

Lu = −a∆u + cu.
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4.3 Maximumprinzip

Bei der Analyse von Differenzenverfahren spielt das diskrete Analogon des Maximumprin-
zips eine wichtige Rolle. Deshalb betrachten wir vorab eine einfache Fassung des Prinzips.
Dazu seien Ω ⊂ Rd stets ein beschränktes Gebiet und der elliptische Differentialoperator
von der Form

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)uxi,xj
(x). (4.9)

Satz 4.4 (Maximumprinzip) Die Funktion u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) genüge der elliptischen
Differentialgleichung Lu = f ≤ 0 in Ω. Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand Γ
an.

Beweis. (i) Wir führen den Beweis zunächst unter der stärkeren Voraussetzung f < 0.
Angenommen, es sei y ∈ Ω mit

u(y) = sup
x∈Ω

u(x) > max
x∈Γ

u(x).

Bei einer linearen Koordinatentransformation x 7→ ξ = Ux lautet der Differentialoperator
in den neuen Koordinaten

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

[
UA(x)UT

]
i,j
uξi,ξj(x),

wobei A(x) = [ai,j(x)]
d
i,j=1 die Koeffizientenmatrix ist. Wegen der Symmetrie von A(x)

können wir eine orthogonale Matrix U wählen, mit der UA(y)UT diagonal wird. Aus
der positiven Definitheit schließen wir, dass die Diagonalelemente positiv sind. Weil y
Extremalpunkt ist, gilt

∇u(y) = 0, uξi,ξi(y) ≤ 0.

Dies bedeutet

(Lu)(y) = −
d∑

i,j=1

[
UA(y)UT

]
i,j
uξi,ξj (y) ≥ 0

im Widerspruch zu (Lu)(y) = f(y) < 0.

(ii) Sei nun f ≤ 0 angenommen und es gebe ein y ∈ Ω mit u(y) > maxx∈Γ u(x). Die
Hilfsfunktion

h(x) := ‖x− y‖22 = (x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 + · · ·+ (xd − yd)
2

ist auf Γ beschränkt. Wenn δ > 0 hinreichend klein gewählt wird, nimmt also auch die
Funktion

w = u+ δh

ihr Maximum in einem Punkt z im Innern an. Wegen hxi,xj
= 2δi,j ist

(Lw)(x) = (Lu)(x) + δ(Lh)(x) = f(x)− 2δ

d∑

i=1

ai,i(x) < 0

für alle x ∈ Ω. Wie im ersten Teil des Beweises ergibt sich daraus ein Widerspruch.
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Folgerungen:

1. Minimumprinzip: Ist Lu = f ≥ 0 in Ω, so nimmt u sein Minimum auf dem Rand Γ
an.

Beweis. Man wende auf v := −u das Maximumprinzip an.

2. Vergleichsprinzip: Wenn für u, v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) gilt

Lu ≤ Lv in Ω, u ≤ v auf Γ,

so folgt u ≤ v in Ω.

Beweis. Für w := v− u ist nach Voraussetzung Lw = Lv−Lu ≥ 0 und auf Γ auch
w ≥ 0. Nach dem Minimumprinzip folgt infx∈Ω w(x) ≥ 0 und folglich v(x) ≥ u(x)
für alle x ∈ Ω.

3. Eindeutigkeit der Lösung: Die Lösung des Dirichlet-Problems (4.8) ist eindeutig.

Beweis. Seien u1 und u2 zwei Lösungen von (4.8), dann erfüllt v = u1 − u2 die
Gleichung

Lv = 0 in Ω, v = 0 auf Γ.

Minimum- und Maximumprinzip implizieren

0 = inf
z∈Ω

v(z) ≤ v(x) ≤ sup
z∈Ω

v(z) = 0, x ∈ Ω.

4. Stetige Abhängigkeit von den Randdaten: Die Lösung des Dirichlet-Problems (4.8)
hängt stetig von den Randdaten ab. Sind u1 und u2 Lösungen zu verschiedenen-
Randwerten, so ist

max
x∈Ω

|u1(x)− u2(x)| = max
x∈Γ

|u1(x)− u2(x)|.

Beweis. Für v := u1 − u2 ist Lv = 0. Aus dem Maximumprinzip folgt

v(x) ≤ max
z∈Γ

v(z) ≤ max
z∈Γ

|v(z)|, x ∈ Ω.

Ebenso liefert das Minimumprinzip die Aussage

v(x) ≥ min
z∈Γ

v(z) ≥ −max
z∈Γ

|v(z)|, x ∈ Ω.

Definition 4.5 Ein linearer Differentialoperator L zweiter Ordnung heißt gleichmäßig
elliptisch, wenn ein α > 0 existiert, so dass die Koeffizientenmatrix A(x) = [ai,j(x)]

d
i,j=1

der Abschätzung
ξTA(x)ξ ≥ α‖ξ‖22

für alle ξ ∈ Rd und x ∈ Ω genügt. Die Zahl α wird als Elliptizitätskonstante bezeichnet.



4.3. Maximumprinzip 57

5. Stetige Abhängigkeit von der rechten Seite: Der Operator L der Form (4.9) sei gleich-
mäßig elliptisch in Ω. Dann gibt es eine nur von Ω und der Elliptizitätskonstante α
abhängige Zahl c, so dass für jedes u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) gilt

|u(x)| ≤ max
z∈Γ

|u(z)|+ c sup
z∈Ω

|(Lu)(z)|, x ∈ Ω.

Beweis. Sei Ω ⊂ {x ∈ Rd : ‖x‖2 < R} und setze

w(x) = R2 −
d∑

i=1

x2
i .

Im Hinblick auf wxi,xj
= −2δi,j ist offensichtlich

Lw ≥ 2α und 0 ≤ w ≤ R2 in Ω,

wobei α die Elliptizitätskonstante ist. Für

v(x) := max
z∈Γ

|u(z)|+ w(x)
1

2α
sup
z∈Ω

|(Lu)(z)|

ist nach Konstruktion Lv ≥ |Lu| in Ω und v ≥ |u| auf Γ. Das Vergleichsprinzip
liefert −v(x) ≤ u(x) ≤ v(x) für alle x ∈ Ω und wegen w ≤ R2 erhalten wir die
gewünschte Abschätzung mit c = R2/(2α).

6. Elliptische Operatoren mit Term der Ordnung 0: Für den allgemeineren Differen-
tialoperator

(Lu)(x) = c(x)u(x)−
d∑

i,j=1

ai,j(x)uxi,xj
(x) mit c(x) ≥ 0

gilt ein abgeschwächtes Maximumprinzip. Aus Lu ≤ 0 folgt

max
x∈Ω

u(x) ≤ max{0,max
x∈Γ

u(x)}.

Beweis. Ein Beweis ist nur für y ∈ Ω und u(y) = supx∈Ω u(x) > 0 erforderlich.
Dann ist (Lu)(y) − c(y)u(y) ≤ (Lu)(y) ≤ 0. Außerdem ist durch den Hauptteil
Lu− cu ein elliptischer Operator der Form (4.9) definiert. Deshalb kann der Beweis
wie für Satz 4.4 vollzogen werden.
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5. Finite-Differenzen-Verfahren

5.1 Poisson-Gleichung

Im folgenden wollen wir uns auf die Poisson-Gleichung beschränken. Dazu seien Ω ⊂ Rd

ein beschränktes Gebiet, f ∈ C(Ω) und g ∈ C(Γ). Gesucht ist u ∈ C2(Ω)∩C(Ω), so dass

−∆u = f in Ω, u = g auf Γ.

Definition 5.1 Eine Lösung u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) der Poisson-Gleichung ist eine klassische
Lösung. Gilt speziell f = 0, das heißt, ist ∆u = 0 in Ω, so ist u harmonisch.

Wir werden mit Lösung stets die klassische Lösung meinen. Um diese zu berechnen,
benötigen wir finite Differenzen:

Definition 5.2 Für u ∈ C(Rd) und eine Richtung 1 ≤ j ≤ d definieren wir die
Vorwärts- oder rechtsseitige Differenz durch

(∂+h
j u)(x) :=

u(x+ hej)− u(x)

h
,

die Rückwärts- oder linksseitige Differenz durch

(∂−h
j u)(x) :=

u(x)− u(x− hej)

h

und die symmetrische oder zentrale Differenz durch

(∂h
j u)(x) :=

u(x+ hej)− u(x− hej)

2h
.
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Lemma 5.3 Ist {x+ thej : |t| ≤ 1} ⊂ Ω und u ∈ C4(Ω), dann gilt

∂u

∂ej
(x) = (∂±h

j u)(x) +R±
1 , |R±

1 | ≤
h

2
‖u‖C2(Ω),

∂u

∂ej
(x) = (∂h

j u)(x) +R2, |R2| ≤
h2

6
‖u‖C3(Ω),

und

∂2u

∂e2j
(x) = (∂−h

j ∂+h
j u)(x) +R3

=
u(x+ hej)− 2u(x) + u(x− hej)

h2
+R3, |R3| ≤

h2

12
‖u‖C4(Ω).

Beweis. Es genügt, die Behauptung im Eindimensionalen zu beweisen. Taylor-Entwicklung
von u liefert

u(x± h) = u(x)± hu′(x) +
h2

2
u′′(ξ), ξ ∈ (x, x± h),

woraus sofort die erste Aussage folgt. Subtrahieren wir ferner

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u′′′(ξ1), ξ1 ∈ (x− h, x),

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u′′′(ξ2), ξ2 ∈ (x, x+ h),

so folgt die zweite Aussage

u(x+ h)− u(x− h) = 2hu′(x) +
h3

6

(
u′′′(ξ2) + u′′′(ξ1)

)
.

Schließlich folgt aus Addition der drei Gleichungen

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
h2

2
u′′(x)− h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(ξ1), ξ1 ∈ (x− h, x),

−2u(x) = −2u(x),

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) +

h3

6
u′′′(x) +

h4

24
u(4)(ξ2), ξ2 ∈ (x, x+ h),

dass
u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
= u′′(x) +

h2

24

(
u(4)(ξ1) + u(4)(ξ2)

)
.

Zur Diskretisierung wird über das Gebiet Ω ein Gitter mit Maschenweite h gelegt

Ωh :=
{
x ∈ Ω : x = hk mit k ∈ Z

d
}
,

Γh := {x ∈ Γ : ∃1 ≤ i ≤ d mit xi = hk, k ∈ Z}.

In Anlehnung an Ω = Ω∪Γ setzen wir Ωh := Ωh ∪Γh. Punkte aus Γh werden Randpunkte

genannt. Ein Gitterpunkt x ∈ Ωh, der einen Nachbarn aus Γh besitzt, heißt randnah. Alle
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anderen Punkte aus Ωh sind randfern. Ist Ω die Vereinigung von Würfeln der Kantenlänge
h, so sprechen wir von einem Würfelgebiet. In diesem Fall besitzen dann auch alle Rand-
und randnahen Punkte immer den Abstand h zu ihren Nachbarn.

In den Randpunkten x aus Γh ist u(x) durch die Randwerte g(x) vorgegeben. Hingegen
erhält man für jeden Punkt x aus Ωh eine Gleichung für u(x), indem man die Poisson-
Gleichung durch Differenzenquotienten approximiert. In jedem randfernen Gitterpunkt
x diskretisieren wir den Laplace-Operator durch (∆hu)(x) :=

∑d
i=1(∂

−h
i ∂+h

i u)(x), wobei
sich

(∆u)(x) =

d∑

i=1

(∂−h
i ∂+h

i u)(x) +O(h2)

ergibt. Für d = 2 erhält man den sogenannten 5-Punkte-Differenzenstern



αNW αN αNO

αW αZ αO

αSW αS αSO



⋆

=
1

h2




1
1 −4 1

1




⋆

.

Dieser ist für Würfelgebiete ausreichend.

In beliebigen Gebieten muss der Differenzenquotient für randnahe Punkte entsprechend
modifiziert werden. Für u ∈ C3(Ω) erhält man durch Taylor-Entwicklung in einer Dimen-
sion

uxx =
2

hO(hO + hW )
uO − 2

hOhW

uZ +
2

hW (hO + hW )
uW +O(h)

und in zwei Dimensionen

∆u = ∆hu+O(h) =
2

hO(hO + hW )
uO +

2

hW (hO + hW )
uW +

2

hS(hS + hN)
uS

+
2

hN(hS + hN )
uN −

(
2

hOhW
+

2

hShN

)
uZ +O(h).

Hierbei bezeichnet h die jeweils größte Schrittweite, das heißt, h := max{hW , hO} bezie-
hungsweise h := max{hW , hO, hS, hN}. Diese Diskretisierung des Laplace-Operators wird
auch Shortley-Weller-Approximation genannt.

Beispiel 5.4 Eindimensionaler Fall: Sei

−uxx = f in (a, b), u(a) = α, u(b) = β.

Für h = (b− a)/n und xi = a+ hi, i = 1, . . . , n− 1, setzen wir ui = u(xi) und fi = f(xi).
Dann erhalten wir das lineare Gleichungssystem

1

h2




2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2







u1

u2
...

un−2

un−1



=




f1 + α/h2

f2
...

fn−2

fn−1 + β/h2



.

Zweidimensionales Würfelgebiet: Zur Lösung der Poisson-Gleichung im Einheitsquadrat

−∆u = f in Ω, u = 0 auf Γ
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überziehen wir Ω mit einem Gitter der Maschenweite h = 1/n. Das entstehende Glei-
chungssystem wird übersichtlicher bei Benutzung von Doppelindizes ui,j = u(ih, jh),
1 ≤ i, j < n. Es ergibt sich das Gleichungssystem

4ui,j − ui−1,j − ui+1,j − ui,j−1 − ui,j+1 = fi,j, 1 ≤ i, j < n

mit fi,j = h2f(ih, jh). Die Terme mit Indizes 0 oder n gelten als nicht geschrieben.

Im Fall von Würfelgebieten ist die Systemmatrix immer symmetrisch. Ordnet man die
Indizes schachbrettartig an (zum Beispiel durch abwechselndes rotes und schwarzes Ein-
färben der zugehörigen Gitterpunkte), so erhält man ein Gleichungssystem der Form




4
. . . A

4
4

AT . . .
4




u = f .

Beliebiges zweidimensionales Gebiet: Sei Ω ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck
mit Katheten der Länge 7:

•

•

•

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

1 2

3

4 5

6

7

8

9

10

11

Zu lösen sei die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. Für h = 2 enthält Ωh

drei Punkte. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem für u1, u2 und u3:

u1 −
u2

4
− u3

4
=

u4

4
+

u11

4

−u1

6
+ u2 =

u5

6
+

u6

3
+

u7

3

−u1

6
+ u3 =

u8

3
+

u9

3
+

u10

6
.

Man beachte, dass das System unsymmetrisch ist! △
Zusammengefasst erhalten wir demnach ein Differenzenverfahren für die näherungsweise
Lösung des Poisson-Problems: suche eine Gitterfunktion uh : Ωh → R, so dass

−(∆huh)(x) = f(x) für alle x ∈ Ωh,
uh(x) = g(x) für alle x ∈ Γh.

(5.1)

Sammelt man alle Unbekannten im Vektor uh, so führt (5.1) auf ein Gleichungsystem
Ahuh = fh.
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5.2 Beliebige elliptische Differentialoperatoren

Der allgemeine elliptische Differentialoperator

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj
u(x) +

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
u(x) + c(x)u(x)

wird diskretisiert durch

(Lhu)(x) =

[
−

d∑

i=1

ai,i(x)∂
−h
i ∂+h

i −
d∑

i,j=1
i 6=j

ai,j(x)∂
h
i ∂

h
j +

d∑

i=1

bi(x)∂
h
i + c(x)

]
u(x).

Falls u ∈ C4(Ω) ist, dann gilt |(Lu)(x)− (Lhu)(x)| = O(h2).

Beispiel 5.5 Im Zweidimensionalen ergibt sich

(Lhu)(x) =
[
− a1,1(x)∂

−h
1 ∂+h

1 − 2a1,2(x)∂
h
1 ∂

h
2 − a2,2(x)∂

−h
2 ∂+h

2

]
u(x)

+
[
b1(x)∂

h
1 + b2(x)∂

h
2

]
u(x) + c(x)u(x)

=
1

2h2




a1,2(x) −2a2,2(x) −a1,2(x)
−2a1,1(x) 4[a1,1(x) + a2,2(x)] −2a1,1(x)
−a1,2(x) −2a2,2(x) a1,2(x)



⋆

u(x)

+
1

2h




0 b2(x) 0
−b1(x) 0 b1(x)

0 −b2(x) 0



⋆

u(x) +



0 0 0
0 c(x) 0
0 0 0



⋆

u(x).

△
So schön dieser Stern auch ist, so lässt sich dennoch im allgemeinen keine Stabilität
nachweisen. Dies liegt an der Diskretisierung der gemischten Ableitung ∂2/(∂x1∂x2), die
wir in Abhängigkeit vom Vorzeichen von a1,2(x) wie folgt modifizieren. Wir wählen

1

2h2




0 −1 1
−1 2 −1
1 −1 0




⋆

falls a1,2(x) ≥ 0 bzw.
1

2h2



−1 1 0
1 −2 1
0 1 −1



⋆

falls a1,2(x) < 0.

Mit a+1,2 := max{a1,2, 0} und a−1,2 := min{a1,2, 0} erhalten wir den Siebenpunktstern

(Lhu)(x)

=
1

h2




a−1,2(x) |a1,2(x)| − a2,2(x) −a+1,2(x)
|a1,2(x)| − a1,1(x) 2[a1,1(x) + a2,2(x)− |a1,2(x)|] |a1,2(x)| − a1,1(x)

−a+1,2(x) |a1,2(x)| − a2,2(x) a−1,2(x)




⋆

u(x)

+
1

2h




0 b2(x) 0
−b1(x) 0 b1(x)

0 −b2(x) 0



⋆

u(x) +



0 0 0
0 c(x) 0
0 0 0



⋆

u(x).

Diese Diskretisierung ist ebenfalls konsistent von zweiter Ordnung, das heißt, es ist |(Lu)(x)−
(Lhu)(x)| = O(h2) falls u ∈ C4(Ω). Unter der Bedingung

|a1,2(x)| ≤ min{a1,1(x), a2,2(x)},
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lässt sich nun für den Hauptteil von L das Sternlemma 5.6 anwenden.

Ist Ω ein Würfelgebiet, so führt das Randwertproblem

(Lu)(x) = f(x) für alle x ∈ Ω,

u(x) = g(x) für alle x ∈ Γ,

unter Verwendung der hier vorgestellten Diskretiserung auf das Differenzenverfahren

(Lhuh)(x) = f(x) für alle x ∈ Ωh,
uh(x) = g(x) für alle x ∈ Γh.

(5.2)

Dies ist gleichbedeutend mit einem linearen Gleichungssystem Ahuh = fh für die unbe-
kannten Gitterwerte uh. Die Systemmatrix Ah ist symmetrisch, falls b = 0 gilt.

5.3 Diskretes Maximumprinzip

Alle verwendeten Differenzensterne entsprechen einer gewichteten Mittelung von Nach-
barwerten. Daher kann offensichtlich kein Wert größer sein als das Maximum über alle
Nachbarwerte. Dies ist der Spezialfall der Theorie der Differenzensterne, deren Koeffizi-
enten ein bestimmtes Vorzeichenverhalten aufweisen.

Lemma 5.6 (Sternlemma) Sei k > 1. Für die Zahlen αℓ und pℓ, 0 ≤ ℓ ≤ k, gelte αℓ < 0
für alle ℓ = 1, 2, . . . , k und

k∑

ℓ=0

αℓ ≥ 0,

k∑

ℓ=0

αℓpℓ ≤ 0.

Ferner sei p0 ≥ 0 oder
∑k

ℓ=0 αℓ = 0. Dann folgt aus p0 ≥ max1≤ℓ≤k{pℓ} die Gleichheit

p0 = p1 = · · · = pk.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt

k∑

ℓ=1

αℓ(pℓ − p0) =

k∑

ℓ=0

αℓ(pℓ − p0) =

k∑

ℓ=0

αℓpℓ − p0

k∑

ℓ=0

αℓ ≤ 0.

In der links stehenden Summe sind alle Summanden wegen αℓ < 0 und pℓ − p0 ≤ 0 nicht
negativ. Also hat jeder Summand den Wert 0. Aus αℓ 6= 0 folgt die Behauptung.

Definition 5.7 Das Gebiet Ωh heißt (diskret) zusammenhängend, wenn zu jedem
Punktepaar x,y ∈ Ωh auch ein Verbindungsweg existiert, der entlang der Gitterlinien
und ganz in Ωh verläuft.

Bemerkung Für genügend kleines h ist das Gebiet Ωh diskret zusammenhängend. △
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Satz 5.8 (Diskretes Maximumprinzip) Sei uh die Lösung der diskreten Differentialglei-
chung

(Lhuh)(x) = f(x) ≤ 0 für alle x ∈ Ωh,

die von der Diskretisierung der elliptischen Differentialgleichung Lu = f ≤ 0 in Ω her-
rührt. Der Differenzenstern zu jedem Gitterpunkt in Ωh genüge folgenden drei Bedingung-
nen:

1. Alle Koeffizienten, abgesehen vom Zentrum, sind nicht positiv.

2. Der Koeffizient in Ostrichtung sei negativ: αO < 0.

3. Die Summe aller Koeffizienten ist nicht negativ.

Dann ist
max
x∈Ωh

uh(x) ≤ max{max
x∈Γh

uh(x), 0}.

Wenn das Maximum im Innern angenommen wird, die Koeffizienten in den Hauptrichtun-
gen (also in zwei Dimensionen αO, αW , αS, αN) negativ sind und Ωh zusammenhängend
ist, dann ist uh konstant.

Beweis. Wenn das Maximum im Punkt z ∈ Ωh, also im Innern, angenommen wird, dann
setze p0 := uh(z) > 0 und identifiziere p1, p2, . . . , pk mit den Werten in allen Nachbar-
punkten, die im Differenzenstern auftreten. Wegen

∑k
ℓ=0 αℓpℓ = f(z) ≤ 0 impliziert das

Sternlemma p0 = p1 = · · · = pk, das heißt, uh(z) stimmt mit allen Nachbarn überein.

Nun marschieren wir zum Rand: wir wiederholen dieses Argument solange im jeweils
östlichen Nachbarn, bis wir am Rand angekommen sind.

Wenn Ωh zusammenhängt, können wir gemäß der Voraussetzung das obige Argument
solange in alle Hauptrichtungen anwenden, bis alle Punkte von Ωh erreicht sind.

Bemerkung Wenn man als dritte Bedingung sogar verlangt, dass die Summe aller Ko-
effizienten des Sterns 0 ergibt, dann folgt das strenge Maximumprinzip maxx∈Ωh

uh(x) ≤
maxx∈Γh

uh(x). △
Aus dem diskreten Maximumprinzip kann man genau dieselben Folgerungen schließen
wie aus dem kontinuierlichen Maximumprinzip. Insbesondere sei auf das Vergleichsprinzip
und die stetige Abhängigkeit von den Daten f und g hingewiesen. Eine weitere wollen wir
explizit benennen:

Proposition 5.9 Wenn das diskrete Maximumprinzip gilt, ist das Gleichungssystem
Ahuh = fh eindeutig lösbar.

5.4 Konvergenz

Auf Ωh und Ωh definieren wir die Maximumnorm durch

‖vh‖Ωh
:= max

x∈Ωh

|vh(x)|, ‖vh‖Ωh
:= max

x∈Ωh

|vh(x)|.
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Definition 5.10 Das Differenzenverfahren (5.2) heißt

• konvergent mit der Ordnung p, wenn

‖u− uh‖Ωh
= O(hp),

• konsistent mit der Ordnung p, wenn

‖Lhu− Lu‖Ωh
= O(hp),

• stabil (bzgl. der rechten Seite), wenn eine Konstante Cs > 0 existiert, so dass für
alle Gitterfunktionen vh mit vh = 0 am Rand gilt

‖vh‖Ωh
≤ Cs‖Lhvh‖Ωh

.

Beispiel 5.11 Auf Würfelgebieten sind wegen ‖Lhu − Lu‖Ωh
= O(h2) die Differen-

zenverfahren (5.1) und (5.2) konsistent mit der Ordnung 2. Da die Shortley-Weller-
Approximation nur von der Ordnung 1 ist, ist hingegen das Verfahren (5.1) für allgemeine
Gebiete nur konsistent mit der Ordnung 1. △

Bemerkung Stabilität bedeutet nichts anderes, als dass ‖A−1
h ‖∞ ≤ Cs unabhängig von

der Maschenweite h ist. Das sieht man wie folgt: Bezeichnen vh und wh die Vektoren der
Werte der Gitterfunktion vh|Ωh

und Lhvh, dann folgt wh = Ahvh. Die Stabilitätsbedin-
gung kann nun übersetzt werden gemäß

‖vh‖Ωh
= ‖vh‖∞ = ‖A−1

h wh‖∞ ≤ Cs‖wh‖∞ = Cs‖Ahvh‖∞ = Cs‖Lhvh‖Ωh
.

Hieraus folgt das Behauptete, da diese Ungleichung für beliebige Vektoren wh gilt. △

Satz 5.12 Ist ein Differenzenverfahren stabil und konsistent mit der Ordnung p, dann
ist es auch konvergent mit der Ordnung p.

Beweis. Es gilt

‖u− uh‖Ωh
≤ Cs‖Lh(u− uh)‖Ωh

= Cs‖Lhu− Lhuh‖Ωh
.

Wegen (Lhuh)(x) = f(x) = (Lu)(x) für alle x ∈ Ωh, folgt

‖u− uh‖Ωh︸ ︷︷ ︸
Diskretisierungsfehler

≤ Cs ‖Lhu−Lu‖Ωh︸ ︷︷ ︸
Konsistenzfehler

= O(hp).
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Lemma 5.13 Sei Ω in der Menge {x ∈ Rd : ‖x‖2 < R} enthalten. Die Gitterfunktion vh
sei Lösung der Gleichung

−(∆hvh)(x) = 1 für alle x ∈ Ωh,

vh(x) = 0 für alle x ∈ Γh.

Dann gilt

0 ≤ vh(x) ≤
1

2d
(R2 − ‖x‖22), x ∈ Ωh.

Beweis. Man betrachte die Funktion w(x) = (R2 − ‖x‖22)/(2d). Da w ein Polynom zwei-
ten Grades ist, verschwinden die bei der Bildung des Differenzensterns vernachlässigten
Ableitungen, das heißt, es gilt −∆hw = −∆w = 1 in Ωh. Außerdem ist w ≥ 0 auf Γh.
Aus dem diskreten Vergleichsprinzip folgt daher vh(x) ≤ w(x) für alle x ∈ Ωh.

Dieses Lemma impliziert die Stabilität: Sei wh mit wh = 0 auf Γh beliebig, dann folgt

−(∆hwh)(x)

‖∆hwh‖Ωh

≤ 1 = −(∆hvh)(x), x ∈ Ωh.

Das diskrete Vergleichsprinzip liefert sofort

wh(x)

‖∆hwh‖Ωh

≤ vh(x) ≤
1

2d
(R2 − ‖x‖22), x ∈ Ωh,

dies bedeutet

‖wh‖Ωh
≤ R2

2d
‖∆hwh‖Ωh

.

Korollar 5.14 Die Lösung der Poisson-Gleichung erfülle u ∈ C4(Ω). Dann konvergiert
das Differenzenverfahren (5.1) und es gilt

‖u− uh‖Ωh
= O(hp)

mit p = 2 im Falle von Würfelgebieten und p = 1 im Falle von allgemeinen Gebieten.

Bemerkung Ist der Differentialoperator

(Lu)(x) = −
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj

u(x) + c(x)u(x), c(x) ≥ 0

gleichmäßig elliptisch mit Elliptizitätskonstante α > 0, dann folgt für w(x) = R2 −
‖x‖22, dass (Lhw)(x) = (Lw)(x) ≥ 2α für alle x ∈ Ωh (vergleiche fünfte Folgerung des
kontinuierlichen Maximumprinzips). Erfüllt der zugehörige Differenzenstern das diskrete
Maximumprinzip (und damit das Vergleichsprinzip), so gilt daher Lemma 5.13 mit

0 ≤ vh(x) ≤
1

2α
(R2 − ‖x‖22), x ∈ Ωh.
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Enthält hingegen L zusätzlich Terme erster Ordnung und ist c > 0, dann kann mittels
einem Störargument für genügend kleine Maschenweite h Stabilität nachweisen werden.
Auf Würfelgebieten erhalten wir auf diese Weise ebenfalls eine quadratische Konvergenz-
ordnung für allgemeine (elliptische) Differentialoperatoren. △

5.5 Iterative Lösung

Die Diskretisierung von Differentialgleichungen führt auf sehr große, dünnbesetzte Glei-
chungssysteme Ax = b. Die effizientesten Löser für dünnbesetzte Gleichungssysteme sind
Krylov-Raum-Verfahren.

Besitzt der Differenzenstern die Eigenschaft

k∑

ℓ=0

αℓ ≥ 0 und aℓ ≤ 0 für alle 1 ≤ ℓ ≤ k,

dann folgt aus dem Satz von Gerschgorin, dass jeder Eigenwert einen positiven Realteil
besitzt, denn

0 6= λ ∈ K =

{
z ∈ C : |z − α0| ≤

k∑

ℓ=1

|αℓ|
︸ ︷︷ ︸

≤α0

}
.

Ist die Systemmatrix A zusätzlich symmetrisch, dann kann das CG-Verfahren zur itera-
tiven Lösung benutzt werden. Dies tritt gemäß Abschnitt 5.2 beispielsweise auf Würfel-
gebieten ein bei der Diskretisierung des Differentialoperators

(Lu)(x) = c(x)u(x)−
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2

∂xi∂xj

u(x), c(x) ≥ 0. (5.3)

5.5.1 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten von Hestenes und Stiefel (1952), welches auch
als CG-Verfahren (vom englischen conjugate gradient method) bekannt ist, ist wohl das
effektivste Verfahren zur Lösung großer linearer Gleichungssysteme Ax = b mit symme-
trischer und positiv definiter Matrix A.

Definition 5.15 Ist A ∈ R
n×n symmetrisch und positiv definit, dann definiert

〈x,y〉A = xTAy, x,y ∈ R
n

ein Skalarprodukt. Die induzierte Norm

‖x‖A :=
√

〈x,x〉A =
√
xTAx

wird Energienorm bezüglich A genannt. Zwei Vektoren x,y ∈ R
n heißen konjugiert

bezüglich A, falls
〈x,y〉A = xTAy = 0.
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Lemma 5.16 Seien d0,d1, . . . ,dn−1 bezüglich A konjugierte Richtungen. Für jedes x0 ∈
Rn liefert die durch

xi+1 = xi + αidi

mit

αi =
dT
i ri

dT
i Adi

, ri = b−Axi

für i ≥ 0 erzeugte Folge nach (höchstens) n Schritten die Lösung x = A−1b.

Beweis. Mit dem Ansatz

x− x0 =
n−1∑

j=0

αjdj

erhalten wir wegen den Orthogonalitätsrelationen

dT
i A(x− x0) = dT

i A

( n−1∑

j=0

αjdj

)
=

n−1∑

j=0

αj dT
i Adj︸ ︷︷ ︸

= 0 falls i 6= j

= αid
T
i Adi

die Beziehung

αi =
dT
i A(x− x0)

dT
i Adi

.

Weil di zu den anderen Richtungen konjugiert ist, gilt

dT
i A(xi − x0) = dT

i A

( i−1∑

j=0

αjdj

)
=

i−1∑

j=0

αj d
T
i Adj︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Deshalb ist

αi =
dT
i (

=b︷︸︸︷
Ax −Axi +Axi −Ax0)

dT
i Adi

=
dT
i (b−Axi)

dT
i Adi

+
dT
i A(xi − x0)

dT
i Adi︸ ︷︷ ︸
=0

=
dT
i ri

dT
i Adi

.

Bemerkung Der Vektor ri = b − Axi wird Residuum genannt. Seine Norm ‖ri‖2 ist
ein Maß für den Fehler im i-ten Schritt. Gilt ‖ri‖2 = 0, so stimmt xi mit der Lösung
x = A−1b überein. △
Beim Verfahren der konjugierten Gradienten werden die Richtungen d0,d1, . . . ,dn−1 nicht
von vornherein gewählt, sondern aus dem jeweils aktuellen Residuum ri durch Addition
einer Korrektur ermittelt. Das Verfahren der konjugierten Gradienten lautet:

Algorithmus 5.17 (CG-Verfahren)
input: Matrix A ∈ Rn×n, rechte Seite b ∈ Rn und Startnäherung x0 ∈ Rn

output: Folge von Iterierten {xk}k>0
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➀ Initialisierung: setze d0 = r0 := b−Ax0 und i := 0

➁ berechne

αi :=
dT
i ri

dT
i Adi

(5.4)

xi+1 := xi + αidi (5.5)

ri+1 := ri − αiAdi (5.6)

βi :=
dT
i Ari+1

dT
i Adi

(5.7)

di+1 := ri+1 − βidi (5.8)

➂ falls ‖ri+1‖2 6= 0 erhöhe i := i+ 1 und gehe nach ➁

Dass die durch das Verfahren produzierten Richtungen d0,d1, . . . ,di+1 tatsächlich bezüg-
lich A konjugiert sind, folgt mit der Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 5.18 Solange ri 6= 0 ist, gelten die folgenden Aussagen:

1. Es ist dT
j ri = 0 für alle j < i.

2. Es gilt rTj ri = 0 für alle j < i.

3. Die Vektoren d0,d1, . . . ,di sind paarweise konjugiert.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass gilt

dT
i ri+1

(5.6)
= dT

i (ri − αiAdi) = dT
i ri − αi︸︷︷︸

(5.4)
=

dT
i
ri

dT
i
Adi

dT
i Adi = 0. (5.9)

Wir führen nun den Beweis vermittels Induktion.

Im Falle i = 1 folgen die ersten beiden Aussagen direkt aus (5.9), während sich die dritte
wegen

dT
0Ad1

(5.8)
= dT

0Ar1 − βi︸︷︷︸
(5.7)
=

dT
0
Ar1

dT
0
Ad0

dT
0Ad0 = 0

ergibt.

Für den Induktionsschritt i 7→ i+ 1 nehmen wir an, dass alle drei Aussagen für i gelten.
Nun ergibt sich die erste Aussage für i + 1 und j = i wieder aus (5.9) während sie für
j < i mit Hilfe der Induktionsannahme aus

dT
j ri+1

(5.6)
= dT

j (ri − αiAdi) = dT
j ri︸︷︷︸
=0

−αi d
T
j Adi︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

folgt. Wegen

rj
(5.8)
= dj + βj−1dj−1, 1 ≤ j ≤ i
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ergibt sich die zweite Aussage direkt aus der ersten.

Weiter sind di und di+1 konjugiert, da

dT
i Adi+1

(5.8)
= dT

i Ari+1 − βi︸︷︷︸
(5.7)
=

dT
i
Ari+1

dT
i
Adi

dT
i Adi = 0.

Für dj mit j < i folgt aufgrund der Induktionsannahme

dT
j Adi+1

(5.8)
= dT

j A(ri+1 − βidi) = dT
j Ari+1 − βi d

T
j Adi︸ ︷︷ ︸
=0

= dT
j Ari+1,

und damit wegen der schon bewiesenen zweiten Aussage

αjd
T
j Adi+1 = αjd

T
j Ari+1

(5.6)
= (rj − rj+1)

T ri+1 = rTj ri+1 − rTj+1ri+1 = 0.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass αj nicht Null werden kann. Angenommen αj = 0, dann
folgt

dT
j rj = 0,

und wegen (5.8) ergibt sich

0 = (rj − βj−1dj−1)
T rj = rTj rj − βj−1 d

T
j−1rj︸ ︷︷ ︸
=0

= ‖rj‖22.

Dies steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung rj 6= 0.

Bemerkung

1. Äquivalent zu (5.4) und (5.7), aber effizienter und numerisch stabiler, hat sich die
Wahl

αi =
rTi ri

dT
i Adi

, βi = −rTi+1ri+1

rTi ri

erwiesen.

2. Das Verfahren der konjugierten Gradienten wird generell als Iterationsverfahren
verwendet, das heißt, man bricht die Iteration ab, falls ‖ri‖2 klein ist. Pro Iterati-
onsschritt wird nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation benötigt. Die Konvergenz des
Verfahrens hängt dabei stark von der Kondition der Matrix ab. Genauer, es gilt die
Fehlerabschätzung

‖x− xi‖A ≤ 2

(√
cond2A− 1√
cond2A+ 1

)i

‖x− x0‖A, (5.10)

siehe zum Beispiel J. Stoer und R. Bulirsch Numerische Mathematik II.

3. Es bezeichne Ki(A, r0) den sogenannten Krylov-Raum

Ki(A, r0) := span{r0,Ar0,A
2r0, . . .A

i−1r0} = span{d0,d1, . . . ,di−1}.
Man kann zeigen, dass die Iterierte xi des i-ten Schritts die Funktion

Φ(x) =
1

2
xTAx− bTx

unter allen x ∈ x0 +Ki(A, r0) minimiert.

△
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5.5.2 GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren (kurz für Generalized Minimal Residual-Verfahren) ist ein sehr
schnell konvergierendes Verfahren für nichtsymmetrische Gleichungssysteme, das auf dem
Arnoldi-Verfahren beruht. Die Systemmatrix ist unsymmetrisch bei Differentialoperatoren
mit Termen erster Ordnung, aber auch bei der Shortley-Weller-Approximation.

Beim GMRES-Verfahrens bestimmt man eine Orthonormalbasis {v1, . . . ,vk+1} des Krylov-
Raums Kk+1(A, z). Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren führt auf

ṽ1 := z, v1 :=
ṽ1

‖ṽ1‖2
,

ṽ2 := Av1 − vT
1Av1︸ ︷︷ ︸
=:h1,1

v1, v2 :=
ṽ2

‖ṽ2‖2︸ ︷︷ ︸
=:h2,1

,

ṽ3 := Av2 − vT
1Av2︸ ︷︷ ︸
=:h1,2

v1 − vT
2Av2︸ ︷︷ ︸
=:h2,2

v2, v3 :=
ṽ3

‖ṽ3‖2︸ ︷︷ ︸
=:h3,2

,

ṽ4 := Av3 − vT
1Av3︸ ︷︷ ︸
=:h1,3

v1 − vT
2Av3︸ ︷︷ ︸
=:h2,3

w2 − vT
3 Av3︸ ︷︷ ︸
=:h3,3

v3, v4 :=
w̃4

‖ṽ4‖2︸ ︷︷ ︸
=:h4,3

,

...
...

Demnach erhalten wir nach k Schritten die Faktorisierung

AVk = Vk+1Hk,

wobei die Spalten von Vk+1 = [v1,v2, · · · ,vk,vk+1] gerade die Orthonormalbasis des
Krylov-Raums Kk+1(A, z) ist und

Hk =




h1,1 h1,2 h1,3 · · · h1,k

h2,1 h2,2 h2,3 · · · h2,k

0 h3,2 h3,3 · · · h3,k
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 hk,k−1 hk,k

0 · · · 0 0 hk+1,k




∈ R
(k+1)×k

eine obere Hessenberg-Matrix ist.

Sei x0 eine Startnäherung und z := r0 = b−Ax0. Wegen v1 = r0/‖r0‖2 folgt dann

min
x∈x0+Kk(A,r0)

‖b−Ax‖2 = min
y∈Rk

‖b−A(x0 +Vky)‖2

= min
y∈Rk

‖r0 −Vk+1Hky‖2

= min
y∈Rk

∥∥e1‖r0‖2 −Hky
∥∥
2
.

Dies bedeutet, die Lösung y eines
(
(k+1)×k

)
-Ausgleichsproblems liefert die neue Iterierte

gemäß xk = x0 + Vky. Dieses Ausgleichsproblem lässt sich schnell durch die k Givens-
Rotationen G(2, 1, θ1),G(3, 2, θ2), . . . ,G(k+1, k, θk) lösen. Die Norm des Residuums rk =



72 Kapitel 5. Finite-Differenzen-Verfahren

b−Axk lässt sich dann offensichtlich aus

G(k + 1, k, θk) · · ·G(3, 2, θ2)G(2, 1, θ1)
(
e1‖r0‖2 −Hky

)
=

[
pk

ρk+1

]
−

[
Rk

0 · · ·0

]
y

ablesen und lautet |ρk+1|. Der Übergang (Rk−1,pk−1, ρk−1) 7→ (Rk,pk, ρk) ist ein einfaches
Update unter Ausnutzen von der Identitäten

[
Rk

]k−1

i,j=1
= Rk−1 und

[
pk

]k−1

i=1
= pk−1,

das nur das Erzeugen der neuen Givens-Rotation benötigt.

Algorithmus 5.19 (GMRES-Verfahren)
input: Matrix A ∈ Rn×n, rechte Seite b ∈ Rn und Startnäherung x0 ∈ Rn

output: Näherungslösung xk mit ‖b−Axk‖2 ≤ ε

➀ Initialisierung: setze w0 := b−Ax0, ρ0 = h1,0 := ‖w0‖2 und k := 0

➁ solange (|ρk+1| > ε) berechne

k := k + 1

vk := wk−1/hk,k−1

wk := Avk

h1,k := vT
1 wk, . . . , hk,k := vT

kwk

wk := wk −
k∑

i=1

hi,kvi

hk+1,k := ‖wk‖2
(Rk−1,pk−1, ρk−1) 7→ (Rk,pk, ρk)

➂ löse
Rky = pk

durch Rückwärtssubstitution und setze xk := x0 +Vky

5.5.3 MINRES-Verfahren⋆

Ist c(x) in (5.3) beliebig, so kann die Matrix indefinit symmetrisch sein. Wendet man
dann das GMRES-Verfahren auf das Gleichungssystem an, dann ist die obere Hessenberg-
Matrix [Hk]

k
i,j=1 aus Symmetriegründen eine symmetrische Tridiagonalmarix und der

Arnoldi-Prozess wird zum Lanzcos-Prozess. Dies führt auf das MINRES-Verfahren (kurz
für Minimal Residual-Verfahren). Wir stellen hier jedoch eine Variante vor, bei der direkt
die Iterierte und das Residuum aufdatiert wird.

Lemma 5.20 Seien d0,d1, . . . ,dn−1 bezüglich A2 konjugierte Richtungen. Für jedes
x0 ∈ Rn liefert die durch

xk+1 = xk + αkdk, k = 0, 1, . . . , n− 1,
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mit

αk =
dT
kArk

dT
kA

2dk

, rk = bk −Axk

erzeugte Folge nach (höchstens) n Schritten die Lösung xn = A−1b.

Beweis. Mit dem Ansatz

x− x0 =
n−1∑

ℓ=0

αℓdℓ

erhalten wir wegen den Orthogonalitätsrelationen

dT
kA

2(x− x0) = dT
kA

2

( n−1∑

ℓ=0

αℓdℓ

)
=

n−1∑

ℓ=0

αℓ dT
kA

2dℓ︸ ︷︷ ︸
= 0 falls k 6= ℓ

= αkd
T
kA

2dk

die Beziehung

αk =
dT
kA

2(x− x0)

dT
kA

2dk
.

Weil dk zu den anderen Richtungen konjugiert ist, gilt

dkA
2(xk − x0) = dT

kA
2

( k−1∑

ℓ=0

αℓdℓ

)
=

k−1∑

ℓ=0

αℓ d
T
kA

2dℓ︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Deshalb ist

αk =
dT
kA(

=b︷︸︸︷
Ax −Axk +Axk −Ax0)

dT
kA

2dk

=
dT
kA(b−Axk)

dT
kA

2dk

+
dT
kA

2(xk − x0)

dT
kA

2dk︸ ︷︷ ︸
=0

=
dT
kArk

dT
kA

2dk

.

Beim MINRES-Verfahren werden die Richtungen d0,d1, . . . ,dn−1 nicht von vornherein
gewählt, sondern sukzessive vermittels einer Dreitermrekursion ermittelt. Das vollständige
Verfahren lautet:

Algorithmus 5.21 (MINRES-Verfahren)
input: Matrix A ∈ R

n×n, rechte Seite b ∈ R
n und Startnäherung x0 ∈ R

n

output: Folge von Iterierten {xk}k>0

➀ Initialisierung: setze d−1 := 0, d0 = r0 := b−Ax0 und k := 0
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➁ berechne

αk :=
dT
kArk

dT
kA

2dk

xk+1 := xk + αkdk

rk+1 := rk − αkAdk

βk :=
dT
kA

3dk

dT
kA

2dk

(5.11)

γk :=
dT
kA

3dk−1

dT
k−1A

2dk−1
(5.12)

dk+1 := Adk − βkdk − γkdk−1 (5.13)

➂ falls ‖rk+1‖2 > ε erhöhe k := k + 1 und gehe nach ➁

Bemerkung Mithilfe einer zusätzlichen Variablen sk = Adk lässt sich das Verfahren so
umformulieren, dass nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation pro Iteration benötigt wird.
△

Satz 5.22 Solange rk 6= 0 ist, produziert das MINRES-Verfahren von Null ver-
schiedene, paarweise A2 konjugierte Vektoren d0,d1, . . . ,dk und es gilt Kk+1(A, r0) =
span{d0,d1, . . . ,dk}.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass aus Kk+1(A, r0) = Kk(A, r0) die Existenz von Zah-
len γℓ folgt mit

A(x− x0) = r0 = A

k−1∑

ℓ=0

γℓA
ℓr0.

Dies bedeutet, dass dann x ∈ x0 + Kk(A, r0) und folglich rk = 0 gelten würde. Daher
besitzt Kk+1(A, r0) stets die Dimension k + 1.

Wir wollen nun den Beweis vermittels Induktion führen. Wegen

dT
1A

2d0
(5.13)
= dT

0A
3d0 − β0d

T
0A

2d0
(5.11)
= 0

ist die Behauptung für k = 1 klar.

Für den Induktionsschritt k 7→ k+ 1 nehmen wir an, dass die Behauptung für k ≥ 1 gilt.
Dann folgt aus (5.13)

0 6= dk+1 = Adk︸︷︷︸
6∈Kk+1(A,r0)

− βkdk − γkdk−1︸ ︷︷ ︸
∈Kk+1(A,r0)

∈ Kk+2(A, r0),

dies bedeutet

span{d0,d1, . . . ,dk+1} = Kk+2(A, r0).
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Für alle ℓ ≤ k folgt außerdem sofort

dT
k+1A

2dℓ
(5.13)
= dT

kA
3dℓ − βk︸︷︷︸

(5.11)
=

dT
k
A3dk

dT
k
A2dk

dT
kA

2dℓ − γk︸︷︷︸
(5.12)
=

dT
k
A3dk−1

dT
k−1

A2dk−1

dT
k−1A

2dℓ,

was für ℓ = k − 1, k offensichtlich gleich Null ist. Für ℓ < k − 1 sind alle Terme Null
aufgrund der Induktionsannahme, wobei man dies im Fall dT

kA
3dℓ = 0 wie folgt einsieht:

dT
k ⊥A2 Kk−1(A, r0) ⊃ AKk−2(A, r0) ∋ Adℓ.

Lemma 5.23 Die Iterierten xk aus dem MINRES-Verfahren erfüllen

min
y∈x0+Kk(A,r0)

‖b−Ay‖2 = ‖b−Axk‖2.

Beweis. Für ein beliebiges y ∈ x0 +Kk(A, r0) folgt

‖b−Ay‖22 = ‖x− y‖2A2

=

∥∥∥∥
n−1∑

ℓ=0

αℓdℓ − (y − x0)

∥∥∥∥
2

A2

≥
∥∥∥∥

n−1∑

ℓ=k

αℓdℓ

∥∥∥∥
2

A2

=

n−1∑

ℓ=k

|αℓ|2‖dℓ‖2A2 ,

wobei nach Konstruktion das Minimum für xk angenommen wird.

Bemerkung Man kann (5.11)–(5.13) auch ersetzen durch

βk := −dT
kArk+1

rTkArk
, dk+1 := rk+1 + βkdk.

In diesem Fall kann jedoch die Suchrichtung dk+1 = 0 werden ohne dass rk+1 = 0 gilt. Dies
bedeutet, der Algorithmus kann zusammenbrechen, bevor die exakte Lösung gefunden ist.
△

5.6 Vorkonditionierung

Die Stabiltätsanalyse liefert ‖A−1‖∞ ≤ Cs, während wir aus der Definition des Diffe-
renzenstern schließen, dass ‖A‖∞ ≤ Cc/h

2. Hieraus erhalten wir für die Kondition der
Systemmatrix A die Abschätzung

cond∞A = ‖A‖∞
∥∥A−1

∥∥
∞ ≤ CsCc

h2

h→0−→ ∞.

Dass diese Abschätzung scharf ist, zeigt das folgende Beispiel.
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Beispiel 5.24 Wie man leicht nachrechnet, besitzt die bei der Diskretisierung der ein-
dimensionalen Poisson-Gleichung auftretende Systemmatrix A ∈ R(n−1)×(n−1) (vergleiche
Beispiel 5.4) die Eigenwerte

λk =
2

h2

[
1− cos

(
kπ

n

)]
, k = 1, 2, . . . , n− 1

und die Eigenvektoren vk mit

[vk]ℓ = sin

(
kℓπ

n

)
, ℓ = 1, 2, . . . , n− 1.

Wegen

λmin =
2

h2

[
1−

(
+ 1− h2π2

2
+O(h4)

)]
= π2 +O(h2),

λmax =
2

h2

[
1−

(
− 1 +

h2π2

2
+O(h4)

)]
=

4

h2
+O(1),

folgt schließlich

cond2A =
λmax

λmin

=
4

h2π2
+O(1).

△
Um eine Genauigkeit ε > 0 mit dem CG-Verfahren zu erzielen, benötigt man gemäß (5.10)

K ≥ log
(
ε/(2‖x− x0‖2)

)

log q

Iterationen, wobei

q =

√
cond2A− 1√
cond2A+ 1

≈ 2− hπ

2 + hπ
= 1− 2hπ

2 + hπ
.

Wegen

log q ≈ log

(
1− 2hπ

2 + hπ

)
≈ −hπ

folgt also, dass man K = O(1/h) Iterationen benötigt, falls man als Startnäherung x0

etwa immer den Nullvektor nimmt.

Bemerkung Bezeichnet man die Anzahl der Unbekannten mit n, dann folgt für eine
Differentialgleichung auf dem d-dimensionalen Würfel der Zusammenhang h ≈ n−1/d.
Folglich besitzt das Berechnen einer Lösung die Gesamtkomplexität O(n(d+1)/d). △
Man versucht daher, durch eine geeignete Vorkonditionierung die Konvergenz zu be-
schleunigen. Dazu wählt man eine symmetrische und positiv definite Matrix M, so dass
cond2

(
M−1A

)
= cond2

(
M−1/2AM−1/2

)
klein wird. Das CG-Verfahren wird nun auf das

zu Au = f äquivalente System
M−1Au = M−1f

angewendet. Da M−1A im allgmeinen nicht mehr symmetrisch ist, führt man das CG-
Verfahren im modifiziertem Innenprodukt 〈x,y〉M := xTMy durch, denn hier gilt

〈M−1Ax,y〉M = xT (M−1A)TMy = xTM(M−1A)y = 〈x,M−1Ay〉M.



5.6. Vorkonditionierung 77

Man beachte, dass wegen

∥∥M−1A
∥∥2

M
= sup

x 6=0

xTAM−1Ax

xTMx

y:=M1/2x
= sup

y 6=0

yTM−1/2AM−1AM−1/2y

yTy

=
∥∥M−1/2AM−1/2

∥∥2

2
,

und analog für die Inverse A−1, in der Fehlerabschätzung des vorkonditionierten CG-
Verfahrens tatsächlich die Konditionszahl cond2

(
M−1A

)
auftritt. Das fertige Verfahren

nennt man PCG-Verfahren (kurz für preconditioned conjugate gradients).

Algorithmus 5.25 (PCG-Verfahren)
input: Matrix A ∈ Rn×n, Vorkonditionierer M ∈ Rn×n, rechte Seite b ∈ Rn

und Startnäherung x0 ∈ Rn

output: Folge von Iterierten {xk}k>0

➀ Initialisierung: setze s0 := b−Ax0, d0 = r0 := M−1s0 und k := 0

➁ berechne

αk :=
sTk rk

dT
kAdk

xk+1 := xk + αkdk

sk+1 := sk − αkAdk

rk+1 := M−1sk+1

βk :=
sTk+1rk+1

sTk rk

dk+1 := rk+1 + βkdk

➂ falls ‖sk+1‖2 > ε erhöhe k := k + 1 und gehe nach ➁

Bemerkung Optimal ist eine Vorkonditionierung mit einer Konditionszahl cond2

(
M−1A

)
,

welche klein und möglichst unabhängig von der Maschenweite h ist. Dies bedeutet, dass
M möglichst “nahe” an A gewählt werden sollte. Zusätzlich muss M−1 jedoch auch billig
anzuwenden sein. △
Eine einfache Vorkonditionierung bietet die ILU-Zerlegung (kurz für inclomplete LU-

decomposition). Da bei einer gewöhnlichen Cholesky-Zerlegung A = LLT die Dreicksma-
trix L weit mehr Nichtnullelemente besitzt als A, rechnet man die Cholesky-Zerlegung
nur auf einer Untermenge E ⊆ {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ n} aus. Geeignete Mengen E kann man
über Sternmuster definieren, zum Beispiel



0 ⋆ 0
⋆ ⋆ ⋆
0 ⋆ 0



⋆

,



⋆ ⋆ 0
⋆ ⋆ ⋆
0 ⋆ ⋆



⋆

,



⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆



⋆

.

Die Diagonalelemente sind dann gegeben durch

ℓj,j =

√√√√aj,j −
∑

k<j
(j,k)∈E

ℓ2j,k > 0, 1 ≤ j ≤ n,
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und alle Nebendiagonalelemente aus E durch

ℓi,j =
1

ℓj,j

(
ai,j −

∑

k<j
(i,k),(j,k)∈E

ℓi,kℓj,k

)
, j < i ≤ n mit (i, j) ∈ E.

Insgesamt erhält man also eine Zerlegung A = L̃L̃T +R mit einer Restmatrix R 6= 0.

Beispiel 5.26 Wir wollen eine ILU-Zerlegung vorstellen, die beweisbar die Konditions-
zahl verbessert. Dazu bemerken wir zunächst, dass offensichtlich die Systemmatrizen zum
Differentialoperator −∆h und −∆h + ζ für alle ζ ≥ 0 spektral äquivelent sind. Weiterhin
nehmen wir der Einfachheit halber an, dass auf den horizontalen Gitterlinien stets gleich
viele und zwar m Knoten liegen. Der Nachbar des Knotens i nach Süden trägt dann den
Index i−m und der nach Westen den Index i−1. Als Matrizen L̃ und R machen wir den
Ansatz 


0

bi−1 ai 0
ci−m



⋆

und



−ri

ri + ri−m+1

−ri−m+1



⋆

.

Die Beziehung A = L̃L̃T +R entspricht dann in der Sternnotation der Gleichung



−γi
−βi−1 αi −βi

−γi−m



⋆

=



bi−1ci−1 aici
ai−1bi−1 a2i + b2i−1 + c2i−m aibi

ci−mai−m bi−mci−m




⋆

+



−ri

ri + ri−m+1

−ri−m+1



⋆

.

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

a2i = αi − b2i−1 − c2i−m − ri − ri−m+1

bi = −βi/ai, ci = −γi/ai, ri = bi−1ci−1.

Setzen wir konkret αi = 4 + 8h2 und βi = γi = 1 für alle inneren Punkte und βi = γi = 0
für alle Randpunkte, dann folgt durch vollständige Induktion:

ai ≥
√
2(1 + h), 0 < ri ≤

1

2(1 + h)2
.

Mit der Formel (x+ y)2 ≤ 2(x2 + y2) können wir xTRx abschätzen:

0 ≤ xTRx =
∑

i

ri(xi − xi+m−1)
2

≤
∑

i

1

(1 + h)2
{
(xi − xi−1)

2 + (xi−1 − xi+m−1)
2
}

≤ 1

(1 + h)2
xTAx.

Aus A = L̃L̃T +R folgt

xT L̃L̃Tx ≤ xTAx ≤ (1 + h)2

h(2 + h)
xT L̃L̃Tx

und damit

cond2

(
(L̃L̃T )−1A

)
≤ 1 + h

h
= O(h−1).

△
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5.7 Mehrgitterverfahren⋆

Definition 5.27 Ist A ∈ Rm×n und B ∈ Rp×q, so ist das Tensorprodukt oder
Kronecker-Produkt C = A⊗B ∈ R

mp×nq definiert durch

C =
[
ai,jB

]
i=1,...,n,j=1,...,m

=



a1,1B · · · a1,mB

...
...

an,1B · · · an,mB


 .

Lemma 5.28 Für A ∈ R
m×n,B ∈ R

n×p,C ∈ R
q×r,D ∈ R

r×s gilt

(A⊗C) · (B⊗D) = AB⊗CD.

Beweis. Wegen
A⊗C = [ai,jC]i,j, B⊗D = [bi,jD]i,j

besteht F = (A⊗C) · (B⊗D) aus den Blockmatrizen

Fi,j :=
n∑

k=1

(ai,kC)(bk,jD) =
n∑

k=1

ai,kbk,j ·C ·D =

( n∑

k=1

ai,kbk,j

)
·CD,

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p.

Andererseits besteht G = AB⊗CD aus den Blockmatrizen

Gi,j := gi,j ·CD =

( n∑

k=1

ai,kbk,j

)
·CD, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p,

woraus sich die Behauptung ergibt.

Folgerungen:

1. Es gilt (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

2. Sind (λ,v) und (µ,w) Eigenpaare von A bzw. B, dann ist (λµ,v⊗w) ein Eigenpaar
von A⊗B.

3. Seien A ∈ Rn×n bzw. B ∈ Rm×m und (λ,v) bzw. (µ,w) zugehörige Eigenpaare.
Dann ist (µ+ λ,v ⊗w) ein Eigenpaar von A⊗ I(m×m) + I(n×n) ⊗B.

Wir betrachten die Diskretisierung der Poisson-Gleichnung auf dem Einheitsquadrat durch
den 5-Punkte-Stern zur Schrittweite h = 1/n (vergleiche Beispiel 5.4). Bezeichnet

L =




2 −1 0

−1 2
. . .

. . . . . . −1
0 −1 2


 ∈ R

(n−1)×(n−1)
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die Diskretisierung des eindimensionalen Laplace-Operators und I die Einheitmatrix im
Rn−1, dann folgt bei zeilenweiser Numerierung der Unbekannten das lineare Gleichungs-
system

Au = (L⊗ I+ I⊗ L)u = f .

Wir wollen dieses Gleichungssystem mit der Richardson-Iteration

xk+1 = xk + ω(f −Axk), k = 0, 1, 2, . . . (5.14)

lösen.

Bemerkung Die Richardson-Iteration ist das Gradientenverfahren zur Minimierung von

Φ(x) =
1

2
xTAx− xT f → min

mit fester Schrittweite ω. Für das Modellproblem und ω = 1/4 stimmt die Richardson-
Iteration mit dem Gesamtschrittverfahren

xk+1 = D−1[f + (L+R)xk], k = 0, 1, 2, . . .

überein, wobei A = D− L−R. △
Die Eigenpaare von L sind gemäß Beispiel 5.24

λi = 2− 2 cos

(
iπ

n

)
, vi =

[
sin

(
ikπ

n

)]n−1

k=1

, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Folglich besitzt die Iterationsmatrix I− ωA die Eigenwerte

µi,j = 1− ω

[
2− 2 cos

(
iπ

n

)

︸ ︷︷ ︸
=4 sin2(iπ/(2n))

+2− 2 cos

(
jπ

n

)

︸ ︷︷ ︸
=4 sin2(jπ/(2n))

]

= 1− 4ω

[
sin2

(
iπ

2n

)
+ sin2

(
jπ

2n

)]

mit zugehörigen Eigenvektoren wi,j := vi ⊗ vj . Für 0 < ω ≤ 1/4 sind alle Eigenwerte
betragsmäßig kleiner als Eins und die Richardson-Iteration konvergiert. Aber wegen

‖I− ωA‖2 = µ1,1 = 1−O(h2)

wird die Konvergenz für h → 0 immer langsamer. Hingegen ist die Konvergenz für alle
Eigenvektoren mit hohem Frequenzanteil in mindestens in einer Richtung unabhängig von
h gegeben durch

max{|µi,j| : i ≥ n/2 oder j ≥ n/2} ≤ 1− 4ω

[
sin2

(
π

4

)
+ sin2(0)

]
= 1− 2ω < 1.

Somit haben wir folgendes Ergebnis gezeigt:
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Lemma 5.29 Sei

Vosc := span
{
wi,j : 1 ≤ i, j < n, max{i, j} ≥ n/2

}

der Unterraum der hohen Frequenzen. Für den Startwert x0 der Richardson-Iteration
(5.14) gelte e0 := x − x0 ∈ Vosc. Dann liegen alle weiteren Fehler ek := x − xk ebenfalls
in Vosc und es gilt

‖ek+1‖2 ≤ (1− 2ω)‖ek‖2.

Korollar 5.30 Der Startfehler e0 sei aufgeteilt in

e0 = e0,osc + e0,glatt, e0,osc ∈ Vosc, e0,glatt ∈ Vglatt := V ⊥
osc.

Dann gilt
ek = ek,osc + ek,glatt

mit
ek,osc = (I− ωA)ke0,osc ∈ Vosc, ek,glatt = (I− ωA)kek,glatt ∈ Vglatt

und
‖ek,osc‖2 ≤ (1− 2ω)k‖e0,osc‖2.

Folglich werden die hochfrequenten Fehleranteile e0,osc mit der Richardson-Iteration schnell
gedämpft, während die tieffrequenten Fehleranteile e0,glatt sehr langsam reduziert werden.
Die Idee des Mehrgitterverfahrens ist es nun, diese tieffrequenten Lösungsanteile auf einem
gröberen Gitter zu approximieren.

Zutaten eines Mehrgitterverfahrens:

1. Wir benötigen eine Hierarchie von Gittern

Ω0 ⊂ Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ · · · , Ωj := Ωhj
,

wobei hj = 2−jh0. Auf jedem Gitter erhalten wir ein Gleichungssystem

Ajuj = fj , uj ∈ Vj := R
|Ωj |.

2. Für den Gittertransfer Ωj−1 7→ Ωj benötigen wir eine Prolongation

Pj : Vj−1 → Vj,

welche eine Gitterfunktion uj−1 ∈ Vj−1 auf das feinere Gitter Ωj transferiert. Nahe-
liegend ist die 9-Punkt-Prolongation



1/4 1/2 1/4
1/2 1 1/2
1/4 1/2 1/4




⋆

,

die einer bilinearen Interpolation von uj−1 in allen Gitterpunkten von Ωj entspricht.
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3. Umgekehrt benötigen wir für den Gittertransfer Ωj 7→ Ωj−1 eine Restriktion

Rj : Vj → Vj−1,

welche einer Gitterfunktion uj ∈ Vj auf das gröbere Gitter Ωj−1 einschränkt. Viel
besser als die triviale Restriktion 


0 0 0
0 1 0
0 0 0



⋆

ist die 9-Punkt-Restriktion

1

4



1/4 1/2 1/4
1/2 1 1/2
1/4 1/2 1/4



⋆

,

da diese wegen 4RT
j = Pj die Symmetrie bewahrt. Insbesondere gilt dann Aj−1 =

RjAjPj.

4. Als Glätter verwendet man ein Iterationsverfahren wie die Richardson-Iteration, das
Gesamtschrittverfahren oder das Einzelschrittverfahren

xk+1 = (D− L)−1(b+Rxk), k = 0, 1, 2, . . . .

5. Auf dem gröbsten Gitter Ω0 wird ein direkter Grobgitterlöser für das Gleichungs-
system A0x0 = f0 eingesetzt.

Bemerkung Obwohl Restriktion und Prolongation mit demselben Stern beschrieben
werden, ist ihre Bedeutung komplett unterschiedlich: bei der Restriktion werden die Daten
gemittelt, während sie bei der Prolongation verteilt werden. △

Algorithmus 5.31 (Zweigitterverfahren)
input: Diskretisierungslevel j, Vorglättungsschritte ν1, Nachglättungsschritte ν2,

Startnäherung xin ∈ Rnj , Systemmatrizen Aj−1,Aj, rechte Seite fj ∈ Rnj

output: approximative Lösung xout

➀ wende ν1-mal den Glätter zur Lösung von Ajuj = fj mit Startwert xin an und
erhalte xj

➁ bilde Residuum rj := fj −Ajxj

➂ bilde fj−1 := Rjrj

➃ löse Aj−1xj−1 = fj−1

➄ bilde xj := xj +Pjxj−1

➅ wende ν2-mal den Glätter zur Lösung von Ajuj = fj mit Startwert xj an und erhalte
xout

Benutzen wir das Richardson-Verfahren als Glätter und setzen wir ein := A−1
j fj − xin,

dann ist der Fehler nach Schritt ➀ genau e➀ = (I − ωAj)
ν1ein. Die Grobgitterkorrektur,

die in den Schritten ➁–➄ berechnet wird, ist gerade d = PjA
−1
j−1RjAje➀. Beachtet man

noch das Nachglätten, dann folgt

eout := A−1
j fj − xout = (I− ωAj)

ν2(I−PjA
−1
j−1RjAj)(I− ωAj)

ν1ein.

Die rekursive Anwendung des obigen Algorithmus liefert das Mehrgitterverfahren:
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Algorithmus 5.32 (Mehrgitterverfahren)
input: Diskretisierungslevel j, Rekursionparameter γ,

Vorglättungsschritte ν1, Nachglättungsschritte ν2,
Startnäherung xin ∈ Rnj , Systemmatrizen A0, . . . ,Aj, rechte Seite fj ∈ Rnj

output: approximative Lösung xout

➀ falls j = 0, dann xout = A−1
j fj und stop

➁ wende ν1-mal den Glätter zur Lösung von Ajuj = fj mit Startwert xin an und
erhalte xj

➂ bilde Residuum rj := fj −Ajxj

➃ bilde fj−1 := Rjrj

➄ wende γ-mal das Mehrgitterverfahren mit Startwert 0 zur Lösung von Aj−1uj−1 =
fj−1 an und erhalte xj−1

➅ bilde xj := xj +Pjxj−1

➆ wende ν2-mal den Glätter zur Lösung von Ajuj = fj mit Startwert xj an und erhalte
xout

Je nach Wahl des Rekursionsparamters γ erhalten wir folgendes Schema:

j = 0

j = 1

j = 2

j = 3

j = 4

V-Zyklus (γ = 1)

•

•

•

•

•

•

•

•

•

W-Zyklus (γ = 2)

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

Lemma 5.33 Für γ < 2d ist der Aufwand des Mehrgitterverfahrens 5.32 linear.

Beweis. Für die gewählten Parameter (ν1, ν2, γ) bezeichne T (j) den Aufwand des Mehr-
gitterverfahrens zum Level j. Die Zahl der Unbekannten nj im Level j skaliert wegen
hj = 2−jh0 wie 2dj . Da das Matrix-Vektor-Produkt linear skaliert, besitzt ein Glättungs-
schritt die Komplexität cGnj . Ebenso skalieren die Prolongation und die Restriktion linear,
cRnj beziehungsweise cPnj . Damit erhalten wir die Rekursion

T (j) ≤ ν1cGnj︸ ︷︷ ︸
vorglätten

+ cRnj︸︷︷︸
Restriktion

+γT (j − 1) + cPnj︸︷︷︸
Prolongation

+ ν2cGnj︸ ︷︷ ︸
nachglätten

≤ 2jdC + γT (j − 1),

wobei T (0) = cLn
3
0 gilt. Rekursiv erhalten wir

T (j) ≤ γjT (0) +

j∑

k=1

2kdCγj−k ≤ 2jdmax{C, T (0)}
j∑

k=0

(
γ

2d︸︷︷︸
<1

)k

= O(nj).
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5.8 Parabolische Differentialgleichungen

Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung

∂

∂t
u(t,x)−∆u(t,x) = f(t,x), (t,x) ∈ [0, T ]× Ω

für ein Gebiet Ω ⊂ Rd und einen Endzeitpunkt T . Der Einfachheit halber geben wir uns
homogene Dirichlet-Randwerte vor

u(·,x) = 0 auf Γ = ∂Ω.

Um diese Gleichung numerisch zu lösen, führen wir zunächst eine Semidiskretisierung im
Raum durch, indem wir wie in Abschnitt 5.1 vorgehen. Dazu sei Ωh ∪ Γh ein Gitter von
Ω und

uh(t,x) : [0, T ]× Ωh → R

eine zugehörige Gitterfunktion. Die semidiskrete Gleichung

∂

∂t
uh(t,x)−

(
∆huh)(t,x) = f(t,x) für alle x ∈ Ωh,

uh(t,x) = 0 für alle x ∈ Γh,

mit der Anfangsbedingung uh(0,x) = g(x) für alle x ∈ Ωh entspricht einem System
gewöhnlicher Differentialgleichungen

∂

∂t
u(t) +Au(t) = f(t), u(0) = g. (5.15)

Dabei ist die Matrix A unabhängig von der Zeit und die Elliptizität des Laplace-Operators
impliziert, dass alle Eigenwerte von A einen positiven Realteil besitzen. Folglich ist die
Differentialgleichung (5.15) steif.

Bemerkung Aus anschaulichen Gründen wird die Semidiskretisierung (5.15) Linien-

methode genannt. Für alle t ≥ 0 enthält nämlich die vektorwertige Funktion u(t) die
Funktionswerte der Approximation uh(t,x) in den Gitterpunkten. △

✲

✻
t

x10

Linienmethode für Ω = (0, 1)
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Wir benötigen noch eine geeignete Zeitdiskretisierung. Das explizite Euler-Verfahren führt
auf

ui+1 − ui

∆t
+Aui = f(ti) bzw. ui+1 = (I−∆tA)ui +∆t f(ti). (5.16)

Hingegen liefert das implizite Euler-Verfahren

ui+1 − ui

∆t
+Aui+1 = f(ti+1) bzw. (I+∆tA)ui+1 = ui +∆t f(ti+1). (5.17)

Der Startwert lautet in beiden Fällen u0 = g. Kombinieren wir (5.16) und (5.17), so
erhalten wir das θ-Schema

ui+1 − ui

∆t
+ (1− θ)Aui + θAui+1 = (1− θ)f(ti) + θf(ti+1),

beziehungsweise

(I+∆t θA)ui+1 =
(
I−∆t (1− θ)A

)
ui +∆t

{
(1− θ)f(ti) + θf(ti+1)

}
.

Dabei gilt

θ =





0, explizites Euler-Verfahren

1/2, Trapez-Methode

1, implizites Euler-Verfahren

wobei die Trapez-Methode im Zusammenhang mit parabolischen Differentialgleichungen
auch Crank-Nicolson-Verfahren genannt wird. Das θ-Schema ist konsistent von erster
Ordnung, im Falle θ = 0.5 sogar von zweiter Ordnung. Es ist A-stabil für alle θ ∈ [0.5, 1]
und L-stabil für θ = 1.

Bemerkung Da das Crank-Nicolson-Verfahren das einfachste Verfahren von zweiter
Ordnung ist, ist es unheimlich populär. Aufgrund der fehlenden L-Stabilität, kann es
allerdings unphysikalische Oszillationen produzieren und sollte daher gemieden werden.
Am besten wählt man θ = 1/2 + ξ mit einem geeigneten ξ > 0, durch das die Größe der
Dämpfung gesteuert wird. △
Ein geeignetes, weil L-stabiles, Verfahren höherer Ordnung ist das Radau3-Verfahren aus
Beispiel 2.13. Mit ti+1/2 := ti +∆t/3 lautet es

[
I+ 5∆t

12
A −∆t

12
A

3∆t
4
A I+ ∆t

4
A

] [
k1

k2

]
=

[
f(ti+1/2)−Aui

f(ti+1)−Aui

]
, ui+1 = ui +

3∆t

4
k1 +

∆t

4
k2.

Jedoch muss hier in jedem Schritt ein Gleichungssystem gelöst werden, das doppelt so
viele Unbekannte wie Ortsunbekannte enthält.

Letzteres ist der Grund für die Klasse der SDIRK-Verfahren, vergleiche Beispiel 2.13. Das
SDIRK2-Verfahren führt auf

(I+ γ∆tA)k1 = f(ti+1/2)−Aui

(I+ γ∆tA)k2 = f(ti+1)−A
(
ui + (1− γ)∆tk1

)

ui+1 = ui + (1− γ)∆tk1 + γ∆tk2,

wobei ti+1/2 := ti + γ∆t und γ := (2 −
√
2)/2 ist. Es müssen nun in jedem Schritt zwei

Gleichungssysteme gelöst werden, die allerdings nur soviel Unbekannte wie Ortsunbekann-
te besitzen. Speziell ist die Systemmatrix immer dieselbe, weshalb beispielsweise nur eine
einzige Cholesky-Zerlegung berechnet werden muss.
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