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Vorwort

Diese Mitschrift kann und soll nicht ganz den Wortlaut der Vorlesung wiedergeben. Sie
soll das Nacharbeiten des Inhalts der Vorlesung erleichtern. Darstellung und Umfang des
Stoffes entsprechen denen der Standardwerke der Numerischen Mathematik, wie beispiels-
weise:
— M. Hanke-Bourgeois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissen-
schaftlichen Rechnens, Teubner-Verlag

— J. Stoer und R. Bulirsch: Numerische Mathematik [+, Springer-Verlag
Als vertiefende Literatur zur Numerik der gewohnlichen Differentialgleichungen ist fol-
gendes Buch empfehlenswert:
— K. Strehmel und R. Weiner: Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen, Teubner-
Verlag
Dahingegen seien dem Leser zur Vertiefung des Stoffes zur Numerik der partiellen Diffe-
rentialgleichungen folgende zwei Biicher nahegelegt:
— D. Braess: Finite Elemente: Theorie, schnelle Liser und Anwendungen in der Elas-
tizitdtstheorie, Springer-Verlag
— W. Hackbusch: Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen, Teubner-
Verlag
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1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.1 Motivation

Viele Aufgabenstellungen in den Naturwissenschaften fithren auf gewdhnliche Differential-
gleichungen. Im einfachsten Fall ist dabei eine differenzierbare Funktion y = y(x) gesucht,
deren Ableitung y/'(x) einer Gleichung der Form y/(z) = f(z,y(z)) geniigt, kurz

y' = fx,y). (1.1)

Im allgemeinen besitzt (1.1) unendlich viele Losungen y, weshalb Anfangsbedingungen
vorgegeben werden:

y(@o) = Yo (1.2)

Beispiel 1.1 Fiir jedes ¢ € R ist die Funktion y(z) = ce® eine Losung der gewohnlichen
Differentialgleichung 3’ = y. Die Anfangsbedingung y(0) = ¢ sichert die Eindeutigkeit.
JAN

Allgemeiner betrachtet man Systeme von n gewtdhnlichen Differentialgleichungen

yi(z) = fi(z,pi(2), ya(x), .. yn(2))
ys(x) = folz, p1(2), ya(), . ., yn(2))

yn(2) = fo(z, y1(2), y2(2), . .. yn(2))

fiir n gesuchte Funktionen y; : R — R, ¢ = 1,2, ..., n. Solche Systeme schreibt man analog
zu (1.1) vektoriell als

yi fl xuylay27"'7yn)
/
Ty Y1,Y2, - - -5 Yn
Y = fay), = |7, flay) = falo - L (1.3)
y;; fn('rvy17y27"'7yn)

Die Anfangsbedingung (1.2) lautet nun

Yo,1
Yo,2
Y(Jfo) =Yoo= .

yO,n
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Beispiel 1.2 (Riuber-Beute-Modell von Lotka-Volterra) Seien y;(t) bzw. yo(t) die Popu-
lation von Beutetieren bzw. Raubtieren zum Zeitpunkt ¢, wobei sich die Raubtiere aus-
schlieflich von den Beutetieren erndhren mogen. Ausgehend vom Gleichgewichtszustand
y1(t) = y2(t) = 1 erhalten wir die Gleichungen

y1(t) = ayi(t) (1 — ya(t)),
Y(t) = y2(t) (1 (t) — 1).

Gegeben sei die Population zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das nachfolgende Bild gibt den Verlauf
der beiden Funktionen y;(t) (durchgezogene Linie) und y,(t) (gestrichelte Line) wider:

3

25

1.5 —

0.5

A

Neben gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung (1.1) und (1.3), in denen nur
Ableitungen erster Ordnung der unbekannten Funktion vorkommen, gibt es gewdhnliche
Differentialgleichungen m-ter Ordnung der Form

Y (z) = f(z,y(x),y ()., y"" V(@) (1.4)
Man kann diese jedoch mit Hilfe von Hilfsfunktionen
Y
Y (z)

2m() =y (x)

stets in ein dquivalentes System gewdchnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung trans-
formieren:

21 Z9
2h 23
Z/ = : =
Z;nfl Zm
s | (@, 21,22, 5 2m) |
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Unter einem Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichungen m-ter Ordnung versteht
man die Aufgabe, eine m-mal stetig differenzierbare Funktion y(z) zu finden, so dass (1.4)
und

yD(xo) =yos, i=0,1,....,m—1

erfiillt sind.

Beispiel 1.3 (elastische Schwingung) Ein Federpendel sei am oberen Ende fest einge-
spannt, wihrend am unteren Ende ein Korper der Masse m befestigt ist. Beziiglich der
Auslenkung y(t) fiithrt die Aufstellung des Kréftegleichgewichts auf die Gleichung

my"(t) + ry'(t) +D(y(t) €)= g().
—— —— ——— —~~
Tragheitskraft Reibungskraft Dehnungskraft auliere Kraft

Mit vorgegebenen Werten y(0) und '(0), die der Lage und der Geschwindigkeit im Zeit-
punkt ¢ = 0 entsprechen, gelangen wir zu einem Anfangswertproblem.

1.2 Theoretische Grundlagen

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von Anfangswertproblemen sichert der folgen-
de Satz:

Satz 1.4 (Picard-Lindel6f) Auf dem Streifen S := {(z,y) : a < 2 < b,y € R"} sei die
Funktion f : § — R" stetig und geniige der Lipschitz-Bedingung

[f(z,y) — f(z,2)|| < Llly — = (1.5)

fir alle (z,y), (z,z) € S. Dann ist fiir jedes zo € [a, b] das Anfangswertproblem

/

y =f(z,y), y(zo)=yo

eindeutig 16sbar.
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Beweis. Fir u € C([a,b],R") sei

®(u(z)) :=yo+ /xf(t, u(t))dt, =€ [a,b].

o

Jeder Fixpunkt y(z) = ®(y(z)) 16st das Anfangswertproblem wegen

y'(2) =@ (y(z)) =f(z,y(z),  y(zo) =2(y(z0)) = yo.

Umgekehrt ist jede Losung y des Anfangswertproblems auch ein Fixpunkt von @, denn
es gilt

T

y(z) =y(zo) + /x y'(t)dt =y +/ f(t,y(t)) dt = ®(y(x)).

xo o

Um den Banachschen Fixpunktssatz anwenden zu kénnen, fithren wir auf C([a,b], R")
eine geeignete Norm

lull == sup {e7**|u(x)||}

z€a,b]

ein. Fiir diese gilt

672L1H<I>(u(x)) — (I)(V(l‘)) H =g 2=

/m f(t,ut)) —£(t,v(t)) dt”

< e /gﬁ |£(t,u(t)) — £(t,v(t))| dt
< Le2 [ (o) — v(0)] o

= Le_ZL”C/ et e ju(t) — v(t)|| dt

o

s
<fu—vi|

xT
<Lefu-v) [ et

= v
:(e2Lz _62Lac0 )/(QL)

1
< lhu-vl,
das heifst, ¢ ist eine Kontraktion:
1
[2(w) = 2(v)]| < Sllu—v].

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert uns die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes
von ® und damit vom Anfangswertproblem. Ol

Bemerkungen
1. Die Funktion f(x,y) = \/m ist zum Beispiel nicht Lipschitz-stetig in (0, 0).
2. Falls f nicht Lipschitz-stetig ist, dann kann die Losung trotzdem eindeutig sein.
3. Fiir k € Ny und eine Menge €2 C R™ bezeichne

CH(Q) = {g : Q — R"|sup ||0gg(x)|| < oo fiir alle || < k}
xe
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den Raum der auf €2 k-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Dann erfillt f im
Fall f € C'(S) die Lipschitz-Bedingung (1.5), denn es gilt

[f(z, ) — £z, V)| < sup |Ify(z, y)ll[lu—v].

(z,y)€eS

4. Aus f € C*(S) folgt y € C*([a,b]). Dies sieht man anhand von Differentiation
der Gleichung y’ = f(z,y) nach z:

d d

" — / — —f — f f /
Y =¥ =4 (z,y) =fu(z,y) + (2, y)y
" d i /

d
o TG «(2,y) + fy(z,y)y

T
= (2, y) + 26 (2, )y + () fyy(z,y)y + fy(z,y)y”

A

Wesentlich fiir die Stabilitdtsuntersuchung numerischer Verfahren ist das nachfolgende
Resultat, das zeigt, dass die Losung stetig von den Anfangsdaten abhéngt.

Satz 1.5 (Gronwall)  Auf dem Streifen S := {(z,y) : a < x < b, y € R"} sei die Funktion
f: S — R" stetig und geniige der Lipschitz-Bedingung (1.5) fiir alle (z,y), (z,z) € S.
Dann erfiillt fiir jedes xy € [a, b] die Losung des Anfangswertproblems

y =f(z,y), y(zo,u)=u

die Abschitzung
Iy (2, 0) = y(z, VIl < "=l lu —v].

Beweis. Aus der Integraldarstellung

y(z,u) =u-+ /mf(t,y(t, u)) dt, =z € [a,b]

o

folgt
ly(z,u) — y(z,v)| = |[u—v+ /x: f(t,y(t,u)) —£(t,y(t,v)) dtH
<fu-vl+ [ £ty (t.w) — £(ty (2, v)) |
<fu-vi+L Iy (£, w) — y(t, v)l| .
Setzen wir

o) [ v w — (e, vl dt,

dann ergibt sich
(I)/<Jj) = ”y(ﬂf, 11) - y(ﬂf, V)H
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Mit anderen Worten, fiir x > xy gilt

U(z) :=d'(x) — LP(x) < ||lu—v]. (1.6)
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

Q'(z) = V(z) + LO(z), P(z0)=0.

Es besitzt fir z > zy die Losung

O(z) = eL(x_”CO)/ W (t)e =0 qr,

zo

Wegen (1.6) folgt so fiir alle z > zy die Abschétzung
‘ 1
0< B(e) < = vl [y = L= v] (e 1),
zo

Es ergibt sich schlieflich das verlangte Resultat fiir x > xq:
Iy (z,u) = y(z,v)| = '(z) = ¥(z) + LO(z) < [[u— vl ).

Ahnlich geht man im Fall = < z vor. O
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2. Einschrittverfahren

2.1 Eulersches Polygonzug-Verfahren

Zu einer ersten numerischen Methode zur Losung des Anfangswertproblems

y/ - f(:L‘,y)’ Y(xo) = Yo (21)

kommt man durch eine einfache Uberlegung: Da f (:E, y(x)) gerade die Steigung y’(z) der
exakten Losung y(x) von (2.1) ist, gilt ndherungsweise fiir A > 0

y(z+h) —y()
h

~y'(z) =f(z,y(x)),

das heift,
y(x+h) =y(x)+ hf(x, y(x))

A

>
I

Nach Wahl einer Schrittweite h > 0 erhélt man, ausgehend von den gegebenen Anfangs-
werten xg, Yo = y(zo), an den #dquidistanten Stiitzstellen z; := zo + hi, ¢ = 1,2,. ..,
Néherungswerte n), fiir die Werte y; := y(x;) der exakten Losung y(x):

Algorithmus 2.1 (Eulersches Polygonzug-Verfahren)
input:  Funktion f € C([a, b] x R™), Anfangswerte xg, yo und Schrittweite h
output: Approximation {n,}
@ Initialisierung: setze 1, := yo
@ fiir alle : = 0,1, ... berechne

Nip1 = 1; + hE(zi, ), Tiv1 =T +h
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Definition 2.2 Ein Verfahren der Form
Niy1 :=M; + hq)(xh N> Miv1s h)7 Tit1 =T+ h (22}

heifst Einschrittverfahren. Die Funktion ® heifst dabei Inkrementfunktion. Falls ¢
nicht von 7, , abhéngt, so sprechen wir von einem expliziten, andernfalls von einem
impliziten Verfahren.

Beispiel 2.3 Das Eulersche Polygonzug-Verfahren ist ein explizites Verfahren, weshalb
es auch explizites Euler-Verfahren genannt wird. Das implizite Euler-Verfahren erhélt
man, wenn man, nicht wie beim expliziten Euler-Verfahren, den rechtsseitigen Differen-
zenquotienten nimmt, sondern den linksseitigen:

y(+h) -y
h

~y'(e +h) = £+ h,y(a + h).
Dies liefert die Verfahrensvorschrift

MNiy1 =M + hf(xit1, 77z+1)-

A

Bemerkung Bei expliziten Verfahren lasst sich 1, direkt durch Einsetzen vorher be-
rechneter Grofsen ermitteln. Bei impliziten Verfahren muss hingegen ein im allgemeinen
nichtlineares Gleichungssystem gelost werden. A

2.2 Konsistenz

Um die Genauigkeit von Einschrittverfahren zu beurteilen, vergleichen wir die approxi-
mierte Losung 7, , aus (2.2) mit der lokal exakten Losung z(z;41) aus

7z =f(x,z), z(x;)=mn,. (2.3)
Die Abweichung von der lokal exakten Losung wird beschrieben durch

hT(x% Um h’) = Z(xiJrl) - T,iJrl = Z(xl'Jrl) —n;, — h@(ﬂfz, n;, "7@'+17 h)

Definition 2.4 Der lokale Diskretisierungsfehler des Einschrittverfahrens zur Inkre-
mentfunktion ® ist definiert als

z(7; —1;
T(xia’r’ia h) = % — Cb(xivnivni+1’ h)’

wobei z die lokal exakte Losung (2.3) bezeichnet. Das Einschrittverfahren heiftt konsis-
tent von der Ordnung p, falls ||7(x;,n;, h)|| = O(hP).
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Bemerkung Ist die Inkrementfunktion ®(z,y, z, h) eines impliziten Verfahrens Lipschitz-
stetig in z mit Lipschitz-Konstante L, dann geniigt es, die exakte Losung in das Verfahren
einzusetzen, um die Konsistenzordnung zu untersuchen. Denn gilt

|7 (i mi, )| =

W — @ (1,1, 2(2101), h) H = O(h"),

so folgt aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit

HT('rianiv h) — 7 (xi,m;, h)H = H(I)<xi777ia77i+1u h) — ¢(xi7niaz<$i+1)a h)H
< L|niy — z(@i) || = Lh||7(xi,m;, b))

Dies impliziert aber
(1 = LAl (i, m, W)I| < [|7 (2,15, h) |

also auch ||7(z;,m;, h)| = O(hP). Oftmals wird daher der lokale Diskretisierungsfehler
auch einfach als 7(z;,n,, h) definiert. A

Beispiel 2.5 Eine Taylor-Entwicklung liefert fiir das explizite Euler-Verfahren

2@) T ey (e (a), ) = (e i) + 7@ b)
=f(zi,2(z:)) [I-[l=0(h)

mit ||7(z;,m;, h)|| = O(h). Gleiches gilt auch fiir das implizite Euler-Verfahren. Folglich
ist das Euler-Verfahren konsistent von erster Ordnung. JAN
Um Verfahren hoherer Ordnung zu konstruieren, ist es naheliegend, die Taylor-Entwicklung

weiterzutreiben. Es gilt

z(ziy1) — M,

h
g =7 (@) + 57" (@) + 7 (i, 5(2), )
—

[-I=0(h?)

h
= f(xi, z(xl)) + §{fx (xi, z(:pz)) + £y (xl-, Z(:L‘Z))z/(;pz)} + T(?L‘i, z(x;), h)
h
= f(zi,m;) + §{fm($i> n;) + fy (s, my)f(, "7@)} + T(xia N h) (2.4)
mit ||7(z;,n;, )| = O(h?). Die Inkrementfunktion

Bo o) = 1) + {0y + By o) |

definiert demnach ein explizites Verfahren zweiter Ordnung. In der Praxis kann man die
auf diese Art gewonnenen Verfahren jedoch meist nicht brauchen, weil die Ableitungen
von f explizit eingehen.

Einfachere Verfahren héherer Ordnung erhélt man iiber den Ansatz

O(z,y,h) = af(x,y) + bf(:c + he,y + hdf (z, y)),



2.3. Konvergenz von Einschrittverfahren 13

indem man die Konstanten a, b, ¢, d so bestimmt, dass die Taylor-Entwicklung des Fehlers
7(x,y,h) mit moglichst hoher Ordnung anfangt. Taylor-Entwicklung liefert

y(@+h) —y()

T(z,y,h) = . — O(z,y,h)
/ h /!
=y'(x) +§ y'(x) —(a+b)f(z,y)
—~— ——
=f(z,y) =tz (z,y)+fy (z,y)f(2,y)
— hb{cf,(z,y) + dfy(z,y)f(z,y)} + e(h)
~~

[-I=0(n?)
=(1—-a-bf(z,y)+ h(% - bc) f.(z,y) + h(% - bd) fy(z,y)f(z,y) +e(h).

Die Fehlerordnung ||e(h)|| = O(h?) erhélt man nun, wenn

1 1
b=1, bec=-, bd=—
a+ , C 5’ 5

erfiillt ist. Die Losung a = b= 1/2, ¢ = d = 1 liefert das Verfahren von Heun

O(z,y,h) = %{f(x,y) +f(z+hy+ hf(x,y))},

die Losung a = 0, b =1, ¢ = d = 1/2 ist das Fuler-Collatz- Verfahren

h h

In Abschnitt 2.4 werden wir dieses Konstruktionsprinzip weiter beleuchten.

2.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Wir wollen nun die Konvergenz der Naherungslosung n(z, h) fiir A — 0 untersuchen,
wobei n(x;, h) = n; gilt. Wir interessieren uns fiir den globalen Diskretisierungsfehler

ez, h) = [In(x, h) — y(z)]

bei festem z fir

n

Hm::{x_%:neNO}ah%O.

Da e(x,h) wie n(x, h) nur fir h € H, definiert ist, bedeutet dies die Untersuchung der

Konvergenz von
T — X
e(x,hy), hy:= ., n— 0.
n

Definition 2.6 Das Einschrittverfahren zur Inkrementfunktion ® heift konvergent von
der Ordnung p, falls gilt
e(x, h,) = O(hY).
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Satz 2.7 Gegeben sei fiir zg € [a,b] das Anfangswertproblem

/

y = f(:L‘,y), y(ZL‘()) =Yo

mit der exakten Losung y(z). Das explizite Einschrittverfahren zur Inkrementfunktion ®
sei konsistent von der Ordnung p. Ferner sei ® stetig auf

G:={(z,y,h) :a<x<by€eR"|h| <h}
und geniige der Lipschitz-Bedingung
[®(x, u, h) = ®(x, v, h)|| < Mlju—v]|

fir alle (x,u, h), (x,v,h) € G. Dann gilt fiir den globalen Diskretisierungsfehler

e(w; hn) = [n(z, hn) = y(2)] < {e(xo, ha) + |z = o] sup ||7(z,y, b }eMHOI
yerr

fir alle « € [a,b] und h,, = (x — 2¢)/n, n € N, mit |h,| < hy.

Beweis. Seiy; = y(z;). Das durch ® erzeugte Einschrittverfahren liefert Ndherungswerte
n; = n(z;, h) mit
Yiti1 =M1 =Y — T + h{@(ﬂj‘“ Yi, h) - q)<'r27 n;, h’)} + h’T(xla Yi, h’)

Setzen wir e; := ||y; —n;|| und 7; = 7(2;,y;, h), dann folgt hieraus aufgrund der Lipschitz-
Bedingung

i < e+ 1] [ @i, yi, h) — Dy, )|+l

<Mllyi—n,]
< (1+ Mlh|)e;+ N|h| mit N:= sup |7(z,y,h)
a<z<b
yeRn

Rekursiv erhalten wir demnach

< (L4 M]h[)?eis + (1 + M|R[)N|h| + N|h|

< (1+ Mlh])eo + {(1+ MIn))" ' 4 -+ (1 4+ M|h|) + 1} N|h|
(1+ Mlh|) -1
M|
Mit Hilfe der Abschiitzung 0 < 1+ M|h| < eM/"! erhalten wir demnach
piMIh| _ 1

i M| h
€Z‘§€Z | Ie(]—'—TN

= (1+ M|h|)'eq +

N|h|.

Da iM|h| nichtnegativ ist, gilt die Ungleichung
iMIh| _

1 )
V< MG N| A
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Diese oben eingesetzt liefert
e; < MLy +iN|h|}, i€ N,.

Sei nun xy # x € [a,b] fest gewiahlt und h := h, = (r — x9)/n, n € N. Dann ist
Tn = To + nh = x und es folgt

G(ZL‘, hn) =e, < eMIJC_xOI{eO + |ZL‘ - 1‘0|N},

das ist die Behauptung. O

Bemerkung Aus diesem Satz folgt, dass ein konsistentes Verfahren der Ordnung p auch
mit der Ordnung p konvergiert, vorausgesetzt die Funktion f ist hinreichend glatt. A

2.4 Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta-Verfahren basieren auf der Integraldarstellung der Losung
Ti41
y(i) = yla:) + / £ty (1)) dt.

Ein diskretes Verfahren erhalten wir, wenn wir eine Quadraturformel mit Stiitzstellen
{a; 172, und Gewichten {v;}7., einsetzen:

m

y(xi) = y(x;) + hz vif (zi + hoy, y(z; + hay)).

j=1
Da y(x; + ha;) auch nicht bekannt ist, approximiert man weiter
und erhélt folglich
zi+hoj m
y(ri + hay) = y(z;) + / f(t,y(t) dt = y(w:) + hz Bjke (i, y (), )
Ti =1

fiir geeignete Quadraturgewichte {/3;,}7,_,.

Definition 2.8 Gegeben seien reelle Gewichte ay, 84,7, J, ¢ = 1,2, ..., m. Ein allgemei-
nes m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren besitzt dann die Form: setze n, := yo und
berechne fiir alle 7 = 0,1, 2,. ..

Tig1:=x;+h

kj(xi,m;, h) = f(xi + haj,m; + hZﬁj,gkg(xi, T h)), j=L12....m (2.5)
=1

MNit1 ="M, + thke(% n;h).

=

J/

-~

=:®(24,M;,M;4+1,h)
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Die Gewichte sind dabei so zu wéhlen, dass eine moglichst hohe Genauigkeit erreicht wird.
Der Ubersichtlichkeit halber werden sie iiblicherweise im Butcher- Tableau erfasst:

aq 51,1 ﬁl,m—l ﬁl,m
(%) 52,1 BZ,mfl 62,m

(8779 ﬁm,l Bm,mfl ﬁm,m
§é! Tm—1 Tm

Beispiel 2.9 (Butcher-Tableaus)

010 010 O 010 0

1 1l 111 0

1 11

Eulersches 0 202
Polygonzug-Verfahren Euler-Collatz-Verfahren Verfahren von Heun

A

Zunéchst werden wir explizite Runge-Kutta-Verfahren betrachten. Dann gilt oy = 0 und
B¢ =0 fiir alle £ > j, das heifit, (2.5) lautet

k1<.§U, Yy, h) = f(.T, y)
k2<.§U, Yy, h) = f(.T + h'a27 y+ h’/BQ,lkl('ru Y, h’))
ks(z,y,h) = f(ilf + hag,y + hﬁ3,1k1<xa y,h) + hﬁ3,2k2(37, Y, h))

km<x7 Yy, h) - f(x + h'ama y + hﬁm,1k1<x7 Yy, h) + -+ hﬁm,mflkmfl<x7 Yy, h))

Eine Taylor-Entwicklung der Inkrementfunktion liefert

,y, Zf)/z ) 7y7
:Z%f<x+ha,,y+h25m 7y7 )
:;%G( z,y) + haif,(z,y +hzﬁw Y&y, )t )

—t(z,y)+
= Zm: i <f(af, y)+h laifx(% y) + i: Bi ity (2, y)f(z, Y)} + )

Hierin sind die vernachliissigten Terme alle von der Ordnung O(h?). Vergleicht man diese
Entwicklung mit (2.4), so sieht man, dass etwa die Wahl

m m i—1
Z’}/Z:l, Z%ai:%, ai:ZBLjv i:1,2,...,m
i=1 i=1 j=1

ein Verfahren von mindestens zweiter Ordnung liefert. Treibt man die Taylor-Entwicklung
weiter, so erhdlt man zum Beispiel folgende Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung:
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Beispiel 2.10 (explizite Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung)

0
111 0 0
2|2 1 1 1] 1
% 0 % ? \/55—1 2—/2 % §1
110 0 1 2 2 2 5|73 1
T 1 I I 1| 0 -2 2 11 -1 1
6 3 30 1 2=v2 24V2 1 § % 85 08
klassisches 6 6 6 6
Runge-Kutta-Verfahren Gills-Formel 3/8-Regel

Algorithmus 2.11 (explizites Runge-Kutta-Verfahren)
input:  Funktion f € C([a, b] x R™), Anfangswerte xg, yo und Schrittweite h
output: Approximation {n,}

@ Initialisierung: setze 1, := yo und 7 := 0

@ berechne

kl = f(l‘za T’z)

k2 o= f(,ﬁ(j‘l -+ hOéQ, n; i h62,1k1)

ks := f(x; + has,m; + hfs1ky + hfs2ks)

k,, = f(,ﬁ(}l + hOémv n; + hﬁm,lkl Tt hﬁm,mflkmfl)
® setze

Miy1 =Mt hz Yeke, Tip1 =z +h
=1

@ erhohe ¢ := i+ 1 und gehe zu @

Oftmals sind implizite Runge-Kutta-Verfahren den expliziten vorzuziehen. Das Butcher-
Tableau besitzt in diesem Fall nichttriviale Koeffzienten 3;, fiir £ > j. Daher muss in
jedem Schritt ¢ das nichtlineare Gleichungssystem

kl(x7Y7 h) = f(l‘ + hala y + hﬁl,lkl(xv Yy, h) +oe T+ hﬁl,mkm(xv Yy, h))

kQ(xa Yy, h) = f(l‘ + haQa y + hﬁQ,lkl(xv Y, h) +ooet hﬁ?,mkm(xv Yy, h)) (2 6)

km(x7 Yy, h) - f(,]j‘ + hamv y + hﬁm,lkl('ra Yy, h) + -+ hﬁm,mkm(xu Yy, h))

in mn Unbekannten k; = k;(z,y,h), j =1,2,...,m, gelost werden.

Satz 2.12 Auf dem Streifen S = {(z,y) : ¢« < z < b,y € R"} sei die Funktion
f : S — R” Lipschitz-stetig beziiglich y mit Lipschitz-Konstante L. Die Schrittweite h sei
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klein genug, so dass
q:=Lhuax ) |65 <1
j=1
ist. Dann existieren fiir alle (x,y) € S eindeutige Losungsvektoren k; = k;(z,y, h), i =

1,2,...,m, von (2.6).

Beweis. Setze
K= [kl, ko,..., km] = [kl(:v,y, h),kao(x,y,h),....kn(z,y, h)} e R™m™m

und

U RP™ 5 R U(K) = [¢1(K),¢2(K), . .,1,bm(K)]
mit
¥;(K) = f(x +hog,y +h mkg) :
=1
Jeder Fixpunkt der Iteration
KU =y(K"), r=0,1,2,...

16st dann das nichtlineare Gleichungssystem (2.6). Wir zeigen nun, dass ¥ eine Kontrak-
tion beztiglich der Norm || K| := max!", |k;|| ist:

[W(K) — W (L) = niax [[46,(K) — 4,(L)|

m
< L max
i=1

y + hZBi,jkj -y - hZBi,jej
j=1

j=1
< Lt (3l — &)
j=1
< 2 it > 19 ) (el 61

= o (D19 ) K-

J/

TV
=q<1

Damit folgen Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (2.6) aus dem Banachschen
Fixpunktsatz. Ol

Bemerkung Am schnellsten 16st man das nichtlineare Gleichungsystem (2.6) mit dem
Newton-Verfahren, wobei dann wieder erste Ableitungen von f eingehen. A

Beispiel 2.13 (implizite Runge-Kutta-Verfahren)
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2-v2 | 2=v2 115 _1
5 5 3|12 12
1|1 V2 2-V2 I 1
1)1 1 4 1
2 2 ‘ 3 1
1 ‘ V2 2=42 i 1

2 2

R . Radau3-Verfahren
implizite Mittelpunktsregel SDIRK?2-Verfahren (basiert auf der

(Ordnung 2) (single-diagonal implizites Radau-Quadraturformel,

Runge-Kutta-Verfahren, Ordnung 3)
Ordnung 2)

Algorithmus 2.14 (implizites Runge-Kutta-Verfahren)
input:  Funktion f € C([a,b] x R™), Anfangswerte xg, yo und Schrittweite h
output: Approximation {n,}

@ Initialisierung: setze n, := yo und 7 := 0

@ lose das nichtlineare Gleichungssystem

ki = f(z; + hay,m; + hfi ki + hfioks + - + hﬁlvmkm)
ky := f(2; + hag,m; + hB2 ki + hBaoks + -+ + hBa mkyn)

Ky := £(25 + hotm, 1 + A 1K1 + hBmaks + -+ + hBpn mkin)

® setze -
Nit1 =M + hz Veke, Tiy1 =3+ h
=1

@ erhohe ¢ := i+ 1 und gehe zu @

Satz 2.15 Die Funktion f : S — R" sei auf dem Streifen S := {(z,y) :a <2z <b, y €
R™} Lipschitz-stetig beziiglich y mit Lipschitz-Konstante L. W&hlt man zu paarweise
verschiedenen o; € [0,1], ¢ = 1,2,...,m, Parameter v;, 5, ;, ¢, = 1,2,...,m derart, dass
fiir ein r € N gilt

m , O/—H
g ﬁi’jajzﬁil’ 1=1,2,....m, £=0,1,2,...,r—1, (2.7)
7j=1
und
m 1
;
E o, =—— (=0,1.2,....r—1 2.8
j:l’yja] €+1’ 9 by Zg , T > ( )

gilt, dann ist die entsprechende Runge-Kutta-Formel konsistent von der Ordnung r.
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Beweis. Geméaf (2.7) und (2.8) folgt

at! e S ‘
= tdt = o, 1=1,2,....m, (=0,1,2,...,r—1,
(+1 /0 ;5’”

und
1

V4 _
T /tdt Z% af, €=0,1,2,...,r— L

0

Dies bedeutet, die Quadraturformeln mit den Knoten {a;}7, und Gewichten {3;;}",
sind auf dem Intervall [0, a;] exakt von der Ordnung 7, ebenso die Quadraturformel mit
den Gewichten {v;}7., auf [0, 1]. Daher folgt

y(x+h)—y(z) = /m f(t,y(t))dt
= h/lf(:c—l—hs,y(:c—l—hs)) ds
= hi%f(x + hay,y(z + hey)) + O,

i=1

Zusammen mit (2.6) ergibt sich daher

~ +h
|7 (. y, b H—H e Z%Z z,y,h H

Z vif (x4 hag, y(z + hay))

—Z% (x+hozz,y +h26w ,y,h))“+0(hr)-

In Anbetracht der Lipschitz-Stetigkeit von f erhalten wir somit die Abschétzung

|7 (2, y,h)| < LZ il ||y

(o + haw) — hZﬁ” ry.h)| + 0,

Auf die gleiche Weise schliefen wir unter Ausnutzung der Quadraturformeln auf [0, ;]
und (2.6), dass

A; = H (x+ ha;) — hZﬁ” z,y,h H
H / x+h5y:p+h5) ds—hZBH ,y,h)H
Zﬁu x+hozj,y(x+hozj))

J=1

_Zﬁu (x+h&j7y +h26]2k€ z,y, ))"+O<hr+1>7
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was wir aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f abschitzen konnen geméaf

+O(hr+1)

4, <Y 1] \ym +hag) — y(@) — hS Bkl y, h))
j=1 /=1

J/

—A;

< Lh(rﬁligmf(Aj) (%{EIX; |Bj7g|) + O(h™1).

M —— —
=A B

Hieraus ergibt sich
A(l — LhB) = O(h™t1),
dies bedeutet, A = O(h™'). Schlieflich folgt die Behauptung aus

|7y ] < LY hili + 007 < LAY il + O() = O,

Bemerkung Setzt man

1 1 1
Bin Bz .. Bim
T o Boy B 8
A=|of o aZ, | errxm, B= |02 T2 R g
_0/1171 Oégil o arm—l_ Bm,l 6m,2 oo Bm,m
und
Qg Qg ... Qy Y1 1
a?/2 a2/2 ... a%/2 1/2
= 1,/ 2,/ m/ e R™™, vy = fy_z e R™, c= / e R",
aoffr ab/r ... al/r Y 1/r

dann lassen sich (2.7) und (2.8) kurz schreiben als
AB*=C, Ay =c.

Da A eine Vandermonde-Matrix ist, besitzt sie im Fall » < m den vollen Rang r und
beide Gleichungssysteme sind l6sbar. Insbesondere folgt die Eindeutigkeit im Fall » = m.
Damit eine Exaktheit r > m erreicht werden kann, miissen die Knoten {a;}7., speziell
gewahlt werden, beispielsweise als Gaufs-Quadraturpunkte. A

2.5 Schrittweitensteuerung

Bisher haben wir stets eine feste Schrittweite h betrachtet. Um den numerischen Auf-
wand gering zu halten, versucht man, die Schrittweite groftmoglich zu wéhlen. Allerdings
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bedeutet eine grofe Schrittweite eine geringere Rechengenauigkeit, so dass die Schrittwei-
te nur in denjenigen Bereichen grof gewéhlt werden sollte, wo die Losung glatt ist. Da
die Losung jedoch unbekannt ist, ist in der Praxis ein geeigneter Fehlerschatzer vonnoten.
Solche Fehlerschéitzer beruhen meist auf einem zweiten Verfahren, dem Kontrollverfahren,
welches in der Regel genauer ist als das Ausgangsverfahren.

Bezeichnen n); die Losung des Ausgangsverfahrens und 7); die Losung des Kontrollverfah-
rens, dann erwarten wir nach Konstruktion |7, — y;|| < ||m; — y:l|, so dass

0= |mi = nll = llmi — yill £ 7 — yill = M = il (2.9)

Natiirlich soll das Kontrollverfahren den Aufwand nicht zu sehr in die Hohe treiben. Daher
verwendet man eingebettete Runge-Kutta- Verfahren, die auf demselben Knotenvektor {o; }
und derselben Verfahrensmatrix {3, ;}, aber unterschiedlichen Gewichten {v;} und {7;}
beruhen.

Ausgehend vom Butcher-Tableau

0

&%) 52,1

asg 53,1 53,2

O Bm,l Bm,Q Bm,m—l
71 Y2 0 Tm-1 Om
Moo Yme1 m

erhalten wir die beiden Verfahren

Mg =M +h Z Yeke(zis My, h),
=1

'ﬁz‘+1 =mn;,+h Z;V\ékz(xia n;, h)-
(=1

Besitzt das erste die Konsistenzordung p und das zweite die Konsistenzordung p+ 1, dann
folgt
Yit1 — Nip1 = Ww, + O(WP2), yi — Niy1 = O(hP*?) (2.10)

fir ein unbekanntes w; € R™.

Beispiel 2.16 Im Fall der Differentialgleichung v'(z) = f(y(a:)) mit y(x;) = n; folgt fir
das zweistufige Runge-Kutta-Verfahren

D= p—
[

die Entwicklung

h h
Nit1 = Yi + §f(m-) + §f(m- + hf(m-))
—_———

=F (i) +hfy () ()22 o (03) £2 () +O(h?)
2 3

= () e ) + ) £2 ) + OB,
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Hingegen ergibt sich fiir die exakte Losung mit

y(z) = f(y(@))
”(w (y(x) ( w)

die Taylor-Entwicklung

Y(Tit1) = y(x:) + hf(y(xi)) + ?fy (?/(%))f(?/(%))
() £ () + 12 (o) £ ()] + O

2 3

=+ RFOn) £ ) F) o ) 1) + P2 F )] + O(%)

Hieraus schliefsen wir auf die Fehlerentwicklung

(or) = es = W == F () 2 ) + 52000 f () | + O()

=w;

Wegen (2.10) lautet der Fehlerschétzer (2.9) demnach
0i = 0i(h) = 1M1 — Mgl = 17w + O(RP*2)|| & B2 |wil .

Mit der Schrittweite h anstelle von h ergibt sich entsprechend

. o }z p+1 ) /ﬁ p+1 |
@ =Tl = () = () a0 <

N e\ V@t
h = T<5¢(h)) h

mit einem festen Parameter 7 die groftmogliche Schrittweite fiir die noch §; (ﬁ) < e gilt.

Folglich ist

Die Schrittweite A liefert den optimalen Kompromiss aus Genauigkeit und (zukiinftigen)
Rechenaufwand. In der Praxis wird 7 < 1 gewéhlt, etwa 7 = 0.8 oder 7 = 0.9.

Bemerkung Im Prinzip hat man zwei Moglichkeiten: Es kann n;,, als Approximation
verwendet werden und der genauere Wert 7, ; geht nur in die Schétzung der Schrittweite
ein. Nach Konstruktion wird dann die Schrittweite optimal gewé#hlt. Andererseits kann
man auch mit dem genauerem Wert 7, , als Approximation weiterrechnen. Hier sind
allerdings die Schrittweiten tendenziell zu klein, denn es gilt ||y;41 — 7,44/ < €. JAN

Algorithmus 2.17 (Schrittweitensteuerung durch eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren)
input:  Funktion f € C([a,b] x R™), Anfangswerte xg, yo, Anfangsschrittweite hg
und gewiinschte Genauigkeit ¢
output: Approximation {(z;,n,)}
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@ Initialisierung: setze n := yo, dp ;=€ und 7 := 0
@ wiederhole

Nip1 =1 + I Z Veke(xi, m;, i)
=1

51' = hz Z(W - ’%)kz(%, n;, hl)
/=1

solange bis 9; < € ist

® setze
Tiy1 =T+ Ry,  hipr = hy, g1 =0

@ erhohe ¢ := i + 1 und gehe nach @

Beispiel 2.18 (Eingebettete Runge-Kutta-Verfahren)

0
0 1|1
1 1 2 2
111 5 |0 3
41 1 |0 0 1
p=23 5 0 1 |1 111
=315 § & 0
p=3lg 3 3 0 3
Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren p=4 % % % % 0

RKF2(3), wobei das Kontrollverfahren

auf der Simpson-Regel beruht klassisches Runge-Kutta-Verfahren als

Kontrollverfahren

A

Ein Kontrollverfahren héherer Ordnung kann man auch mittels Richardson-Extrapolation
konstruieren. Ausgehend von der numerischen Losung 7, im Punkt x; berechnet man
die Losung im Punkt z;,1 = x; + h mit der Schrittweite h und der Schrittweite h/2. Die
zugehorigen Losungen werden mit "’7?+1 und nilﬁ bezeichnet. Ferner bezeichne ﬁ?ﬁ die mit
einem Schritt des Verfahrens mit halber Schrittweite berechnete Lésung, wobei in ; +h/2
von der exakten Losung y;i1/2 = y(z; + h/2) ausgegangen werde. Es gilt demnach

h

—h/2 h h
7724{1 =VYit1/2 + 5(13(901 + 5 Yit1/2 5)

Wihrend 0!, ; und nilﬁ tatsachlich berechnet werden, ist ﬁ?ﬁ nur eine Hilfsgrofe fiir die
theoretischen Untersuchungen.

Wir gehen wieder von der Fehlerentwicklung

Yie1 — niy = P w, + O(RPH?) (2.11)
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aus. Andererseits gilt

h/2 _hj2 —hj2 )2
Yit1 — 771-41 =Yit1 — 771'4{1 + ni-i/-l - 77@'-1/-1

a h h h
= Wiy1/2 <§) + O(RP*?) + Yit12 + 5(1) (ll?z + 50 Yit1/2: 5)

h)2 h h np h
“Miy12 — §(I)<xi + o0 Mit1/2 5)

Fiir den Fehler nach einem Schritt mit der Schrittweite h/2 gilt

hy2 h p+1
y’i+1/2 - n’i—l—l/Z = W; (5) + O(hp+2>.

Kombiniert mit w;;1/o = w; + O(h) und der Lipschitz-Stetigkeit von ® folgt schlieflich
hy2 h p+1 .
YVit1 — T’z’+1 = QWZ 5 + O(hp ) (212)

Subtraktion von (2.11) und (2.12) liefert nun

h/2 h —p—1
Niy1 — Miv1 (D
2w, = ———— T | — h).
w ] <2) + O(h)

Dies bedeutet nach (2.12)

nl — '
h/2 i+1 'l
Vi~ = 7;7 1 L+ O(hP?).

Speziell sehen wir, dass das durch

h/2
~ 2p77¢4{1 - "7?+1
L T

definierte Verfahren die Konsistenzordnung p + 1 besitzt und daher als Kontrollverfahren
anwendebar ist.

Algorithmus 2.19 (Schrittweitensteuerung durch Richardson-Extrapolation)
input:  Funktion f € C([a,b] x R"), Anfangswerte xg, yo, Anfangsschrittweite hg
und gewiinschte Genauigkeit ¢
output: Approximation {(z;,n,)}
@ Initialisierung: setze ny := yo, dp ;=€ und 7 := 0
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®@ wiederhole

R o h:
7724—1/2 n; + 9 ;1 YeKe (ZL‘ > Mis 9 )

hi - hi hi
Mit1 = Mit1y2 T 0 Z’Yﬁkz (xz + o Miv1/2) 5)
=1

op

2r —1

Mig1 — M — hi Z’szz(ﬂ% ;) hi)
=1

solange bis 9; < ¢ ist

® setze
Tit1 = T aF hi, hz‘+1 = hi; 5’i+1 = 52

@ erhohe ¢ := i + 1 und gehe nach @

Bemerkung Bei der Schrittweitensteuerung durch Richardson-Extrapolation muss nur
ein Einschrittverfahren implementiert werden. Dafiir sind aber mehr Funktionsauswertun-
gen notig als bei der Schrittweitensteuerung durch eingebettete Runge-Kutta-Verfahren
entsprechender Ordung. A

2.6 Steife Differentialgleichungen

Beispiel 2.20 Gegeben sei das System

)\1 + )\2 )\1 - )\2
= 9 Y1+ 5 Yo
RS PP A1 Az < 0. (2.13)

2y1 2y2

—~

Y

/

Yo

Die allgmeine Losung fiir x > 0 lautet

y1(x) = CreM” 4 Coet??

2.14
yo(x) = CreM® — Cyete® ( )

mit Cl, CQ e R.
Berechnet man (2.13) mit dem Eulerschen Polygonzug-Verfahren, so lésst sich die nume-
rische Naherung geschlossen darstellen

M = C1(1 4+ hA1)" + Co(1 + hXy)'
2, = 01(1 + h)\l)i — Cg(l + h)\g)i.

Offensichtlich konvergieren die Losungen nur dann, falls die Schrittweite h so klein gewahlt

wird, dass
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Es sei nun |A\o| grof gegen |A\;]. Wegen Ay < 0 ist dann in (2.14) der Einfluss der Kompo-
nente e*?* gegeniiber eM® vernachlissigbar klein. Leider gilt das nicht fiir das numerische
Verfahren. Wegen (2.15) muss namlich die Schrittweite so klein gewihlt werden, dass

2
h < —.
| sl

Fiir den Fall \; = —1 und Ay = —1000 bedeutet dies h < 0.002. Obwohl also e~ zur
Losung praktisch nichts beitragt, bestimmt der Faktor 1000 im Exponenten die Schritt-
weite. Dieses Verhalten bezeichnet man als steif. A

Definition 2.21 Die lineare Differentialgleichung
y'=Ay+b(z), AeR"™, b(r)eR"

heifit steif, wenn Re();) < 0 fiir alle Eigenwerte \; von A und min], {|Re(\;)|} <
max] ;{| Re(\;)|}. Der Quotient

_ max;_ {| Re(\;)[}
min]_, {| Re(\;)|}

heifst Steifigkeitsquotient.

Das Anwenden eines Einschrittverfahrens auf das Problem
Yy =Xy mit A<0
fithrt im allgemeinen auf eine Rekursion

Ni+1 :g(hA)nﬂ [ :071727"'7

wobei die Stabilitdtsfunktion g vom jeweiligen Verfahren abhéngt.

Beispiel 2.22 Beim Eulerschen Polygonzug-Verfahren folgt geméfs Beispiel 2.20 g(z) =
1 4 z. Beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren gilt

ki =mniz
ky = n;(z + 22/2)
ks = ni(z 4+ 22/2 + 2°/4)
ky=mni(z 4+ 22+ 2324+ 2*/4)
Niv1 = N + k1/6 + ko /3 + k3 /3 + k4 /6,
dies bedeutet,
g(z):1+z+z—2+z—3+z—4.
2 6 24
Beim impliziten Euler-Verfahren erhélt man aus

Nit1 =0 + hf(Tiv1, Miv1) = 0 + 20541
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dass

Die Trapez-Methode

h z z
Nit1 = 1 + §{f(9€z‘, i) + f(wita, 77i+1)} =i <1 + 5) + 5l

induziert schliefélich

C1+z/2 2+2

=TT

A

Fiir A < 0 folgt nun e* “=3 0, withrend 7; — 0 genau dann gilt, wenn |g(z)| < 1. Da bei
den beiden expliziten Verfahren g(z) ein Polynom ist, gilt

lg(z)] = 00 fiir z— —o0.

Daher sind diese Verfahren nur stabil, falls h klein genug ist.

Demgegentiber ist bei den beiden impliziten Verfahren g(z) eine rationale Funktion mit
der Eigenschaft

lg(z)| <1 fur z<0.

Allerdings sieht man, dass die Dampfung beim impliziten Euler-Verfahren fiir betragsgrofse

Werte z = hA sehr viel stérker als bei der Trapez-Regel ist. Bei letzterer ndhert man sich
Z—r—00

der Stabilitiatsgrenze |g(z)| "— 1.

Definition 2.23 Der Bereich
M:={z€C:|g(z)| <1}

heifst Stabilitatsgebiet. Ein Verfahren heifst absolut stabil oder A-stabil, falls
{z € C:Re(z) <0} C M,

wenn also |g(z)| < 1 gilt fiir alle Re(z) < 0.

Beispiel 2.24
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s,

- 1
Stabilitatsgebiet des Stabilitatsgebiet des
expliziten Euler-Vefahren impliziten Euler-Vefahren

A

Das A-stabile implizite Euler-Verfahren besitzt uneingeschrankte Dampfung fiir z = hA —
—o0, wahrend die Stabilitdtsfunktion der A-stabilen Trapez-Methode betragsméfig gegen
1 strebt, also letztlich die Dampfung verliert, was sich mit Rundungseffekten durchaus
stark auswirken kann.

Definition 2.25 Ein Verfahren heiftt L-stabil, falls es A-stabil ist und zuséatzlich gilt

g(—o0) = 0.

Bemerkungen
1. Explizite Einschrittverfahren sind niemals A-stabil.
2. Die Trapez-Methode ist A-stabil, das implizite Euler-Verfahren sogar L-stabil.
3. Das SDIRK2- und das Radau3-Verfahren aus Beispiel 2.13 sind beide L-stabil.
A
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3. Mehrschrittverfahren

3.1 Definition

Genereller Nachteil von Einschrittverfahren ist die hohe Anzahl von Funktionsauswer-
tungen im Fall von Verfahren hoherer Ordnung. Ursache dafiir ist, dass jeder Schritt so
behandelt wird, als wére es der erste.

Definition 3.1 Sei x; := x + hi fiir i« € N. Ein Verfahren der Form

k—1
Nitk = Z agMie + h®(i, M5, Mig1s - -+ Migr B) (3.1)
(=0

mit festen Koeffizienten o, heift k-Schrittverfahren. Hangt die Inkrementfunktion &
nicht von 1, ab, dann ist das Mehrschrittverfahren explizit, andernfalls implizit. Das
Mehrschrittverfahren heifst linear, falls es von der Form

k—1 k
MNitk = Z Mg+ h Z Bk (Tites Miye) (3:2)
(=0 =0

mit festen Koeffizienten oy, (5, ist.

Bemerkungen
1. Ein lineares Mehrschrittverfahren ist genau dann implizit, falls 8y # 0 gilt.
2. Ein k-Schrittverfahren benétigt immer k& Anlaufwerte

Mo =Yo, M R Y1), My~ y(@2), ..\ My Ry (Te-1)-
In der Praxis besorgt man sich diese aus einem hinreichend genauen Einschrittver-

fahren.
YA

Algorithmus 3.2 (lineares Mehrschrittverfahren)
input:  Funktion f € C([a,b] x R™), Anfangswerte xq, Yo,¥1,-- -, Yr-1
und Schrittweite h
output: Approximation {n,}

@ Initialisierung: setze z; ;== xg +th und n, :=y; firalle:=0,1,...,k — 1
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@ fiir alle i =0, 1,... berechne

k-1
Nitk = Z Mg+ h Z 5zf $z+£7 77@+z) Tivk = Tivk—1+ R

Bemerkung Ist das Mehrschrittverfahren explizit, so wird pro Iterationsschritt nur eine
Funktionsauswertung von f benotigt. A

Beispiel 3.3 Folgende Spezialfille linearer Mehrschrittverfahren sind von Bedeutung:
e Beim Adams-Bashforth-Verfahren gilt

ag=a;=-=0ap =0, a1 =1, B =0
e Beim Nystrom- Verfahren ist
ag=0a;=-=0ap3=0, aro=1 op1=0, [ =0.
e Beim Adams-Moulton-Verfahren ist
ag=a;=-=0op =0, a1 =1, B #0.
e Beim Milne-Simpson-Verfahren ist

ap=0g=-=0ap3=0, ogo=1 ap1=0, B #0.

Definition 3.4 Der lokale Diskretisierungsfehler des Mehrschrittverfahrens ist

1
T('Tia Yy, h’) ( xl+k Z Od@y Lite ) - (I)('Tw y(xl>7 S 7y(xi+k:)7 h’)

Das Mehrschrittverfahren heifst konsistent von der Ordnung p, falls gilt

I7(z,y, )| = O(R?).

Im Gegensatz zu Runge-Kutta-Verfahren kann man fiir lineare Mehrschrittverfahren sehr
einfache Konsistenzbedingungen formulieren.

Satz 3.5 Sei f hinreichend glatt. Dann ist ein lineares Mehrschrittverfahren der Form

Zamz hZﬁzf TivesMing), i=0,1,2,... (3.3)
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konsistent von der Ordnung p genau dann, wenn die folgenden p + 1 Bedingungen erfiillt
sind:

k
Zag =0, Z (ﬁqag — qﬁq’lﬁg) =0, ¢g=12,...,p. (3.4)
0

/=0 (=

Beweis. Taylor-Entwicklung von y liefert
k

k
1 /
a.T(,y h) =+ Y awy(+ht) = By (x+ hi)
/=0

~
o

- % > ‘”(qz; (f;“?qy@(x)) _ ézk;ﬁe(g (f;f!)qy@m(x)) + o)
= % (gaey(x)) + (i hj;y(q) (z) géqm

- (Z L) Z 4675 + O
- % (éagy(x)) n qz; h;ly@ (2) ;k; (1 — ql71B,) + O(hP).

Gelten die Bedingungen (3.4), dann ist das Verfahren von der Konsistenzordnung p.

Damit umgekehrt das Verfahren die Konsistenzordnung p besitzt, miissen die Koeffizienten
von h? verschwinden. Da es Fille mit y(@(z) # 0 gibt, miissen die Bedingungen (3.4)
gelten. Ol

3.2 Explizite k-Schrittverfahren

Die Klasse der Adams-Bashforth-Verfahren beruht auf der Diskretisierung der Integral-
gleichung

Titk
Y(@in) = ¥ (Tisp-1) + / f(t,y(t)) dt (3.5)
Titk—1
an den Stiitzstellen x;, x;\ 1, ..., x; 1 x_1 mit Hilfe von Newton-Cotes-Quadraturformeln.

Lemma 3.6 (Newton-Cotes-Quadratur) Zu den Quadraturpunkten & < & < -+ < &,
seien die Quadraturgewichte {w;}7, gegeben durch

b e _ ¢
wi ::/ Lz)de, Li(z)=]]= S i—01,...,m, (3.6)
- &G
J#

wobei Lo(z) = 1 gelte im Fall m = 0. Dann berechnet die Quadraturformel

Qlf] = wa(&)
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das Integral :
1= [ f@)as

exakt fiir alle Polynome bis zum Grad m.

Beweis. Sei p € Il,,. Offensichtlich interpoliert p sich in den Stiitzstellen {&;}7, selbst.
Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms gilt daher

m

p(z) = p(&)Li(x).

=0

Daraus folgt

b b m
1= [ pa)de = [ > ple)Lio)ds

a 1=0
m b 3.6) m
= ZP(&)/ Li(x)dz =" wip(&) = Qp,
=0 a =0
was zu zeigen war. 0

Wir wenden dieses Lemma nun an, um das Integral in (3.5) zu approximieren. Da die
Stiitzstellen x;, 241, ..., ;1 p_1 aukerhalb des Integrationsintervalls [z, 4 1, z;11] liegen,
erhalten wir folgende Gewichte, die nicht mit denen der iiblichen Newton-Cotes-Quadratur-
formeln iibereinstimmen:

Adams-Bashforth-Verfahren

ap=a;=-=op2=0, o 1=1 [=0
k Bo Ioht B B3 B Konsistenzordnung
1 1 1
2| —1/2 3/2 2
3 5/12 —4/3 23/12 3
4| -3/8 37/24 —59/24 55/24 4
51 251/720 —637/360 327/90 —1387/360 1901/720 5

Da die entsprechenden Quadraturformeln geméaft Lemma 3.6 exakt fiir alle Polynome vom
Grad k — 1 sind, folgt die Abschétzung

k—1

¥ (@) — ¥ (@isp ) = / R Y(0) At = R Bl (i ¥ (5110)) + O

y'(t) =0

Dies bedeutet, dass das so konstruierte k-Schritt-Verfahren die Konsistenzordnung k be-
sitzt:

k—1
(2, v, B)|| = HY(JTZM) _hY(SL’Hkl) _ Zﬁef(xwre,y(xm)) H = O(hF).
=0
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Algorithmus 3.7 (Adams-Bashforth-Verfahren)
input:  Funktion f € C([a,b] x R™), Anfangswerte xo, Yo, ¥1,-- -, Yr_1
und Schrittweite h
output: Approximation {n,}
@ Initialisierung: setze z; ;== xg +thund n, ==y, firalle:=0,1,...,k — 1
@ fiir alle : = 0,1, ... berechne

k—1

Nivk = Mige— + I Zﬁzf(xz‘% Mise), Titk = Titk—1 T h
=0

Um die Klasse der Nystrom-Verfahren zu erhalten, veréndern wir den Ansatz (3.5) leicht
geméfs

Vi) =G + [ 8y(o) dr (37)

Fiir dieselbe Stutzstellenwahl wie beim Adams-Bashforth-Verfahren liefert Lemma 3.6
nun die Werte:

Nystrom-Verfahren
ag=ay=-=0op_3=0, opo=1, op_1 =0, =0
k 5o o5t o B3 By Bs Konsistenzordnung
2 0 2 2
3 1/3 —2/3 7/3 3
41 —1/3 4/3 —5/3 8/3 4
51 29/90 —73/45 147/45 —133/45 269/90 5
6 | —14/45 169/90 —213/45 287/45 —203/45 33/10 6

Analog zum Adams-Bashforth-Verfahren folgert man anhand der Abschétzung

Titk k-1
Y(@itk) = ¥ (Tith-2) = / f(t,y(t) dt =h Z Bif (2140, y (wir0)) + O(RFTY),

y'(t) =0

dass das Nystrom-k-Schritt-Verfahren die Konsistenzordnung k besitzt.

Bemerkung Das Adams-Bashforth-Verfahren mit £ = 1 ist das Eulersche Polygonzug-
verfahren. Das Nystrom-Verfahren mit k£ = 2 wird auch Mittelpunktsregel genannt. A

3.3 Implizite k-Schrittverfahren

Bei der Klasse der Adams-Moulton-Verfahren wird das Integral in (3.5) durch Newton-
Cotes-Formeln in den Knoten x;, x; 11, ..., x;1r_1 und zusétzlich x;,, approximiert. Nach
Lemma 3.6 fithrt dies auf die Koeffizienten:
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Adams-Moulton-Verfahren

ap=0a;=---=02=0, o_1=1, B #0
k Bo 51 Ba B3 B4 Bs Konsistenzordnung
1 1/2 1/2 2
2| —1/12 2/3 5/12 3
3 1/24 —5/24 19/24 3/8 4
4 | —=19/720 53/360 —11/30  323/360 251/720 5
5| 27/1440 —173/1440 241/720 —399/720 1427/1440 95/288 6

Da die Newton-Cotes-Quadraturformeln geméf Lemma 3.6 exakt fiir alle Polynome vom
Grad k sind, ergibt sich die Abschétzung

Tit+k k
Y(Tirr) = ¥(Tirh-1) = / f(t,y(t)dt =h Z Bef (zive, y(wire)) + O(RFF2).
Tipfom] S~ —— /=0

y'(t)

Hieraus folgt, dass das Adams-Moulton-k-Schrittverfahren die Konsistenzordnung k + 1
besitzt:

Hfuhmnmzﬂy“”“‘;*”M*)—ééﬁﬁ@HmﬂmH»H=CXMH>

Wie beim Adams-Moulton-Verfahren konnen wir auch das Integral in (3.7) durch Newton-
Cotes-Formeln in den Knoten z;,z;i1,..., T;1x—1 und z;,; approximieren. Dies fiihrt

auf die Klasse der Milne-Simpson-Verfahren. Gemafs Lemma 3.6 erhalten wir dann die
folgenden Koeffizienten:

Milne-Simpson-Verfahren
=y =-=ap,3=0, apo=1 o 1=0, B #0
k 5o o5 B (3 By Bs Konsistenzordnung
3 0 1/3 4/3 1/3 4
41 —=1/90 2/45 12/45 62/45 29/90 5
5| 1/90 —=3/45 7/45 —7/45 129/90 14/90 6

Aufgrund des Exaktheitsgrads k£ der jeweiligen Newton-Cotes-Quadraturformel, schlie-
fsen wir wie beim Adams-Moulton-k-Schrittverfahren, dass das Milne-Simpson-k-Schritt-
verfahren ebenfalls die Konsistenzordnung k& + 1 besitzt:

w@mm%wwm”me”—gmmwy@mwzmww

Eine andere Moglichkeit, Mehrschrittverfahren zu gewinnen, besteht darin, anstelle der
Approximation des Integrals in (3.5) beziehungsweise (3.7) eine Approximation der Ab-
leitung y’(z;+1) durch numerische Differentiation aus y(z;x) und den bisher berechneten
Werten y(z;),y(%it1), ...,y (Zitr—1) zu verwenden. Man spricht daher von Rickwarts-
Differentiationsformeln, kurz BDF-Verfahren (von backward differentiation formulas).
BDF-Verfahren werden vor allem bei steifen Problemen eingesetzt.
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Ausgehend vom Interpolationspolynom in den Punkten {(aziH,y(aziH))}?:O, gegeben
durch

k

p(r) = Y y(w)Le(x),  L(x) = [[ -2, =01,k

=0 o Fitt T Lity
i
fordert man
k |
P (igr) = Z Y(@ire) Ly(wisn) = £(Tisn, ¥ (@)
=0
Dies fiithrt auf das Verfahren

k
Zamﬂrz = M (Zitr, Miss), ap = hL)(ziyx), (=0,1,... k.
=0

Nach der Normalisierung geméfs der Definition (3.2) erhalten wir die Koeffizienten:

BDF-Verfahren
Bo=p1=-=F1=0, g =1
k 5 g oy Qi o3 oy Konsistenzordnung
1 1 —1 1
2 2/3 1/3 —4/3 2
31 6/11 —2/11 9/11 —18/11 3
41 12/25 3/25 —16/25 36/25 —48/25 4
5160/137 | —12/137 75/137 —200/137 300/137 —300/137 5

Dass das k-Schritt-BDF-Verfahren ein Verfahren der Konsistenzordnung £ ist, iiberpriift
man leicht mit Hilfe von Satz 3.5.

Bemerkung Das Adams-Moulton-Verfahren mit & = 1 heifst auch Trapezregel. Die
Milne-Simpson-Verfahren fiir £ = 2 und k£ = 3 stimmen {iberein und werden Simpson-
Regel genannt. Das BDF-Verfahren mit k£ = 1 ist gerade das implizite Euler-Verfahren.
JAN

In jedem Schritt eines der hier vorgestellten impliziten Verfahren muss das nichtlineare
Gleichungssystem

k-1 2
Ntk = Z Mg+ h Z Bk (Tite: Miye)
=0 (=0

gelost werden. Wie schon bei den impliziten Einschrittverfahren kann nachgewiesen wer-
den, dass diese Gleichung fiir hinreichend kleine Schrittweiten losbar ist, falls f einer
Lipschitz-Bedingung in der y-Variablen geniigt. Setzen wir

k-1 k-1
V() = hBf (win ) + Y amy+ 0> Bif (i, m40),
=0 (=0

dann folgt

W (w) = W(v)[| = hlBe[l[f(zipr, 0) = £(zir, V)| < D[Sl Llu = V.
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Ist h so klein, dass h|fi|L < 1 gilt, dann liefert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz
und Eindeutigkeit der gesuchten Losung

k—1 k
Nivw = V(M) = Z Mg+ h Z Bef (Tite, Migr)-
=0 =0

Bemerkung Eine gute Startnéherung 7, , des nichtlinearen Losers berechnet man iib-
licherweise durch ein explizites Verfahren — dies ist der Pradiktorschritt. Mit Hilfe einer
Fixpunktiteration oder einem Newton-Verfahren verbessert man die Naherung 7, , und
erhilt die gesuchte Losung m,,, — dies ist der Korrektorschritt. Man spricht hier von
Pradiktor-Korrektor-Verfahren. Oftmals reicht in einem solchen Pradiktor-Korrektor-
Verfahren sogar eine feste Anzahl an Iterationsschritten im nichtlinearen Loser aus. Be-
rechnet man beispielsweise den Priadiktor mit dem Adams-Bashforth-Verfahren der Stu-
fe k, so besitzt dieser den Konsistenzfehler O(h*!). Ausgehend von diesem Pridiktor
fiihrt man nun eine Fixpunktiteration zur Bestimmung der Losung des Adams-Moulton-
Verfahrens der Stufe k aus. Da die Kontraktionskonstante L|Bk|h ist, liefert bereits ein
[terationsschritt einen Korrektor mit dem Konsistenzfehler

(LIBkI) O(h**1) = O(r**?),

vorausgesetzt, die Schrittweite A ist hinreichend klein. A

3.4 Stabilitat

Einschrittverfahren sind mit £ = 1 natiirlich formal in der Klasse der Mehrschrittverfahren
enthalten. Allerdings impliziert im Gegensatz zu Einschrittverfahren die Konsistenz nicht
die Konvergenz von Mehrschrittverfahren im Fall einer Schrittzahl k£ > 1.

Beispiel 3.8 Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(z) =y(zx) — 2sinz, x€]0,4], y(0) =1,

mit der Losung y(z) = sin(z) + cos(x). Zur numerischen Berechnung dieser Losung ver-
wenden wir das explizite Zweischrittverfahren

Nive = —4n;i11 +on; + h(2f(37z7 ni) +Af (w1, 7h‘+1))7 1=0,1,2,..., (3.8)

welches die Konsistenzordnung 3 besitzt. Fiihren wir ausgehend von 79 =1, 1 =sinh +
cos h fiir verschiedene Schrittweiten das Verfahren durch, erhalten wir:

b | e =y nee —y(2)] |nayn — y(4)]

22 0.0094 2.87 3.3-10°
273 0.280 6.1-10% 2.7-10%
21 6.4-103 5.4-10M 3.7-10%

Die Resultate deuten an, dass keine Konvergenz vorliegt. Man beobachtet sogar ein starkes
Anwachsen des Fehlers, wenn die Schrittweite h kleiner wird.

Die im Verfahren (3.8) auftretende Instabilidt lasst sich wie folgt erkléren. Wir betrachten
die Aufgabe
y'(z) =0, z€][0,b], y(0) =1,
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mit der Losung y(z) = 1. Das Zweischrittverfahren hierauf angewandt liefert die lineare
homogene Differenzengleichung

ni+2 + 47]Z‘+1 — 5?7@ = 0, Z = O, 17 2, e (39)
Der Ansatz n; = z° fiihrt auf 2°(2? + 4z — 5) = 0 fiir alle ¢, also 2 = 0, z = 1 oder z = —5.
Folglich ist 7; = 1 - A + (=5)" - B fiir jedes A, B € R eine Losung von (3.9). Sind nun

gestorte Startwerte 19 = 1 und 1, = 149 vorgegeben, so sind A =149/6 und B = —§/6
eindeutig bestimmt und es folgt

b 90 :
i =14+ - ——=(-9)", +=0,1,2,....
m=1+c—o(=5) i
Man sieht, dass eine kleine Stérung 6 # 0 im Startwert 1, exponentiell wéchst. A

Definition 3.9 Eine Gleichung der Form

k
> amie=0, i=0,1,2,.... (3.10)
=0

mit ay # 0 heifst lineare homogene Differenzengleichung k-ter Ordnung.

Zu jedem k-Schrittverfahren der Form

k
> am = hO(xm My, Meh), i=0,1,2,. (3.11)
(=0

gehort eine lineare homogene Differenzengleichung (3.10) der Ordnung k, welche offen-
sichtlich k linear unabhéngige Losungen hat. Hingegen besitzt die approximierte Differen-
tialgleichung nur eine Losung. Dieser einen Losung entspricht aber nur eine Losung der
Differenzengleichung. Daher kann man im Fall £ > 1 nur dann Konvergenz einer Mehr-
schrittmethode erwarten, wenn alle Losungen der zugehorigen homogenen Differenzenglei-
chung beschrankt bleiben, da auch diese durch Rundungsfehler eingeschleppt werden. Aus
diesem Grund untersuchen wir zunéchst die Stabilitdt der Differenzengleichung (3.10).

Definition 3.10 Die lineare homogene Differenzengleichung (3.10) wird stabil genannt,
wenn alle ihre Losungen beschrankt sind.

Die Frage, wann eine lineare homogene Differenzengleichung stabil ist, beantwortet der
folgende Satz.

Satz 3.11 Die lineare homogene Differenzengleichung (3.10) ist stabil genau dann, falls
sie die Dahlquistsche Wurzelbedingung erfiillt, das heifst, falls die Nullstellen A des cha-
rakteristischen Polynoms

pA) = apX (3.12)
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alle || <1 erfiillen, und im Falle |A\| = 1 zusétzlich einfach sind.

Beweis. Zunéchst sei angemerkt, dass jede Losung der linearen Differenzengleichung (3.10)
eindeutig bestimmt ist durch die k& Startwerte ng, 71, ..., nx—1. Die nachfolgenden Terme
Mk Met15 - - - sind dann rekursiv durch (3.10) bestimmt.

Sei A der Differentialoperator definiert durch (Af)(A) = Af'(\). Dann erfiillt die Folge
m=1i"\, i=0,1,2,..., (3.13)

fiir jedes ¢ die Beziehung

k k
Z ATy = Z (67 (Z + g)n )\H—Z
=0 =0
“Eheo (1)

n

k
3 () S

- x:io (Z) " (ATTP) (V).

Falls A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms (3.12) mit der Vielfachheit s ist,
so folgt (A™p)(\) = 0 fiir alle m < s. Daher 16st die Folge (3.13) die Differenzengleichung
(3.10) fiir alle n < s.

Nun nehmen wir an, dass Aq, A9, ..., A\, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
(3.12) sind und die Vielfachheiten sy, ss, ..., s, besitzen, dies bedeutet

p(N) = [T =An) .

m=1

Wir wollen nun zeigen, dass alle Losungen der linearen homogenen Differenzengleichung
(3.10) die Form

n Sm—1

M=) Y Vst AL, (3.14)

m=1 s=0
mit beliebigen Koeffizienten 7,, s € R besitzen. Dazu miissen wir zeigen, dass die Koeffi-
zienten 7, s so gewahlt werden kénnen, dass beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen

n Sm—1

SN i =, i=0,1,. k1 (3.15)

m=1 s=0

erfiillt sind. Das homogene adjungierte Gleichungssystem zu (3.15) lautet

k—1
S piitA, =0, s=01,.. . 8,—1, m=12_.n
=0

Angenommen, {p; ?;01 ist eine Losung dieses Systems, dann besitzt das Polynom

k—1
q(A) = Z/)Mi € 1
i=0
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die Nullstellen A1, Ao, ..., A\, mit Vielfachheiten s, ss,...,s,. Da dies k Nullstellen sind,
muss pgp = p1 = - = pr—1 = 0 gelten, dies bedeutet, das Gleichungssystem (3.15) ist
eindeutig 16sbar.

Anhand der Darstellung (3.14) folgt schlieflich die Aquivalenz von Wurzelbedingung und
Stabilitét. ]

Definition 3.12 Das Mehrschrittverfahren (3.11) ist nullstabil, falls die Dahlquistsche
Wurzelbedingung erfiillt ist, wenn also fiir alle Nullstellen \ des charakteristischen Pol-

noms (3.12) gilt |A\|] < 1 und dartiberhinaus, falls diese Nullstelle sogar mehrfach ist,
A < 1.

Bemerkungen

e Bei jedem Einschrittverfahren gilt p(A) = A—1, das heifst, A = 1 ist einzige Nullstelle
von p. Damit ist die Wurzelbedingung erfiillt und das Einschrittverfahren immer
nullstabil.

e Bei den Adams-Bashforth- und Adams-Moulton-Verfahren hat man p(\) = \*~1(A—
1), also eine einfache Nullstelle bei A = 1 und eine (k —1)-fache Nullstelle bei A = 0.
Beide Verfahrensklassen sind folglich nullstabil.

e Die gleiche Argumentation greift auch fiir die Nystrom- und die Milne-Simpson-
Verfahren. Hier ist p(\) = A*"2(A\? — 1), also je eine einfache Nullstelle bei A = +1
und eine (k — 2)-fache Nullstelle bei A = 0.

e Bei dem BDF-Verfahren mit k£ = 2 gilt

41
A=A — A+ =
p(A) AT 3

Als Nullstellen von p()A) ergeben sich A = 1 und A = 1/3, woraus die Nullstabilitét
folgt. Den Nachweis der Nullstabilitat der BDF-Verfahren mit & > 3 iiberlassen wir
dem Leser als Ubungaufgabe.

A

3.5 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Zur Konvergenzuntersuchung miissen wir den Einfluss von Rundungsfehlern beachten.
Daher betrachten wir zur ndherungsweisen Losung der Anfangswertaufgabe (2.1) das ge-
storte Mehrschrittverfahren

k
ZamiH = h®(zi, My, Wi -+ s Mgy ) + hen(h), v =20+ hi, 1=0,1,... (3.16)
/=0
n, =y(z;) +ei(h), i=0,1,....k—1.

Im folgenden wollen wir dabei stets annehmen, dass oy = 1 ist.
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Definition 3.13 Fiir alle Startwerte und Stérungen gelte ||n; — y(x;)|| = O(h?) und
llei(h)|| = O(h?). Dann heift das Mehrschrittverfahren (3.16) konvergent von der Ord-
nung p, falls der globale Diskretisierungsfehler zur Néherungslosung n(z;, h,) = n, fir
jedes feste x der Abschatzung

T — 2o

e(@, hn) = (2, hn) =y ()| = ORT), o= —— =0
geniigt.
Satz 3.14 Es gelte die Bedingung
f=0 = P(z,my,my,-.-, My, h) =0 (3.17)

fir alle € [a,b], h und n;. Dann folgt aus der Konvergenz des Mehrschrittverfahrens
(3.16) stets seine Nullstabilitét.

Beweis. Wiahlt man die spezielle, skalare Anfangswertaufgabe
y'(x) =0, z€]l0,0], y(0) =1,

dann folgt wegen (3.17), dass alle Ndherungslosungen des Mehrschrittverfahrens im Fall
gi(h) =0, i > k, die homogene Differenzengleichung (3.10) erfiillen. Aus der Konvergenz
des Mehrschrittverfahrens folgt, dass die Losungen fiir alle Startwerte beschrankt sind.
Daraus ergibt sich mit Satz 3.11 das Behauptete. O

Lemma 3.15 Das Polynom
pA) =N+ M a4 a

erfiille die Dahlquistsche Wurzelbedingung und sei A die zugehorige transponierte
Frobenius-Begleitmatrix

A= € Chxk,
0 1

—Qo o —Og—2 Qg1

Dann existiert eine regulire Matrix R € C***_ so dass fiir die von der Vektornorm ||x||g :=
||IRx|| induzierte Matrixnorm gilt

|A|lr = max ||[Ax||[g = max |RAx|. <1
lIx[lr=1 [Rx||oo=1
Beweis. Seien A, \g ..., A\, die Nullstellen von p mit den Vielfachheiten sq, ss, ..., s,. Da

diese wegen det(AI — A) = p(\) mit den Eigenwerten von A zusammenfallen, existiert



42 Kapitel 3. Mehrschrittverfahren

eine regulire Matrix T € C***, die A in die Jordan-Normalform iiberfiihrt:

Ji A1

T 'AT = J2

, J, = c Csi%si,
Ao 1
J, Ai
Falls es eine Nullstelle A; gibt mit |\;| < 1, so setzen wir

€:= min {1—1[N[} >0,

ey

[Xi]<1
ansonsten sei € := 1. Mit
1
D= : c Rk
ch—1
ergibt sich dann
jl _ )\Z g
—1 —1 J2 T .'. .'. 8 X8
D T ATD = , ']i — c C i z’
- )‘z 9
J, Ai

wobei nach Konstruktion gilt
1T < N +e<1, falls |\] <1,
und B
[Js|| =1, falls [A;] = 1.
Letzteres gilt, da der Jordan-Block im Fall |\;| = 1 aufgrund der Einfachheit der Nullstelle
A; trivial ist. Es ergibt sich |[D™!'T"'ATD||o, < 1 und weiter mit R = D~'T~! schlieRlich

AR = max ID!'T 'Ax|l = max |[D'T'ATDy|. < 1.
DT Tx o= Iylloe=1

Satz 3.16 Das (3.16) zugrundeliegende Mehrschrittverfahren sei konsistent von der Ord-
nung p und fiir die Stérungen €;(h), i = 0,1, ..., gelte stets ||e;(h)]| = O(hP). Im Streifen
S = {(z,y) :a <z <b y € R"} sei die Funktion f stetig, und die Inkrementfunktion
erfiille (3.17) und geniige der Lipschitz-Bedingung

k
||(D(l’,ll(), 50 .,llk,h) - (D(l’,Vo, 000 ,Vk,h)” < LZ ||llg _ Vf”
=0

fir alle x € [a,b], h und u;, v; € R™. Dann ist das Mehrschrittverfahren (3.16) genau dann
konvergent von der Ordung p, wenn es nullstabil ist.



3.5. Konvergenz von Mehrschrittverfahren 43

Beweis. Die Notwendigkeit der Nullstabilitdt wurde schon in Satz 3.14 gezeigt.

Zum Beweis der Hinlénglichkeit betrachte den Fehler e; = 1, —y(x;). Nach Voraussetzung
gilt
lleil| = O(hP), 1=0,1,...,k—1

und fir alle 7 > &

Z €y = h<q)(37z‘7 N Miv1s -+ Migkes h)
(=0

— O (i, y (@), y(Tis1)s - -, Y (@isn), ) + €ipn(h) — T(24,y, h)) =:g;. (3.18)

Aus der Lipschitz-Bedingung von & folgt

el < h( Z lessell + lecs ()] + 1z, y. h)H). (3.19)

Mit Hilfe der Matrizen
Ei=[e|eq| | era ]TGRM", Gi=[0]---]0]g ]TGRM"
und der transponierten Frobenius-Begleitmatrix
0 1
A= c Rk
0 1
—Qp - Q-2 —Qk—]
konnen wir (3.18) schreiben als

Ei+1:AEi—|—Gi, ’l:o,l,

Fiir Matrizen B = [by|bsy| - - - |b,] € R¥*" sei die Norm ||B]| gegeben durch

IBJ = nfax by
wobei || - ||g die in Lemma 3.15 eingefithrte Norm bezeichnet. Es folgt

il < [AE] + [Gall < [[AllRlE: + [1G:ll-

Aus (3.19) schliefen wir wegen der Aquivalenz von Normen in endlichdimensionalen Réu-
men

k
IGfl < ch (LZ leirell + lesri(P)]| + [|7(zi,y, ) \) < ch(IBll + [[Eiyall + 27).
=0 -

>

=0(h?)

Da fiir gentigend kleines h gilt 1 — ch > 0, diirfen wir die letzten beiden Abschétzungen
kombinieren gemélfs

1+ ch ch”*1 ,
g+ o

E < —
IE:i —
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Wegen
1+

1—=x

N | —

2
:1+—x§1+4x, 0<z<
11—z

folgt deshalb

Cthrl
IEiill < (L + deh) B + —

< M?|E;4]| + MN + N

< MR+ {M 4+ M4 1IN
i+1_1

4 M
= MY E —N.
IFoll + = —

Mit 0 < 1+ x < e” fiir x > —1 ergibt sich schlieklich

pleih _ | opptl

| | B
E - < 4C2h E < 4CZh E 07
I < B + T < e (1Bl + s )

was fiir festes x > xy bedeutet

hp
E:vfm < defz—zol E 67 — O hp .
Byl < et [Bal + 77 ) = O
—O(hp)

3.6 Schrittweitensteuerung

Zur Konstruktion von Mehrschrittverfahren sind wir von einer dquidistanten Stiitzstel-
lenwahl ausgegangen. Praxistaugliche Verfahren benétigen allerdings eine Schrittweiten-
steuerung, weshalb auf die Aquidistanz der Stiitzstellen {z;} verzichtet werden muss. Wir
wollen das Vorgehen anhand der Adams-Verfahren erlautern.

Wir kniipfen dazu an die Integralgleichung (3.5) an, die durch formale Integration von
y' = f(z,y) erzielt wurde:

Y(Tirk) = y(Tirp—1) + /mHk f(t,y(t))de.

Titk—1

Wir ersetzen den Integranden durch das Interpolationspolynom pgo) € Il_; in den k
. k—1
Stiitzstellen { (zie, £(2ite, Misy)) o

0 Tk g
77§+)k = Mitk—1 +/ Pz(‘ )(t) dt.
Tiyk—1

Um leicht an der Zahl der Stiitzstellen spielen zu konnen, verwenden wir die Newtonsche
Interpolationsformel. Damit finden wir

(0) - e
T’i—f—k = ni-l—k—l_'_z f[.TiJrk,l, Lidk—2y- -, ZL’Z'Jrk,g] / N[$i+k—1793i+k—2 ..... Titp_d] (t) dt (320)

(=1 Titk—1
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mit den Newtonschen Basispolynomen

n—1
N[mzl](x) - 1 und N[JBZ'I,:BZ'Q,...,:L'Z'R]('I) - H(l‘ - xie) E Hn_l.
=1
Hierbei bezeichnen wie iiblich f[z;,, 2y,,...,2;, | die dividierten Differenzen, die sich re-

kursiv in einem Dreiecks-Tableau berechnen lassen gemafs

f[xi[+17 e 7xim] - f['ri[7 et 7xl'm—1]
€Z; .

f['rll] = f('riw 772[) und f['rip cee 7xim] =

— 'rZ[

m

Nach Konstruktion stimmt auf einem dquidistanten Gitter die Losung ngi’k mit der des

Adams-Bashforth-k-Schrittverfahrens tiberein.
(1)
c

Haben wir den Wert ngi’k berechnet, dann kénnen wir das Interpolationspolynom p;

IT,_; in den & Stiitzstellen {($i+e, f(zip, 772+g))}?;11 und (xi+k, f(ziv, ngi)k)) verwenden,
um eine weitere Naherungslosung zu berechnen:

1 Tk
771(+)k Nivk—1 + / pz( )(t) de

Titk—1
Tit+k
- ’r’i+k71 + E f[xz-i-k‘a x’i-}—k—l) e 7x’i+k—€] / N[l'z+k71'z+k 1yeoosTitk— Z}(t) dt
/—0 Titk—1

Ti+k
—n%+ [ 0 - s} ar

i+k—1

Dabei verschwindet das Polynom pgl)(t)—pgo) (t) € Iy in den k—1 Punkten x; 41, Tivo, . -, Tivk_1,
wahrend im Punkt ;. gilt

P (@isr) = P (wia) = E(zienmGy) — I (i),
Daher folgt die Gleichung
1) L — Ty
pr f ‘/EZ ,’l’]l ‘/EZ
(t) = {(zierm0y) — )} H T

N[$i+k—1,xi+k—2,---7$i} (t)
N[$i+k7171'i+k—27~~~7337;] (xZJrk)

= {f(xwk,"?@('i)k) - PEO) (Titk) }

und wir schlieféen

Titk le il Zyeeesli (t)
=0 = (o) — )} [ sl (31

itk—1 N[$i+k—1,xi+k—2,---7$i} <$l+k‘>

Als néchstes betrachten wir dasjenige Polynom q; € Ilg, das die k& + 1 Stiitzstellen

{(:UiH, f(xire, "7@'+z)) }ZS und (a:zgrk, £z, nfr)k)) interpoliert. Wir nehmen an, dass y(z; 1) =
M, fiir alle £ =0,1,...,k— 1 ist und dass f(t, y(t)) durch das Polynom q; exakt darge-
stellt wird. Folglich gilt

Ti+k

Ti+k
V(Tivk) = Nitk—1 T / f(t, Y(t)) dt =41 + / q;(t) dt

Titk—1 Titk—1
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und wir erhalten

(1) Titk Titk (1)
Y(Titk) = My = M1 + / qi(t)dt —m ey — / p, '(t)dt

Titk—1 Titk—1

Ttk (1)
— / ai(t) - p" (1) dt.
Titk—1

Einsetzen der Newtonschen Interpolationsformel liefert

k

1
qi(t) - pg )(t) = Z f[xi-i-ka Titk—15--- 7xi-l-k—f]N[$¢+k,$¢+k717~~~7$i+k4] (t)
=0
k—1
- Z f['r2+k7 xi+k717 sty xi+k7€]N[Z‘i+k,l‘i+k_1,...,$i+k_g] (t)
=0
- f[xl-‘rk‘v x’i+l€—17 cty xi]N[$¢+k,$i+k,1,...,$i} (t)
Dies bedeutet, es gilt
) Tit+k
y<xi+k‘> —Mifk = f[l’i+k, Litk—1,- - - 7xi] / N[$i+k,xi+k—1,---7$i} <t> dt. (3'22)
Titk—1
Liegen die Stiitzstellen x;, x;11,...,x;y, dquidistant mit Abstand h, so folgt unter den

gemachten Annahmen fiir den Fehler!
0; = HY<5Uz+k) - nﬁi)kH - O<hk+1)-

Wie im Abschnitt 2.5 wird nun ein Schritt zur Schrittweite h,; akzeptiert, falls der Fehler
0; kleiner einer vorgegebenen Genauigkeit € ist. Ansonsten wird

8 1/(k+1)
hneu - 7(5_) halt (323)

mit einem 7 < 1 gewéhlt.

In den obigen Berechnungen tauchen Integrale der Form

Titk
Imn = / N[miJrkfl7$i+k727---7mi+k—m] (t)<t - xiJrk)n dt, m=>1,n2>0

Titk—1
auf. Mit der Initialisierung

; :/:m+k ({;—LE‘ k)ndt: ﬂ(l’ b — Titk )n+1
1n i+ n+1 i+ i+k—1

Titk—1

DDiese Annahmen sind verniinftig und machen uns das Leben nur leichter. Lisst man sie fallen, dann

besitzt die GroRe y(z;4%) selbst den Konsistenzfehler O(h*+2), wihrend ngi)k weiterhin den Konsis-

tenzfehler O(h**+1) besitzt. Dies folgt sofort aus der Bemerkung zu Pridiktor-Korrektor-Verfahren am
Ende von Abschnitt 3.3.
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gilt fiir diese die Rekursion

Titk
/ 337.+k—17mi+k—27---7$i+k—m] (t) (t - xiJrk)n dt

LTitk—1
Titk
n
/ — Tivk t Tiyr — xiJrk*erl)N[‘Tiﬂcfl,$¢+k72,---7$i+kfm+1](t) (t - xiJrk‘) dt
Titk—1

Titk
n
/ { Litk — ka*erl)N[$¢+k717$i+k72,---,$¢+k7m+1}(t) (t - xiJrk‘)
Titk—1

Nl O = 7 |

= (Titk — Titk-m+1)Im—1n + Im-1n+1-

Mit Hilfe dieser Rekursionsformeln kénnen alle bendtigten Integrale durch das folgende
Dreiecksschema bestimmt werden:

g1,0
d1,1 > 92,0
\ \
gi2 —— G201 — 930
J1,k—1 —— 92,k—2 Jk.,0
g1k —— 92,k—1 Jk,1

Wir fassen nun die Berechnungen in (3.20)—(3.23) in einem Algorithmus zusammen:

Algorithmus 3.17 (Schrittweitensteuerung)
input:  Funktion f € C([a,b] x R"™), Anfangswerte xo, Yo, ¥1, - -, Yk_1,
Anfangsschrittweite hg und gewiinschte Genauigkeit ¢
output: Approximation {(z;,n,)}
@ Initialisierung: setze i := 0, §y := € und

xp:=x9+Llhy und mn,:=y, firalel=0,1,...,k—1
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®@ wiederhole

o\ D)
hi = 7'(—) hy, Tivk = Tigk—1+ Ny

0;
k
0) ._
Nivk = Migh—1 T E flTivn—1, Titk—2,- -, Tivk—r]geo
=1l
k
(0) ._ E :
P; (xl-i-k) o= f[xi+k—17 Litk—2; - - - 7l‘i+/€—f]N[l‘¢+k717Ii+k72 ----- 937.‘+k7d(x’i+k)

(=1
0 0
it = Tk + G niﬁk) — P (®its)
i i+ N[J:i+k—17xi+k—2 ..... ai] ($z+k)

8; = ||E[Bitk, Tighot, - - - Til Gr |

solange bis 9; < ¢ ist
® setze
hiv1 =h;y, bip1:=6;

@ erhohe ¢ := i + 1 und gehe nach @

Bemerkung Diese Strategie lisst sich auch leicht verbinden mit einer Anderung der
Ordnung k des Verfahrens. Berechnet man im Punkt z;,4 den Fehlerschéitzer 6; = d;(k)
zusétzlich noch mit dem (k—1)- und dem (k+1)-Schrittverfahren, dann kann man anhand

der Groflen
- 1/k o\ VD - 1/(k+2)
di(k —1) ’ 0i(k) ’ di(k+1)

die Ordnung k

e um eins verringern, falls der erste Term maximal ist,

e beibehalten, falls der zweite Term maximal ist,
e um eins erhohen, falls der dritte Term maximal ist.

Ein solches Verfahren ist selbststartend, das heift, es werden keine Anlaufwerte benotigt.
Ausgehend von k = 1, erh6ht das Verfahren automatisch sukzessive die Ordnung k. A

3.7 Steife Differentialgleichungen
Zur Untersuchung der A-Stabilitdt von Einschrittverfahren haben wir fir A < 0 die ge-

wohnliche Differentialgleichung 3y’ = Ay betrachtet. Verwenden wir ein lineares Mehr-
schrittverfahren der Form (3.3) zu ihrer Diskretisierung, so erhalten wir

k k
Z Ayl)ire = h)\ Z 5@7’/2‘_,_4, 7= 0, 1, 2, e
=0 £=0

beziehungsweise

k
> (ae—hABe)me =0, §=0,1,2,....
=0
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Dies ist eine homogene Differenzengleichung, deren Losungen offenbar alle beschrankt
sein miissen, und zwar fiir jeden Wert des Parameters p := hA mit Re(p) < 0. Die
Beschranktheit der Folge {n;} bei beliebigen Anfangswerten 7o, ...,n,_1 ist analog zur
Nullstabilitdt nach Satz 3.11 dquivalent zur Dahlquistschen Wurzelbedingung fiir das
Polynom

p=(&) == q(§) —pr(§) mit q(§) = ¢ und r) = BL" (3.24)

Dies bedeutet, alle Nullstellen £ des Polynoms miissen betragsméfig kleiner oder gleich 1
sein, wobei sie im Fall [£| = 1 nur einfach sein diirfen.

Definition 3.18 Ein lineares Mehrschrittverfahren der Form (3.3) heifst absolut stabil
oder A-stabil fiir ein z € C\ {0}, wenn die Nullstellen des zugehorigen Stabilitétspo-
lynoms der Dahlquistschen Wurzelbedingung geniigen. Die Menge

M = {z € C : Verfahren ist stabil fir z}

wird Stabilitatsgebiet des Mehrschrittverfahrens genannt.

Beispiel 3.19 Beim Milne-Simpson-Verfahren fiir k£ = 2 gilt

W) =€ 1, 7€) =& +4c+1)
und folglich
(1 A\ A, F
pz(é)—<1 3)5 s -3 L

Die Nullstellen £ von p,(£) in Abhéngigkeit von z zu finden, ist nicht ganz einfach. Daher
wollen wir einmal annehmen, dass die Nullstellen in differenzierbarer Art und Weise von
z abhédngen. Dies motiviert eine Entwicklung der Form

€ =ay+az+ 0.

Der Koeffizient ag ergibt sich aus den Nullstellen im Fall z = 0, das heifit aus der Gleichung
p.(&) = € — 1 = 0. Wir erhalten ag = 41. Setzen wir ag = 1 in die Gleichung p.(£) =0
ein, so erhalten wir

<1 — %) (1+a1z+ 0(=%)* - %z(l +arz+ 0(z%)) — 1=

3
Betrachten wir die beziiglich z linearen Terme dieser Gleichung, so folgt

z 4 z
2alz—§a1—§z—§:(),
also a; = 1. Fiir ag = —1 ergibt sich entsprechend a; = 1/3. Die beiden Nullstellen haben

demnach die Form

Ei=14+24+0(%), &=-1+ % + O(2?).
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Fiir sehr kleine Schrittweite h ist z betragsméfig klein und der Einfluss von des qua-
dratischen Terms O(z?) kann vernachléssigt werden, so dass die Nullstellen &; ~ 1 + h\
und & = —1 + hA/3 lauten. Da die Bedingung [£3| < 1 offenbar nur fiir o = 0 erreicht
werden kann, schliefen wir M = {0}. Dies bedeutet, das Milne-Simpson-Verfahren ist
nicht A-stabil. A

Anhand dieses Beispiels sehen wir, dass die Bestimmung des Stabilitdtsgebiets im allge-
meinen nicht einfach ist. Man kann aber zur praktischen Bestimmung des Stabilitéitsge-
bietes eines linearen Mehrschrittverfahrens ausnutzen, dass dessen Rand dadurch charak-
terisiert ist, dass (mindestens) eine Nullstelle den Betrag 1 hat. Man stellt die Gleichung
q(&) — 2r(€) = 0 nach z um und bestimmt fiir [£| = 1, also & = ¢, die zugehorigen 2.
Dies ergibt die sogenannte Wurzelortskurve

= {zEC:z: ;EZZ:; € [O,Qw)}.

Fiir den Rand OM des Stabilitdtsgebiets gilt dann offensichtlich OM C T'.

Beispiel 3.20 Fiir £ = 2 lautet das charakteristische Polynom des Nystrom-Verfahrens
p.(§) = €2 — 226 — 1 mit den Nullstellen & o = 2z + /22 + 1. Offensichtlich ist fiir reelle
z # 0 eine Nullstelle stets betragsméfig grofer als 1. Wegen

r(e®) ¥ —1 1

— — — (W _ o7 — 4 i
z—q<€w)— 5ot —2(6 e ) =1isingp

ist die Wurzelortskurve gegeben durch
Fr={2e€C:z=1y, ye[-1,1]}.

Fiir z € T besitzt p, (&) zwel verschiedene Nullstellen vom Betrag 1, die fiir y = 1 bezie-

hungsweise y = —1 zur doppelten Nullstelle &; o = ¢ beziehungsweise ;2 = —¢ werden.
Das Stabilitétsgebiet der expliziten Mittelpunktregel besteht folglich nur aus dem Intervall
(—1,1) auf der imaginéren Achse. A
Bemerkungen

1. Explizite Mehrschrittverfahren sind niemals A-stabil.

2. Ein A-stabiles Mehrschrittverfahren besitzt hochstens die Konvergenzordnung p =
2. Dieses Resultat ist als zweite Dahlquist-Schranke bekannt geworden.

3. Die Trapezregel (Adams-Moulton-Verfahren fiir k£ = 2) ist ein A-stabiles, lineares
Mehrschrittverfahren mit Konvergenzordnung p = 2.

A
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4. Partielle Differentialgleichungen

4.1 Beispiele

Potentialgleichung: Es sei Q C R? ein Gebiet, das ist eine offene, zusammenhingende
Menge, und T := 0€Q) der Rand. Der Graph der Funktion g : I' — R beschreibe eine
Drahtschlinge, die eine Seifenhaut aufspannt. Diese Seifenhaut lédsst sich als Funktion
u : Q — R beschreiben, deren Form minimale Oberfliche besitzt

/,/1+u§+u§dxdy—>min.
Q

Wegen 1+ z =1+ %+ O(2?) kann man den Integranden fiir kleine Werte von u, und
u,, ersetzen durch

1
F(u) ::E/S)ui+u§dxdy—>min.

Ist u € C*(Q) N C(Q) mit ulr = g Losung dieser Minimierungsaufgabe, dann folgt fiir
beliebiges v € C*(2) N C(Q) mit v|r = 0, dass

OzhmF(qusv)—F(u)
e—0 £

:/umvm+uyvy dedy = /(Vu, V) dx. (4.1)
Q Q

Fiir f := Vuw liefert der Gauksche Integralsatz die Identitat

Auvdx—i—/ Vu, Vv dX:/dindx:/f,n do = v —do =0,
/Q Q< ) Q r< ) r:f)'/an

wobei Au = uy, + 1y, den Laplace-Operator bezeichnet. Dies eingesetzt in (4.1) ergibt fiir

u die Bedingung
0= / Auv dx
Q

fiir alle v € CY(Q) N C(Q) mit v|r = 0. Daher muss die Funktion u der Potential- oder
Laplace-Gleichung
Au(x) =0, xe (4.2)

geniigen.

Warmeleitungsgleichung: In einem offenen, beschrénkten Gebiet Q@ C R? beschreibe
die Funktion u : R5¢p x 2 — R die Temperaturverteilung. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 liege

die Anfangsverteilung u(0,x) = wug(x) € C(2) vor. Zusitzlich seien im Gebiet §2 die
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Wirmequelle f € C(R-y x ) und an dessen Rand I' = 09 die Temperaturverteilung
g€ C’(R>0 X F) vorgegeben.
Aus dem Erhaltungssatz folgt nun fiir jedes Kontrollvolumen V' C )

| gt x - | tatt.x).n00) do+ [ 1% ix.

TV
Warmegehalt in V' Warmefluss von aufien Warmequelle

Dem Materialgesetz gemafs geniigt der Warmefluss der Beziehung
q(t,x) = —c(x)Vu(t,x)

mit der materialabhéngigen Warmeleitkonstante c¢(x) > ¢y > 0. Eingesetzt in den Gauf-
schen Integralsatz folgt daher

- /av<q(t,x), n(x))do = — /v divq(t,x) dx = /Vdiv(c(X)Vu(t,X)) dx.

Fiir die Temperaturverteilung folgt somit fiir alle Kontrollvolumen V' die Gleichung

/v {%u“’ x) = div(e(x) Vult, X>)} dx = /v f(t,x) dx,
dies bedeutet

%u(t,x) — div(e(x)Vu(t,x)) = f(t,x), (t,x) € Ryg x Q.

Ist ¢ konstant, etwa ¢ = 1, so geniigt die Temperaturverteilung u € C?*(R+x Q)NC(Rxq x

Q) der Gleichung

0
mit dem d-dimensionalen Laplace-Operator A = g—; + -+ ;—;.
1 d

Poisson-Gleichung: Sind die Daten f und g der Warmeleitungsgleichung nicht zeitab-
héngig, dann stellt sich fiir ¢ — oo ein Gleichgewichtszustand ein. Dies bedeutet, es gilt
Ou/0t = 0 und (4.3) geht iiber in die Poisson-Gleichung

— Au(x) = f(x), x€. (4.4)

Diese Gleichung hat in der Elektrostatik ebenfalls eine immense Bedeutung: ist in 2 die
Ladungsdichte f : 2 — R bekannt, so geniigt die Spannung u dort der Poisson-Gleichung.

Wellengleichung: Die Bewegung in einem idealen Gas wird durch drei Gesetze be-
stimmt. Wie {iblich wird die Geschwindigkeit mit v, die Dichte mit p und der Druck mit
p bezeichnet.

1. Kontinuitdtsgleichung:
dp
ot
Wegen der Massenerhaltung ist die Anderung der Masse in einem Kontrollvolumen
V gleich dem Fluss durch die Oberfliche, das ist | ov P{V,n) do. Aus dem Gaukschen
Integralsatz folgt daraus die Gleichung dp/0dt = — div(pv). Die Approximation von
p durch eine konstante, zeitlich unabhéngige Dichte py ergibt dann die obige Glei-
chung.

= —pp divv.
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2. Newtonsches Gesetz:

ov

Pogy = —Vp.
Der Druckgradient induziert ein Kraftfeld, das die Beschleunigung der Teilchen be-
wirkt.
3. Zustandsgleichung:
p=cp.

In idealen Gasen ist der Druck bei konstanter Temperatur proportional zur Dichte.
Aus den drei Gesetzen folgt

9p 8 Pp e, , 5 .. ov 2 1 2
52 = Cam = ¢ a(po divv) = —c¢*div (poa) = ¢*div(Vp) = ¢*Ap.

Andere Beispiele fiir die Wellengleichung
9p
ot?

ergeben sich in zwei Raumdimensionen fiir eine schwingende Membran oder in einer Raum-
dimension fiir eine schwingende Saite.

——(t,x) = AAp(t,x), (t,x) € Ry x Q (4.5)

4.2 Charakterisierung

Sei 2 C R? ein Gebiet und £ : C*(Q) — C() ein allgemeiner linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung

(@0 == 3 007 sl Zb pul) +clxu(x), (L6)
wobei A = [a;;]f,_; € [C()]™ b = [b]L, € [C(Q)]? und ¢ € C(2). Die zugehdrige
Differentialgleichung lautet dann

(Lu)(x) = f(x), x€Q (4.7)

Da fir u € C?*(Q) die zweiten Ableitungen symmetrisch sind, also 0%*u/(dx;0z;) =
0*u/(0x;0x;), kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a; ; = a;,; angenommen werden.
Demnach ist die Matrix A symmetrisch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Der Differen-

tialoperator — szzl a; j0?/(0x;0x;) ist der Hauptteil von L.

Definition 4.1 Der Differentialoperator (4.6) heifst
e elliptisch in x, falls die Eigenwerte von A(x) alle positiv sind,
e parabolisch in x, falls d—1 Eigenwerte von A (x) alle positiv sind und ein Eigenwert
verschwindet, aber rang ([A(x), b(x)]) = d ist,
e hyperbolisch in x, falls d — 1 Eigenwerte von A(x) alle positiv sind und ein
Eigenwert negatives Vorzeichen besitzt.
Der Differentialoperator (4.6) heifst elliptisch/parabolisch/hyperbolisch (in €2), falls
er elliptisch/parabolisch /hyperbolisch ist fiir alle x € ). Entsprechend wird die Diffe-

rentialgleichung (4.7) elliptisch /parabolisch /hyperbolisch genannt, wenn der zugehorige
Differentialoperator diese Eigenschaft besitzt.
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Beispiel 4.2 Die Potentialgleichung (4.2) und die Poisson-Gleichung (4.4) sind elliptisch,
die Warmeleitungsgleichung (4.3) ist parabolisch, wiahrend die Wellengleichung (4.5) hy-
perbolisch ist. A

Zusétzlich zur Differentialgleichung (4.7) miissen noch geeignete Anfangs- oder Randbe-
dingungen gefordert werden, um eine sachgeméfe Aufgabenstellung zu ergeben.

Definition 4.3 Ein Problem heiflt sachgeméfi gestellt, wenn eine Losung existiert,
diese eindeutig ist und stetig von den vorgegebenen Daten abhéngt. Andernfalls heifst das
Problem schlecht gestellt.

Die Unterscheidung partieller Differentialgleichungen in verschiedene Typen ergébe keinen
Sinn, wenn nicht jeder Typ grundlegend andere Eigenschaften hatte.

1. Elliptische Differentialgleichungen: Bei elliptischen Problemen werden Randbedin-
gungen vorgegeben: fiir gegebenes f € C(2) und g € C(T) suche u € C?(Q)NC(Q),
so dass

Lu=finQ, w=gaufl. (4.8)

Diese Randbedingungen heifsen Dirichlet- Randbedingungen. In der Praxis treten oft
auch Neumann-Randbedingungen, Ou/On = g auf I', auf. Losungen elliptischer
Differentialgleichungen erfiillen das Maximumprinzip (siehe néchster Abschnitt).

2. Parabolische Differentialgleichungen: Parabolische Differentialgleichungen beschrei-
ben Diffusionsvorgénge. Die ausgezeichnete Koordinatenrichtung ist in der Regel
die Zeit, so dass man oftmals die Differentialgleichung auf die Form w; + Lu = f
bringen kann, wobei £ ein elliptischer Differentialoperator ist. Zuséatzlich werden
Anfangsrandwerte vorgegeben: fiir gegebenes f € C(Rsg x ), g € C(R5o x I') und
ug € C(Q) suche u € C?(Rsg x Q) N C(Rxo x Q), so dass

ug+ Lu=f in Ryg x Q
u=g auf R,y xI' (Randbedingung)
u(0, ) = ug auf Q (Anfangsbedingung)

3. Hyperbolische Differentialgleichungen: Hier ist ebenfalls eine Koordinate ausgezeich-
net, die wieder als Zeit interpretiert werden kann. Daher lasst sich die Differential-
gleichung oft schreiben als u; + Lu = f mit einem elliptischen Differentialoperator
L. Hyperbolische Gleichungen beschreiben physikalisch gesehen Schwingungsvor-
géange. Sinnvolle Probleme erhédlt man mit Anfangsbedingungen: fiir gegebenes f €
C(Ropx9), g € C(RogxT) und ug, u; € C(Q) suche u € C?(RsgxQ)NC(Rsx ),
so dass

utt+£u:f inR>0><Q
u=g auf Ryyg xI' (Randbedingung)
u(0,-) = ug, u(0,-) = u; auf Q (Anfangsbedingungen)

Wenn der Differentialoperator invariant gegeniiber Bewegungen ist (also gegeniiber Trans-
lation und Drehung), dann hat der elliptische Anteil £ die Form

Lu = —alAu + cu.
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4.3 Maximumprinzip

Bei der Analyse von Differenzenverfahren spielt das diskrete Analogon des Maximumprin-
zips eine wichtige Rolle. Deshalb betrachten wir vorab eine einfache Fassung des Prinzips.
Dazu seien 2 C R? stets ein beschrinktes Gebiet und der elliptische Differentialoperator
von der Form

Zau X) Uz, 2, (X). (4.9)

i,7=1

Satz 4.4 (Maximumprinzip) Die Funktion u € C2?(2) N C(Q) geniige der elliptischen
Differentialgleichung Lu = f < 0 in €. Dann nimmt u sein Maximum auf dem Rand T’
an.

Beweis. (i) Wir fithren den Beweis zunéchst unter der stérkeren Voraussetzung f < 0.
Angenommen, es sei y € () mit

u(y) = sup u(x) > max u(x).
xeN xel’

Bei einer linearen Koordinatentransformation x — & = Ux lautet der Differentialoperator
in den neuen Koordinaten

d
- Z [UA(X)UT} Z‘J‘ufz‘,ﬁj (X)v
ij—1

wobel A(x) = [a;;(x)]{,_; die Koeffizientenmatrix ist. Wegen der Symmetrie von A (x)
kénnen wir eine orthogonale Matrix U withlen, mit der UA(y)U? diagonal wird. Aus
der positiven Definitheit schliefsen wir, dass die Diagonalelemente positiv sind. Weil y
Extremalpunkt ist, gilt

VU(Y) =0, ufu&()’) <0.

Dies bedeutet .

(Lu)(y) = =D [UAY)U"], jue g, (y) > 0

ij=1
im Widerspruch zu (Lu)(y) = f(y) < 0.

(#) Sei nun f < 0 angenommen und es gebe ein y € Q mit u(y) > maxyer u(x). Die
Hilfsfunktion

h(x) = x =yl = (@1 = 9)* + (22 = 12)" + - + (¥a — ya)”

ist auf I' beschrankt. Wenn ¢ > 0 hinreichend klein gew#hlt wird, nimmt also auch die
Funktion
w=u+ oh

ihr Maximum in einem Punkt z im Innern an. Wegen h, ., = 20, ; ist

(Lw)(x) = (Lu)(x) + 0(Lh)(x) — 26 Z a;q

fiir alle x € ). Wie im ersten Teil des Beweises ergibt sich daraus ein Widerspruch. [
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Folgerungen:

1. Minimumprinzip: Ist Lu = f > 0 in €2, so nimmt u sein Minimum auf dem Rand T’
an.

Beweis. Man wende auf v := —u das Maximumprinzip an. O
2. Vergleichsprinzip: Wenn fiir u,v € C?(2) N C(Q) gilt
Lu<LyvinQ, wu<wvaufl,
so folgt u < v in €.

Bewers. Fiir w := v — u ist nach Voraussetzung Lw = Lv — Lu > 0 und auf I" auch
w > 0. Nach dem Minimumprinzip folgt infycq w(x) > 0 und folglich v(x) > u(x)
fiir alle x € €. O

3. Eindeutigkeit der Losung: Die Losung des Dirichlet-Problems (4.8) ist eindeutig.

Beweis. Seien u; und uy zwei Losungen von (4.8), dann erfiillt v = u; — uy die
Gleichung
Ly=0inQ, v=0aufl.

Minimum- und Maximumprinzip implizieren

0=infu(z) <v(x) <supv(z) =0, xE€Q.
z€ef) FASY)

O

4. Stetige Abhingigkeit von den Randdaten: Die Losung des Dirichlet-Problems (4.8)
hiangt stetig von den Randdaten ab. Sind u; und us Losungen zu verschiedenen-
Randwerten, so ist

max |ug(X) — us(x)| = max |ug (x) — ua(x)].
x€Q xel

Beweis. Fiir v := uy — ug ist Lv = 0. Aus dem Maximumprinzip folgt

< < .
v(x) < maxo(z) < max|u(z)|, x€

Ebenso liefert das Minimumprinzip die Aussage

> mi > — .
v(x) > IZHEIII}U(Z) > r£16aFX|v(Z)|, x €

Definition 4.5 Ein linearer Differentialoperator £ zweiter Ordnung heift gleichméaRig
elliptisch, wenn ein a > 0 existiert, so dass die Koeffizientenmatrix A(x) = [a;;(x)]¢;_,
der Abschétzung

ETA(x)€ > al€]l3
fiir alle ¢ € R? und x € ) geniigt. Die Zahl o wird als Elliptizitéitskonstante bezeichnet.
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5. Stetige Abhdngigkeit von der rechten Seite: Der Operator £ der Form (4.9) sei gleich-
mébig elliptisch in . Dann gibt es eine nur von €2 und der Elliptizitdtskonstante
abhiingige Zahl ¢, so dass fiir jedes u € C*(Q) N C(Q) gilt

lu(x)| < max|u(z)| + csup |[(Lu)(z)], x € Q.
zel zeQ)

Beweis. Sei Q C {x € R?: ||x|s < R} und setze

d
w(x) = R? — Z:pf
i=1

Im Hinblick auf wy, ., = —26;; ist offensichtlich
Lw>2a und 0<w<R? inQ,
wobei « die Elliptizitatskonstante ist. Fiir
v(x) i= max [u(z)] + w(x)=— sup |(Lu)(z)|
z€l 200 zeq

ist nach Konstruktion Lv > [Lu| in Q und v > |u| auf I'. Das Vergleichsprinzip
liefert —v(x) < u(x) < v(x) fiir alle x € Q und wegen w < R? erhalten wir die

gewiinschte Abschitzung mit ¢ = R?/(2a). O
6. Elliptische Operatoren mit Term der Ordnung 0: Fiir den allgemeineren Differen-
tialoperator
d
(Lu)(x) = c(x)u(x) — Z i j(X)Ug, 2, (X) mit c(x) >0
ij=1

gilt ein abgeschwichtes Maximumprinzip. Aus Lu < 0 folgt

max u(x) < max{0, maxu(x)}.
x€Q xel

Beweis. Ein Beweis ist nur fir y € Q und u(y) = supyequ(x) > 0 erforderlich.

Dann ist (Lu)(y) — c(y)u(y) < (Lu)(y) < 0. Aukerdem ist durch den Hauptteil

Lu — cu ein elliptischer Operator der Form (4.9) definiert. Deshalb kann der Beweis

wie fiir Satz 4.4 vollzogen werden. O



58 Kapitel 5. Finite-Differenzen-Verfahren

5. Finite-Differenzen-Verfahren

5.1 Poisson-Gleichung

Im folgenden wollen wir uns auf die Poisson-Gleichung beschridnken. Dazu seien (2 C R?
ein beschrinktes Gebiet, f € C(Q) und g € C(T). Gesucht ist u € C?*(2) N C (), so dass

—Au=finQ, u=gaufl.

Definition 5.1 Eine Losung u € C%(Q)NC(Q2) der Poisson-Gleichung ist eine klassische
Losung. Gilt speziell f = 0, das heifst, ist Au = 0 in €2, so ist v harmonisch.

Wir werden mit Losung stets die klassische Losung meinen. Um diese zu berechnen,
benétigen wir finite Differenzen:

Definition 5.2 Fiir v € C(RY) und eine Richtung 1 < j < d definieren wir die
Vorwiérts- oder rechtsseitige Differenz durch
u(x + he;j) — u(x)

h Y

(thu)(x) =

die Riickwirts- oder linksseitige Differenz durch

u(x) — u(x — he;)
h

(07" u)(x) =

und die symmetrische oder zentrale Differenz durch

(ahu)(x) - u(x + hej)Q—hu(x — hej).
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Lemma 5.3 Ist {x+ the; : |t| <1} C Q und u € C*(Q2), dann gilt

) = @) + R, IRE] < bl
L = @) + R 1Rl <l
und
%(X) = (070" u)(x) + Ry

u(x + he;) — 2u(x) + u(x — he; h?
_ i) h(2 )+ i) + Rs, |Rs| < EHUHC“@)‘

Beweis. Es geniigt, die Behauptung im Eindimensionalen zu beweisen. Taylor-Entwicklung

von u liefert )

h
ulw 4 h) = u(e) + bl () + ' (6), €€ (wx %),
woraus sofort die erste Aussage folgt. Subtrahieren wir ferner

h2 " h3 n
?U (l’) - Fu (51)7 gl € (:E - h7 l’),
3

PA"©), Gt h),

u(z —h) = u(x) — hu'(z) +
u(z + h) = u(z) + hu'(x) + %u”(z) -

so folgt die zweite Aussage

w(z +h) —u(r — h) = 2h/(z) + %(u"'(fg) +u"(&1)).

Schlieklich folgt aus Addition der drei Gleichungen
h? h3 ht

(e = h) = ulz) = h'(z) + Su'(z) = (@) + u(&), &€ (@ ha),
—2u(z) = —2u(x),
uw(x + h) = u(z) + h'(z) + ?u”(:c) + %u’"(m) + %u(‘*) (&), & € (z,x+h),
dass
u(r +h) —2u(z) +u(z -h) h*, 4
52 =u"(z) + ﬂ(u( (&) + ul )(52))-

Zur Diskretisierung wird iiber das Gebiet €2 ein Gitter mit Maschenweite h gelegt
Q= {XEQ:x:hkmithZd},
Iy ={xel:31 <i<dmitz; =hk, keZ}.

In Anlehnung an Q = QUT setzen wir Q, := Q, UT),. Punkte aus I', werden Randpunkte
genannt. Ein Gitterpunkt x € €, der einen Nachbarn aus 'y, besitzt, heifst randnah. Alle
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anderen Punkte aus €, sind randfern. Ist Q die Vereinigung von Wiirfeln der Kantenléinge
h, so sprechen wir von einem Whiirfelgebiet. In diesem Fall besitzen dann auch alle Rand-
und randnahen Punkte immer den Abstand h zu ihren Nachbarn.

In den Randpunkten x aus I'; ist u(x) durch die Randwerte g(x) vorgegeben. Hingegen
erhdlt man fiir jeden Punkt x aus , eine Gleichung fiir u(x), indem man die Poisson-
Gleichung durch Differenzenquotienten approximiert. In jedem randfernen Gitterpunkt
x diskretisieren wir den Laplace-Operator durch (Aju)(x) := Zfil(@f ") (x), wobei

sich
d

(Au)(x) =) (97"9"u)(x) + O(h?)

i=1

ergibt. Fiir d = 2 erhalt man den sogenannten 5-Punkte-Differenzenstern

anw QN QNO 1 1
aw Qg Qo = ﬁ 1 —4 1
asw s Qso |, 1 )

Dieser ist fiir Wiirfelgebiete ausreichend.

In beliebigen Gebieten muss der Differenzenquotient fiir randnahe Punkte entsprechend
modifiziert werden. Fiir u € C3(€) erhélt man durch Taylor-Entwicklung in einer Dimen-
sion

2 2 2
Upy = ToUio 17 hW)uO — hohwuz + N hw)uW + O(h)
und in zwei Dimensionen
Au = Apu+ O(h) = #uo + #uw + #us
ho(ho + hw) hw (ho + hw) hs(hs + hy)
2 2 2
+ Tin(hs £ hN)uN — <hohw + hShN>uZ + O(h).

Hierbei bezeichnet h die jeweils grofste Schrittweite, das heifst, h := max{hw, ho} bezie-
hungsweise h := max{hy, ho, hs, hx}. Diese Diskretisierung des Laplace-Operators wird
auch Shortley- Weller-Approzimation genannt.

Beispiel 5.4 Eindimensionaler Fall: Sei
—Uyy = [ in (a,b), wu(a)=a, u(b)=7.

Firh=(b—-a)/nund z; =a+hi,i =1,...,n—1, setzen wir u; = u(x;) und f; = f(x;).
Dann erhalten wir das lineare Gleichungssystem

2 —1 Ui f1+04/h2
—1 2 —1 U9 f2
1 . . . . .
12 =1 funs Faos

-1 2| |up foo1 +B/R°

Zwerdimensionales Wiirfelgebiet: Zur Losung der Poisson-Gleichung im Einheitsquadrat

—Au=finQ, wu=0aufl
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iberziehen wir  mit einem Gitter der Maschenweite h = 1/n. Das entstehende Glei-
chungssystem wird iibersichtlicher bei Benutzung von Doppelindizes w;; = u(ih, jh),
1 <i,7 <n. Es ergibt sich das Gleichungssystem

Auij — Uiy = Uigrj — Ui — Uiga = fig, 1<4,5<n

mit f; ; = h%f(ih, jh). Die Terme mit Indizes 0 oder n gelten als nicht geschrieben.

Im Fall von Wiirfelgebieten ist die Systemmatrix immer symmetrisch. Ordnet man die
Indizes schachbrettartig an (zum Beispiel durch abwechselndes rotes und schwarzes Ein-
farben der zugehérigen Gitterpunkte), so erhélt man ein Gleichungssystem der Form

-4 -
A

AT

4

Beliebiges zweidimensionales Gebiet: Sei () ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck
mit Katheten der Lange 7:

10 }\8
11 1 >\6

4 5

Zu l6sen sei die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. Fiir h = 2 enthalt €2,
drei Punkte. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem fiir uq, us und ug:

Uz U3  Ug | Ul

A
U1 Uy Ug Uy
—— Uy = b+ =
6 6 3 3
w o Us U o
Man beachte, dass das System unsymmetrisch ist! A

Zusammengefasst erhalten wir demnach ein Differenzenverfahren fiir die ndherungsweise
Losung des Poisson-Problems: suche eine Gitterfunktion uy, : €2, — R, so dass

—(Apup)(x) = f(x)  fiir alle x € Qp,

up(x) = g(x)  fiir alle x € T'y,. (5-1)

Sammelt man alle Unbekannten im Vektor uy, so fiihrt (5.1) auf ein Gleichungsystem
Ahuh = fh-
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5.2 Beliebige elliptische Differentialoperatoren

Der allgemeine elliptische Differentialoperator

d d
0? 0
(L0060) = = 3 01 0) )+ 3 b)) + cout
wird diskretisiert durch
d d
(Lhu)(x) = | =Y ai(x)0;7"0 " = > a; ;(x)0 ) + Z bi (%)) + c(x) | u(x)

=1 i,7=1

i#£]

Falls u € C*(Q) ist, dann gilt |(Lu)(x) — (Lyu)(x)| = O(h?).

Beispiel 5.5 Im Zweidimensionalen ergibt sich

(Lru)(x) = [ = a1 ()" = 2a1,5(x)0) 05 — az5(x)8;" 05" [u(x)
+ [b1(x)) + ba(x) 03 Ju(x) + c(x)u(x)

1 (1,172 (X) —2(1,272 (X) —0,172 (X)
=572 —2a11(x) 4[a11(x) + az22(x)] —2a11(x)| u(x)
—0,172 (X) —2(1,272 (X) CLLQ(X) N
1 0 by (x) 0 0 0 O
+ o —by(x) 0 bi(x)| u(x)+ |0 c(x) 0] u(x).
0 —by(x) O 0O 0 0

So schon dieser Stern auch ist, so lasst sich dennoch im allgemeinen keine Stabilitat
nachweisen. Dies liegt an der Diskretisierung der gemischten Ableitung 9?/(9z,0x5), die
wir in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von a; 5(x) wie folgt modifizieren. Wir wéhlen

0 -1 1 1 -1 1 0
—1 2 -1} falls a;2(x) > 0 bzw. o2 1 =2 1] fallsaq(x)<0.
1 -1 0 1 -1

* *

1
2h?

Mit a}, := max{ay 2,0} und aj, := min{a, 2,0} erhalten wir den Siebenpunktstern

(Lhu)(x)

1 ay 5(x) |a1,2(x)| — ag2(x) —a}y(x)
= 12 la12(x)] — a1,1(x) 2[a1,1(X) + aga(x) — |a1,2(X)|] la12(x)] — a1 (x) | u(x)
—a}y(x) |a1,2(x)| — ag2(x) ay 5(x) .
1 0 by (x) 0 0 0 O
+ o —by(x) 0 bi(x)| u(x)+ |0 c(x) O u(x).
0 —bs(x) 0 1, 0 0 0],

Diese Diskretisierung ist ebenfalls konsistent von zweiter Ordnung, das heifit, es ist |(Lu)(x)—

(Lpu)(x)| = O(h?) falls u € C4(Q). Unter der Bedingung

a1 2(x)| < min{a; 1(x), az2(x)},
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lasst sich nun fiir den Hauptteil von £ das Sternlemma 5.6 anwenden.

Ist Q ein Wiirfelgebiet, so fithrt das Randwertproblem

(Lu)(x) = f(x) fur alle x € §,
g(x) furallexel,

u(x)
unter Verwendung der hier vorgestellten Diskretiserung auf das Differenzenverfahren

(Lpup)(x) = f(x)  fiir alle x € Qp,

up(x) = g(x)  fir alle x € ['),. (5:2)

Dies ist gleichbedeutend mit einem linearen Gleichungssystem Aju;, = f, fiir die unbe-
kannten Gitterwerte uy. Die Systemmatrix Ay ist symmetrisch, falls b = 0 gilt.

5.3 Diskretes Maximumprinzip

Alle verwendeten Differenzensterne entsprechen einer gewichteten Mittelung von Nach-
barwerten. Daher kann offensichtlich kein Wert grofser sein als das Maximum {iiber alle
Nachbarwerte. Dies ist der Spezialfall der Theorie der Differenzensterne, deren Koeffizi-
enten ein bestimmtes Vorzeichenverhalten aufweisen.

Lemma 5.6 (Sternlemma) Sei & > 1. Fiir die Zahlen ay und py, 0 < ¢ < k, gelte ay < 0
fir alle £=1,2,...,k und

Ferner sei pg > 0 oder Z];:o ay = 0. Dann folgt aus py > maxy<,<x{p,} die Gleichheit

Po=P1 =" = Dk-

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt

k

k k k
Z ay(pe — po) = Zae(m —Po) = Zaepe — Do Z oy < 0.
=1 =0 =0

=0

In der links stehenden Summe sind alle Summanden wegen «, < 0 und p, — py < 0 nicht
negativ. Also hat jeder Summand den Wert 0. Aus ay # 0 folgt die Behauptung. O

Definition 5.7 Das Gebiet 0, heift (diskret) zusammenhingend, wenn zu jedem
Punktepaar x,y € €2, auch ein Verbindungsweg existiert, der entlang der Gitterlinien
und ganz in 2, verlduft.

Bemerkung Fiir geniigend kleines h ist das Gebiet €2, diskret zusammenhéngend. A
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Satz 5.8 (Diskretes Maximumprinzip) Sei wu;, die Losung der diskreten Differentialglei-
chung
(Lpup)(x) = f(x) <0 fir alle x € ,

die von der Diskretisierung der elliptischen Differentialgleichung Lu = f < 0 in € her-
rithrt. Der Differenzenstern zu jedem Gitterpunkt in €2, geniige folgenden drei Bedingung-
nen:

1. Alle Koeffizienten, abgesehen vom Zentrum, sind nicht positiv.
2. Der Koeffizient in Ostrichtung sei negativ: ap < 0.
3. Die Summe aller Koeffizienten ist nicht negativ.

Dann ist

max up(x) < max{max up(x),0}.

x€Qp, xel'y,
Wenn das Maximum im Innern angenommen wird, die Koeffizienten in den Hauptrichtun-
gen (also in zwei Dimensionen ag, oy, ag, ay) negativ sind und €, zusammenhingend
ist, dann ist u; konstant.

Beweis. Wenn das Maximum im Punkt z € €0, also im Innern, angenommen wird, dann
setze po := up(z) > 0 und identifiziere py, po, ..., pr mit den Werten in allen Nachbar-
punkten, die im Differenzenstern auftreten. Wegen S5 aypy = f(z) < 0 impliziert das
Sternlemma py = p; = - -+ = pg, das heilt, uy(z) stimmt mit allen Nachbarn tiberein.

Nun marschieren wir zum Rand: wir wiederholen dieses Argument solange im jeweils
ostlichen Nachbarn, bis wir am Rand angekommen sind.

Wenn 2;, zusammenhéngt, konnen wir geméf der Voraussetzung das obige Argument
solange in alle Hauptrichtungen anwenden, bis alle Punkte von 2, erreicht sind. O

Bemerkung Wenn man als dritte Bedingung sogar verlangt, dass die Summe aller Ko-
effizienten des Sterns 0 ergibt, dann folgt das strenge Maximumprinzip max, g u(x) <
MmaXxer, Un(X). YAN

Aus dem diskreten Maximumprinzip kann man genau dieselben Folgerungen schliefsen
wie aus dem kontinuierlichen Maximumprinzip. Insbesondere sei auf das Vergleichsprinzip
und die stetige Abhéngigkeit von den Daten f und g hingewiesen. Eine weitere wollen wir
explizit benennen:

Proposition 5.9 Wenn das diskrete Maximumprinzip gilt, ist das Gleichungssystem
A vy, = f), eindeutig losbar.

5.4 Konvergenz

Auf Q, und Q;, definieren wir die Maximumnorm durch

[0nlle, -=max [va(x)[,  luallg, := max |un(x)].
XGQh XEQh
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Definition 5.10 Das Differenzenverfahren (5.2) heift
e konvergent mit der Ordnung p, wenn

[ — unllg, = OP),
e konsistent mit der Ordnung p, wenn
[Lru — Lullq, = O(hF),

e stabil (bzgl. der rechten Seite), wenn eine Konstante Cs > 0 existiert, so dass fiir
alle Gitterfunktionen v, mit v, = 0 am Rand gilt

lonllg, < CsllLhvnllay,-

Beispiel 5.11 Auf Wiirfelgebieten sind wegen ||[Lpu — Lullg, = O(h?) die Differen-
zenverfahren (5.1) und (5.2) konsistent mit der Ordnung 2. Da die Shortley-Weller-
Approximation nur von der Ordnung 1 ist, ist hingegen das Verfahren (5.1) fiir allgemeine
Gebiete nur konsistent mit der Ordnung 1. A

Bemerkung Stabilitit bedeutet nichts anderes, als dass [|A} || < Cy unabhingig von
der Maschenweite h ist. Das sieht man wie folgt: Bezeichnen v, und wy, die Vektoren der
Werte der Gitterfunktion vy|q, und L,v,, dann folgt wy, = A, vy,. Die Stabilitétsbedin-
gung kann nun iibersetzt werden gemafs

[onlle, = [Valloo = 1AL 'Whllso < CullWalloo = Csll Anvilloo = CsllLruvnlla, -

Hieraus folgt das Behauptete, da diese Ungleichung fiir beliebige Vektoren wy, gilt. A

Satz 5.12 Ist ein Differenzenverfahren stabil und konsistent mit der Ordnung p, dann
ist es auch konvergent mit der Ordnung p.

Beweis. Es gilt
v —unllg, < Csl|Ln(u —un)lla, = Csl|Lau — Lyupl|o,-
Wegen (Lpup)(x) = f(x) = (Lu)(x) fir alle x € Q, folgt

lu —unllg, < Cs[|£nu = Lullo, = O(R).
—————

Diskretisierungsfehler Konsistenzfehler
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Lemma 5.13 Sei Q in der Menge {x € R?: ||x||» < R} enthalten. Die Gitterfunktion vy,
sei Losung der Gleichung

—(Apvp)(x) =1 fiir alle x € Q,
vp(x) =0 fiir alle x € T',.

Dann gilt

0 < wp(x) < (R — [Ix][3), x €.

i
2d

Beweis. Man betrachte die Funktion w(x) = (R? — ||x||3)/(2d). Da w ein Polynom zwei-
ten Grades ist, verschwinden die bei der Bildung des Differenzensterns vernachléssigten
Ableitungen, das heifst, es gilt —A,w = —Aw = 1 in €2,. Auferdem ist w > 0 auf ['},.
Aus dem diskreten Vergleichsprinzip folgt daher vy,(x) < w(x) fiir alle x € Q. O

Dieses Lemma impliziert die Stabilitat: Sei wy mit w, = 0 auf I'y, beliebig, dann folgt

(Apwy)(x)

— <1=—(Apvp)(x), x€Q.
Bwnllg, == Gron)) '

Das diskrete Vergleichsprinzip liefert sofort

wy(x)

< p(x) <
Bpwnla, = )=

1 _
ﬁ(RQ - ||X||§)7 X € Qh)

dies bedeutet )

Jwrllg, < 2—d||Ahwh||Qh-
Korollar 5.14 Die Losung der Poisson-Gleichung erfiille v € C*(Q). Dann konvergiert
das Differenzenverfahren (5.1) und es gilt
[ = unllg, = O(h")

mit p = 2 im Falle von Wiirfelgebieten und p = 1 im Falle von allgemeinen Gebieten.

Bemerkung Ist der Differentialoperator

(€00 = = 3 a0y 3. u(x) 4 a0

ij=1

gleichméRig elliptisch mit Elliptizititskonstante a > 0, dann folgt fiir w(x) = R* —
Ix[|3, dass (Lrw)(x) = (Lw)(x) > 2a fiir alle x € €, (vergleiche fiinfte Folgerung des
kontinuierlichen Maximumprinzips). Erfiillt der zugehorige Differenzenstern das diskrete
Maximumprinzip (und damit das Vergleichsprinzip), so gilt daher Lemma 5.13 mit

1

0 <wp(x) < 50

(B = [x[2), x €.
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Enthélt hingegen £ zusétzlich Terme erster Ordnung und ist ¢ > 0, dann kann mittels
einem Storargument fiir geniigend kleine Maschenweite h Stabilitdt nachweisen werden.
Auf Wiirfelgebieten erhalten wir auf diese Weise ebenfalls eine quadratische Konvergenz-
ordnung fiir allgemeine (elliptische) Differentialoperatoren. A

5.5 Iterative Losung

Die Diskretisierung von Differentialgleichungen fiihrt auf sehr grofte, diinnbesetzte Glei-
chungssysteme Ax = b. Die effizientesten Loser fiir diinnbesetzte Gleichungssysteme sind
Krylov-Raum-Verfahren.

Besitzt der Differenzenstern die Eigenschaft

k
Zagz() und a, <0 firallel </ <k,
(=0

dann folgt aus dem Satz von Gerschgorin, dass jeder Eigenwert einen positiven Realteil
besitzt, denn

k
O#AGK:{ze@:|z—a0|§2|a4|}.
/=1

<ao

Ist die Systemmatrix A zuséatzlich symmetrisch, dann kann das CG-Verfahren zur itera-
tiven Losung benutzt werden. Dies tritt geméafs Abschnitt 5.2 beispielsweise auf Wiirfel-
gebieten ein bei der Diskretisierung des Differentialoperators

d

(Lu)(x) = c(x)u(x) — Z a;; (x)mu(x), c(x) > 0. (5.3)

i,j=1

5.5.1 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten von Hestenes und Stiefel (1952), welches auch
als CG-Verfahren (vom englischen conjugate gradient method) bekannt ist, ist wohl das
effektivste Verfahren zur Losung grofer linearer Gleichungssysteme Ax = b mit symme-
trischer und positiv definiter Matrix A.

Definition 5.15 Ist A € R™*" symmetrisch und positiv definit, dann definiert
<X7 y)A = XTAy7 X,y € R"

ein Skalarprodukt. Die induzierte Norm

|x||a == \/<X, X)A = VxT Ax

wird Energienorm beziiglich A genannt. Zwei Vektoren x,y € R" heiffen konjugiert
beziiglich A, falls
(x,y)a =x"Ay = 0.
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Lemma 5.16 Seien dgy,d,...,d,_; beziiglich A konjugierte Richtungen. Fiir jedes x, €
R™ liefert die durch

Xi+1 = X; + a;d;
mit

d?ri

~ dTAd;’
fiir # > 0 erzeugte Folge nach (hochstens) n Schritten die Losung x = A~'b.

r, = b —-}Xxg

;

Beweis. Mit dem Ansatz

erhalten wir wegen den Orthogonalitétsrelationen

n—1 n—1
dTA(x —x¢) =d’A ( Z ajdj) = Z a; dTAd; =a,d’Ad;

j=0 =0 _fallsi#£

die Beziehung

dTA(x — xo)
o= ————"
d’Ad;
Weil d; zu den anderen Richtungen konjugiert ist, gilt

i—1 i—1
dFA(x; — x¢) = de(Zajdj) => a;dfAd; =0.
=0 \_:zr_/

Jj=0

Deshalb ist

=b
~ =~
_ d](Ax —Ax;+ Ax; — Axg)  d](b—Ax;))  dJA(x;—x¢)  d]r
B d’Ad; -~ dVAd; d’Ad;  dlAd;’
~—— ——

=0

Q;

O

Bemerkung Der Vektor r; = b — Ax; wird Residuum genannt. Seine Norm ||r;||2 ist
ein Maf fiir den Fehler im i-ten Schritt. Gilt [|r;||2 = 0, so stimmt x; mit der Losung

x = A~ b {iberein. AN

Beim Verfahren der konjugierten Gradienten werden die Richtungen dy, dy, ..., d,_1 nicht
von vornherein gewahlt, sondern aus dem jeweils aktuellen Residuum r; durch Addition
einer Korrektur ermittelt. Das Verfahren der konjugierten Gradienten lautet:

Algorithmus 5.17 (CG-Verfahren)
input: Matrix A € R™*", rechte Seite b € R™ und Startndherung x, € R”
output: Folge von Iterierten {xy}ro
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@ Initialisierung: setze dyg =rg:=b — Axg und 7 := 0

@ berechne
d’r;

L= ! A4

@ = dTAg, (5.4)

Xit1 = X5 T Oél'dl' (55)

rii1: =1, — OzZAd, (56)

d@TAriH
diy1 :=riy1 — Bid; (5.8)

® falls ||r;41]]2 # 0 erhohe i := i+ 1 und gehe nach @

Dass die durch das Verfahren produzierten Richtungen dg,d, ..., d;;; tatsédchlich beziig-
lich A konjugiert sind, folgt mit der Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 5.18 Solange r; # 0 ist, gelten die folgenden Aussagen:
1. Es ist d?ri =0 fir alle j < 7.
2. Es gilt rr; = 0 fiir alle j < i.
3. Die Vektoren dy,dy, ..., d; sind paarweise konjugiert.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass gilt

Ari P dl (- ,Ad) =dTr, —  a;  dTAd; = 0. (5.9)
—~

(5.4) dl'r;
al'aq;
1

Wir fithren nun den Beweis vermittels Induktion.

Im Falle ¢ = 1 folgen die ersten beiden Aussagen direkt aus (5.9), wihrend sich die dritte

wegen
d7Ad, @ dTAr, - 8 dTAd =0
~—
(5.7) df Ary
~ al'Adg

ergibt.
Fiir den Induktionsschritt ¢ — ¢ + 1 nehmen wir an, dass alle drei Aussagen fiir ¢ gelten.
Nun ergibt sich die erste Aussage fiir ¢ + 1 und j = ¢ wieder aus (5.9) wéhrend sie fiir
J < ¢ mit Hilfe der Induktionsannahme aus
dTr; 2 dT(r; — a,Ady) = dTr; —a; dTAd, = 0
5 +1 — 5 r; Q; z>— jrz Q; 5 i
=0 =0

folgt. Wegen

(5.8) . .
r, = d;+p;_1d;_q, 1<j5<i
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ergibt sich die zweite Aussage direkt aus der ersten.
Weiter sind d; und d;;; konjugiert, da
dTAdZH = d Ari,— B d'Ad;=0.
—~—

(5.7) df Ar; g
al'Ad,

Fiir d; mit j <4 folgt aufgrund der Induktionsannahme

(5.8)
d?AdiJrl = dJTA(I'Hl - Bzdz) = d?AI'z'H — Bi d?Adi = dJTAI'z‘Ha
=0
und damit wegen der schon bewiesenen zweiten Aussage

T T (5.6) T T T
Ozjdj Adi—l—l = Ozjdj Ari—f—l = (I’j — I'j+1) rig1 = I'j rii1 — rj+1rz~+1 = 0.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass «; nicht Null werden kann. Angenommen «; = 0, dann
folgt
d?rj = 0,

und wegen (5.8) ergibt sich
0=(r; = fBjad;1)r; =rjr; — B d]_r; = [|r,]f3.
~——

=0

Dies steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung r; # 0. O
Bemerkung
1. Aquivalent zu (5.4) und (5.7), aber effizienter und numerisch stabiler, hat sich die
Wahl . .
a; = i’ B, = CTipilin
d’Ad; rlr,
erwiesen.

2. Das Verfahren der konjugierten Gradienten wird generell als Iterationsverfahren
verwendet, das heifst, man bricht die Iteration ab, falls ||r;||> klein ist. Pro Iterati-
onsschritt wird nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation benétigt. Die Konvergenz des
Verfahrens hingt dabei stark von der Kondition der Matrix ab. Genauer, es gilt die
Fehlerabschétzung

(5.10)

cond, A
Hx—xz-HA§2<V : P

veonds A + 1

siehe zum Beispiel J. Stoer und R. Bulirsch Numerische Mathematik II.
3. Es bezeichne K;(A,rg) den sogenannten Krylov-Raum

ICZ(A, I'()) = span{ro, AI‘Q, AZI'(), c. Aiilro} = span{do, dl, cey di—l}-

Man kann zeigen, dass die Iterierte x; des i-ten Schritts die Funktion

1
d(x) = -x"Ax — b'x
2

unter allen x € xo + IC;(A, rg) minimiert.
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5.5.2 GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren (kurz fiiv Generalized Minimal Residual-Verfahren) ist ein sehr
schnell konvergierendes Verfahren fiir nichtsymmetrische Gleichungssysteme, das auf dem
Arnoldi-Verfahren beruht. Die Systemmatrix ist unsymmetrisch bei Differentialoperatoren
mit Termen erster Ordnung, aber auch bei der Shortley-Weller-Approximation.

Beim GMRES-Verfahrens bestimmt man eine Orthonormalbasis {v, ..., viy1 } des Krylov-
Raums IC11(A, z). Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren fiithrt auf

- Vi
V] = Z, Vi = ——< y
[V1[2
- vy
Vo = Avy — VlTAvl vy, Vo = ———,
—— [Vall2
:5h1,1 N——
=tha1
- V3
vy = Avy, — VlTAvg vy — VQTAVQ Vo, V3 = ——,
—_—— ~—— [Vs][2
::hl’g ::hg’g e
=:h3 2
- Wy
vy = Avy — VlTAvg Vi — V2TAV3 Wo — V3TAV3 V3, V4= —,
—— —— ~—— [Val|2
=h13 =:ha3 =:h33
=:h4 3
Demnach erhalten wir nach k Schritten die Faktorisierung
AV, =V 1 Hy,
wobei die Spalten von Vi1 = [vy, vy, -+, Vg, Viy1] gerade die Orthonormalbasis des
Krylov-Raums Ky41(A, z) ist und
hix hig hiz - hy
hoi hog hasz  -- bk
H, 0 hs2 hss - hsy c RUE+DxE
0 - 0 hrp—1 Ik
o - 0 0 higik

eine obere Hessenberg-Matrix ist.

Sei xq eine Startndherung und z :=r; = b — Axo. Wegen v; = ry/||rg||2 folgt dann

min b— Ax|l, = min||b - A(xq +V
xEx0--K 1, (A,ro) I I2 yERF | (%o kY)ll2

= min ro — Vi1 Hyyll2
yERF

= ;’relﬁi HelHI'()HQ - HkyHQ'

Dies bedeutet, die Losung y eines ((k:+1) X k:)—Ausgleichsproblems liefert die neue Iterierte
gemil xp = xg + V,y. Dieses Ausgleichsproblem ldsst sich schnell durch die k£ Givens-
Rotationen G(2,1,6,),G(3,2,0s),...,G(k+1, k, ;) 16sen. Die Norm des Residuums ry, =
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b — Ax,, lasst sich dann offensichtlich aus

R
G(k+1,k,0) - G(3,2,0:)G(2,1,0,) (e1]|rolls — Hyy) = {plk’: ] — { 0_,%0 } y

ablesen und lautet |pj,1|. Der Ubergang (Ri—1, Pr—1, pr—1) — (R, Pr, pr) ist ein einfaches
Update unter Ausnutzen von der Identitéiten
k-1

o k—1
ij=1 i=

[Ry] Ry und [px],_, = Pe-1,

das nur das Erzeugen der neuen Givens-Rotation benétigt.

Algorithmus 5.19 (GMRES-Verfahren)
input: Matrix A € R™ ", rechte Seite b € R" und Startndherung x, € R"
output: Néaherungslosung x; mit ||b — Axglls < e
@ Initialisierung: setze wy := b — Axq, po = h1 := ||[Wo|]2 und £k :=0

@ solange (|pk+1| > €) berechne

k=k+1
Vi = kal/hk,kfl
wy = Avy
T T
th =V W, h]ﬁk = VWi
k
W) = W), — g hi ki
i=1
Pk = Wl

(Rk—b Pr—1, Pk—l) = (Rka Pk, Pk)

® lose
Ry = p&

durch Riickwértssubstitution und setze x; := x¢ + V¥

5.5.3 MINRES-Verfahren*

Ist ¢(x) in (5.3) beliebig, so kann die Matrix indefinit symmetrisch sein. Wendet man
dann das GMRES-Verfahren auf das Gleichungssystem an, dann ist die obere Hessenberg-
Matrix [Hk]’;‘C j—1 aus Symmetriegriinden eine symmetrische Tridiagonalmarix und der
Arnoldi-Prozess wird zum Lanzcos-Prozess. Dies fiihrt auf das MINRES- Verfahren (kurz
fiir Minimal Residual-Verfahren). Wir stellen hier jedoch eine Variante vor, bei der direkt
die Iterierte und das Residuum aufdatiert wird.

Lemma 5.20 Seien dy,d;,...,d,_; beziiglich A? konjugierte Richtungen. Fiir jedes
X9 € R" liefert die durch

Xk+1:Xk+akdk, k’ZO,l,...,TL—l,
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mit
_ dgAI‘k
dTA%d,’

erzeugte Folge nach (hochstens) n Schritten die Lésung x, = A~ 1b.

(673 ry = bk — AXk

Beweis. Mit dem Ansatz
n—1
X —Xg = Z Oégdg
(=0

erhalten wir wegen den Orthogonalitétsrelationen

n—1 n—1
dlA%(x — xo) = dT A? ( > agd,z) => a, dfA’d, =d{A%d,
£=0 =0 _gfalsk £

die Beziehung
- dTA?(x — xg)
dF A2d,

WEeil dj; zu den anderen Richtungen konjugiert ist, gilt
k—1 k—1
dkAQ(Xk — Xo) = dgAQ( Oégdg) = (07 dgAng =0.

Deshalb ist

=b
= dgA(,K;—Axk + Ax;, — Axg) _ dFA(b - Ax;,)  dFA%(x, —xo)
dF A2d, dF A2d, . dF A2d, )
-0
B dZArk
dlA2d;

O

Beim MINRES-Verfahren werden die Richtungen dg,ds,...,d,_ 1 nicht von vornherein
gewahlt, sondern sukzessive vermittels einer Dreitermrekursion ermittelt. Das vollstdndige
Verfahren lautet:

Algorithmus 5.21 (MINRES-Verfahren)
input: Matrix A € R™*", rechte Seite b € R" und Startndherung x, € R"
output: Folge von Iterierten {xy}r~o

@ Initialisierung: setze d_; :=0,dy =19 :=b — Axg und k£ :=0
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@ berechne
dZAI‘k
@ dT A
ke k
Xpt1 = Xg + apdy
rpi = Iy — aipAdy
_ diA%d,

== 5.11

i dTA2d, (5.11)
dTA3d,_,

== 5.12

,yk' d’l{;lAQdk_l ( )

dk+1 = Adk — ﬁkdk — ’dekfl (513)

® falls ||rg11]l2 > € erhdhe k := k + 1 und gehe nach @

Bemerkung Mithilfe einer zusétzlichen Variablen s, = Ad,; lisst sich das Verfahren so

umformulieren, dass nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation pro Iteration bendtigt wird.
A

Satz 5.22 Solange rp # 0 ist, produziert das MINRES-Verfahren von Null ver-
schiedene, paarweise A? konjugierte Vektoren dg,dy,...,d; und es gilt Kp,1(A, o) =
span{dy,dy,...,dg}.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass aus Kp1(A, o) = Ki(A, 1o) die Existenz von Zah-
len ~, folgt mit

k—1
A(X — Xo) =TIy = AZ’Y@Azro.
£=0

Dies bedeutet, dass dann x € x¢ + Kx(A, 1) und folglich ry = 0 gelten wiirde. Daher
besitzt KCri1(A, 1) stets die Dimension k + 1.

Wir wollen nun den Beweis vermittels Induktion fithren. Wegen

dTA%d, "= dTA%d, - Bd] A%d, = 0
ist die Behauptung fiir £ = 1 klar.

Fiir den Induktionsschritt k — k + 1 nehmen wir an, dass die Behauptung fiir & > 1 gilt.
Dann folgt aus (5.13)

0#de1= Ady —Brde — yedi—1 € Kig2(A, 1),
ZKk+1(A,ro) €Kp11(A,ro)

dies bedeutet
span{do,dy, ..., dpp1} = Kro(A, 1),
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Fiir alle ¢ < k folgt aufserdem sofort

(5.13)
al A%, "= dTA%d, — B, dTA%d,— v, df A%,

(5.11)dF A3ay (5.12) dTA3d;_,

T
dl'A2d, A2d;,_,

di s
was fiir £ = k — 1, k offensichtlich gleich Null ist. Fiir £ < k — 1 sind alle Terme Null
aufgrund der Induktionsannahme, wobei man dies im Fall df A®d, = 0 wie folgt einsieht:

dg L a2 ’Ck_l(A, I'Q) D) A’Ck_Q(A, I'()) 5 Ad,.

O
Lemma 5.23 Die Iterierten x; aus dem MINRES-Verfahren erfiillen
min b — Ayl = b — Axyll>
yeExo+K (A ro)
Beweis. Fiir ein beliebiges y € xq + Kr(A, rg) folgt
b — Ay[3 = lx — ¥l
n—1 2
= Zaédz — (¥ — xo)
=0 A?
n—1 2
> Z apdy
=k A?
n—1
=D lae’lldele,
=k
wobei nach Konstruktion das Minimum fiir x; angenommen wird. O

Bemerkung Man kann (5.11)—(5.13) auch ersetzen durch

_ d{ArkH
rlAry

In diesem Fall kann jedoch die Suchrichtung d;; = 0 werden ohne dass r;,; = 0 gilt. Dies

bedeutet, der Algorithmus kann zusammenbrechen, bevor die exakte Losung gefunden ist.
A

B = dyy1 =11 + Brdg.

5.6 Vorkonditionierung

Die Stabiltdtsanalyse liefert [[A™!| < Cy, wihrend wir aus der Definition des Diffe-
renzenstern schliefen, dass ||All. < C./h*. Hieraus erhalten wir fiir die Kondition der
Systemmatrix A die Abschatzung

condo A = [|AlL][A7Y| . < C;lfc P28 %o

Dass diese Abschétzung scharf ist, zeigt das folgende Beispiel.
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Beispiel 5.24 Wie man leicht nachrechnet, besitzt die bei der Diskretisierung der ein-
dimensionalen Poisson-Gleichung auftretende Systemmatrix A € RM™=Dx("=1) (yergleiche
Beispiel 5.4) die Eigenwerte

und die Eigenvektoren v, mit

[Vi]e = sin (—), (=1,2,...,n—1.

Wegen

2.2

2
)\min - ﬁ [1 - ("‘ 1-— + O<h4)>:| = ’7'('2 + O(hQ),
h?m? 4

AmaX:%l1—(—1+ 5 +(9(h4))] :ﬁ+0(1),

folgt schlieflich
)\max 4

)\min h27T2

conds A = + O(1).
A

Um eine Genauigkeit £ > 0 mit dem CG-Verfahren zu erzielen, benétigt man geméfs (5.10)

K log (£/(2]1x — xoll2))
- log q

Iterationen, wobei

veonds A — 1 22— hm ! 2hm

q:\/cond2A+1N2+h7T— 2+ hr

Wegen

2hm
l ~1 1— ~ —h
084 og( 2—|—h7r) i

folgt also, dass man K = O(1/h) Iterationen bendtigt, falls man als Startndherung xg
etwa immer den Nullvektor nimmt.

Bemerkung Bezeichnet man die Anzahl der Unbekannten mit n, dann folgt fiir eine
Differentialgleichung auf dem d-dimensionalen Wiirfel der Zusammenhang h ~ n~'/?.
Folglich besitzt das Berechnen einer Losung die Gesamtkomplexitit O(n(d+1)/d). A

Man versucht daher, durch eine geeignete Vorkonditionierung die Konvergenz zu be-
schleunigen. Dazu wahlt man eine symmetrische und positiv definite Matrix M, so dass
conds (MflA) = condy (Mfl/ 2AMY 2) klein wird. Das CG-Verfahren wird nun auf das
zu Au = f dquivalente System

M 'Au=M"'f

angewendet. Da M 1A im allgmeinen nicht mehr symmetrisch ist, fiihrt man das CG-
Verfahren im modifiziertem Innenprodukt (x,y)n := x? My durch, denn hier gilt

(M Ax, y)m = x" (M'A)" My = x"M(M'A)y = (x, M"'Ay)m.
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Man beachte, dass wegen

a2z XPAMTIAX yemrze yTMTYV2AMTIAMY 2y
HM AHM = Sup T o sup T
x#0 X' Mx y#0 yTy

= MR AN

und analog fiir die Inverse A~!, in der Fehlerabschitzung des vorkonditionierten CG-
Verfahrens tatsichlich die Konditionszahl cond, (M_lA) auftritt. Das fertige Verfahren
nennt man PCG-Verfahren (kurz fir preconditioned conjugate gradients).

Algorithmus 5.25 (PCG-Verfahren)
input: Matrix A € R™*", Vorkonditionierer M € R"*™, rechte Seite b € R"”
und Startnaherung x, € R”
output: Folge von Iterierten {xy}ro
@ Initialisierung: setze sy := b — Axy, dg =1y := M !sy und k :=0
@ berechne

sTry
% = g
k k
Xp41 = Xg + ogdy,
Sgi+1 ‘= Sk — OékAdk

. -1
Tp1 = M7 S

T
ﬁk L Sk+1rk+1
sTry,

dit1 = reg1 + Bedy

® falls ||sgy1]|2 > € erhdhe k := k + 1 und gehe nach @

Bemerkung Optimal ist eine Vorkonditionierung mit einer Konditionszahl cond, (MflA),
welche klein und moglichst unabhéngig von der Maschenweite h ist. Dies bedeutet, dass
M moglichst “nahe” an A gewihlt werden sollte. Zusitzlich muss M~ jedoch auch billig
anzuwenden sein. A

Eine einfache Vorkonditionierung bietet die ILU-Zerlegung (kurz fiir inclomplete LU -
decomposition). Da bei einer gewohnlichen Cholesky-Zerlegung A = LL” die Dreicksma-
trix L weit mehr Nichtnullelemente besitzt als A, rechnet man die Cholesky-Zerlegung
nur auf einer Untermenge F C {(4,7) : 1 <4,j < n} aus. Geeignete Mengen E kann man
iiber Sternmuster definieren, zum Beispiel

0 « 0 * % 0 * * %
* x k|, * x k|, * x x
0 « 0 0 % % * K ok
* * *

Die Diagonalelemente sind dann gegeben durch

_ 2 -
gjyj = |aj; — Z Ej,k >0, 1<j5<n,
k<j
(4,k)eE
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und alle Nebendiagonalelemente aus £ durch

1
lig=4— (a’iJ - fz‘,kfj,k), j<i<nmit (i,j) € E.
(i,k),(5,k)€E

Insgesamt erhilt man also eine Zerlegung A = LL” + R mit einer Restmatrix R # 0.

Beispiel 5.26 Wir wollen eine ILU-Zerlegung vorstellen, die beweisbar die Konditions-
zahl verbessert. Dazu bemerken wir zunéchst, dass offensichtlich die Systemmatrizen zum
Differentialoperator —A, und —A,, + ( fiir alle { > 0 spektral dquivelent sind. Weiterhin
nehmen wir der Einfachheit halber an, dass auf den horizontalen Gitterlinien stets gleich
viele und zwar m Knoten liegen. Der Nachbar des Knotens ¢ nach Siiden trigt dann den
Index 7 —m und der nach Westen den Index 7 — 1. Als Matrizen L und R machen wir den
Ansatz
0 —T;
bi-1 a; 0 und Ti + Timm+1

—Ti—m+1

Ci—
1—m *

Die Beziehung A = LL” +R entspricht dann in der Sternnotation der Gleichung

*

—%i bi—1ci1 a;C; —T;
_ 2 2 2
—Bic1 o —=Bi| = |ai—1bioy ai +b;_ +ci,, ab; + T + Timy1
~Yi—m N Ci—m@i—m  bi—mCi—m N “Tiem+1]

Hieraus ergeben sich die Gleichungen

2 2 2
a; = i = bj_y = Gy = Ti = Timmia
b, = —@/CM’ C; = —%/az‘, ri =bi_1ci_1.

Setzen wir konkret a; = 4 + 8h? und 3; = ~; = 1 fiir alle inneren Punkte und 5; = v; = 0
fiir alle Randpunkte, dann folgt durch vollstdndige Induktion:

1
> /2(1 P S —
al_\/_( + h), O<T2_2(1+h)2

Mit der Formel (x + y)? < 2(2? + y?) konnen wir x? Rx abschitzen:

0<x'Rx = Z'r’@(a:z — Tipm-1)?

< ZZ: ﬁ{(fﬁz — 1) + (L1 — Tipm1)’

1
< -
T (14 h)?

Aus A =LLT +R folgt

xT Ax.

xTLLTx < xTAx < MxTiiTx
- ~ h(2+h)

und damit 1k
cond, ((LLT)TA) < % =O(h™).
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5.7 Mehrgitterverfahren*

Definition 5.27 Ist A € R™" und B € RP*? so ist das Tensorprodukt oder
Kronecker-Produkt C = A ® B € R™*™ definiert durch

CL1,1B CLLmB
C = [ai;B],_, ng=lam

a'n,lB an,mB

Lemma 5.28 Fiir A € R™*" B € R™? C € R D € R"™** gilt

(A®C)- (Bo®D)=AB®CD.

Beweis. Wegen
A (024 C == [ai7]—C]Z—7]—, B & D= [b%]D]Z’j

besteht F = (A ® C) - (B ® D) aus den Blockmatrizen

n

Fz‘,j = Z(az,kc><bk,]D) = Zai,kbk,j .C-D= <Zai,kbk,j> . CD,
k=1 k=1

k=1

Andererseits besteht G = AB ® CD aus den Blockmatrizen

n

Gij =g -CD = (Zai,kbk,j) +CD, 1<i<m, 1<j<p,
k=1

woraus sich die Behauptung ergibt. Ol

Folgerungen:
1. Esgilt (AB)'=A"1@BL
2. Sind (A, v) und (p, w) Eigenpaare von A bzw. B, dann ist (Ay, v®@w) ein Eigenpaar
von A ® B.
3. Seilen A € R™™ bzw. B € R™ und (\,v) bzw. (u, w) zugehorige Eigenpaare.
Dann ist (¢ + A\, v ® w) ein Eigenpaar von A @ 10 4 1) @ B,
Wir betrachten die Diskretisierung der Poisson-Gleichnung auf dem Einheitsquadrat durch
den 5-Punkte-Stern zur Schrittweite h = 1/n (vergleiche Beispiel 5.4). Bezeichnet
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die Diskretisierung des eindimensionalen Laplace-Operators und I die Einheitmatrix im
R"~!, dann folgt bei zeilenweiser Numerierung der Unbekannten das lineare Gleichungs-
system

Au=(LeIl+I®Lju=f.

Wir wollen dieses Gleichungssystem mit der Richardson-Iteration
Xpr1 =Xk +w(f — Axg), k=0,1,2,... (5.14)

16sen.

Bemerkung Die Richardson-Iteration ist das Gradientenverfahren zur Minimierung von

1
d(x) = §XTAX —xf — min

mit fester Schrittweite w. Fiir das Modellproblem und w = 1/4 stimmt die Richardson-
Iteration mit dem Gesamtschrittverfahren

Xp =D 'Mf+ (L+R)x;], k=0,1,2,...

iiberein, wobei A =D — L — R. A

Die Eigenpaare von L sind geméf Beispiel 5.24

. 1 n—1
)\Z-:2—2(:os<ﬂ), Vi:[sin<ﬂ)} , 1=1,2,...,n—1.
n n o1

Folglich besitzt die Iterationsmatrix I — wA die Eigenwerte

,umzl—w{Z—Qcos (Z—W)+2—2COS (j—ﬁ)]
n n

(.

=4 s'mQZi,ﬂ'/(Zn)) =4sin? (}:r/(Qn))
= 1 — 4w | sin® il + sin? I
2n 2n
mit zugehorigen Eigenvektoren w;; := v; ® v;. Fiir 0 < w < 1/4 sind alle Eigenwerte

betragsméfig kleiner als Eins und die Richardson-Iteration konvergiert. Aber wegen
11— WAl = s = 1 — O(?)
wird die Konvergenz fiir h — 0 immer langsamer. Hingegen ist die Konvergenz fiir alle

Eigenvektoren mit hohem Frequenzanteil in mindestens in einer Richtung unabhéngig von
h gegeben durch

max{|/u; ;| 1 >n/2 oder j > n/2} <1 —4w[sin2 (g) +Sin2(0)] =1-2w< 1

Somit haben wir folgendes Ergebnis gezeigt:
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Lemma 5.29 Sei
Vise := span {Wi,j 1 <i,j <n, max{i,j} > n/2}

der Unterraum der hohen Frequenzen. Fiir den Startwert x, der Richardson-Iteration
(5.14) gelte ey := x — xg € Vg. Dann liegen alle weiteren Fehler e, := x — x;, ebenfalls
in Ve und es gilt

lexrillz < (1 = 2w)l|exll2-

Korollar 5.30 Der Startfehler e, sei aufgeteilt in

€0 = €0,0sc + €0,glatt €0,0sc S %sca €0,glatt S ‘/glatt = ‘/OJS_C-
Dann gilt
€1 = €k osc + €L glatt
mit
€k,0sc = (I - WA)keO,osc € V:)sca €L glatt — (I - WA)kek,glatt S ‘/g;latt
und

Hek,oscH2 S (1 - 2W>kHeO,oscH2-

Folglich werden die hochfrequenten Fehleranteile e o mit der Richardson-Iteration schnell
gedampft, wahrend die tieffrequenten Fehleranteile e gia¢ sehr langsam reduziert werden.
Die Idee des Mehrgitterverfahrens ist es nun, diese tieffrequenten Losungsanteile auf einem
groberen Gitter zu approximieren.

Zutaten eines Mehrgitterverfahrens:

1. Wir benotigen eine Hierarchie von Gittern
QP Qj = Qp,
wobei h; = 277hy. Auf jedem Gitter erhalten wir ein Gleichungssystem

AJuJ = fj7 uj c ‘/} = R‘le

2. Fiir den Gittertransfer €2;_; — {2; benotigen wir eine Prolongation
Pj : ‘/},1 — V}',

welche eine Gitterfunktion u;_; € V,_; auf das feinere Gitter €2; transferiert. Nahe-
liegend ist die 9-Punkt-Prolongation

1/4 1/2 1/4
12 1 1/2| |
1/4 1/2 1/4],

die einer bilinearen Interpolation von u;_; in allen Gitterpunkten von €2; entspricht.
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3. Umgekehrt bendtigen wir fiir den Gittertransfer €; — Q;_; eine Restriktion
Rj : V} — V}_l,

welche einer Gitterfunktion u; € V; auf das grobere Gitter €2;_; einschrankt. Viel
besser als die triviale Restriktion

000
010
000 .
ist die 9-Punkt-Restriktion
1/4 1/2 1/4

Sl 112,
Pl 12 14

da diese wegen 4Rf = P; die Symmetrie bewahrt. Insbesondere gilt dann A,;_; =
R;A,P;.

4. Als Glatter verwendet man ein Iterationsverfahren wie die Richardson-Iteration, das
Gesamtschrittverfahren oder das Finzelschrittverfahren

Xp1 =D -L)'(b+Rxy), k=0,1,2,....

5. Auf dem grébsten Gitter Qy wird ein direkter Grobgitterloser fiir das Gleichungs-
system Agxy = fj eingesetzt.

Bemerkung Obwohl Restriktion und Prolongation mit demselben Stern beschrieben
werden, ist ihre Bedeutung komplett unterschiedlich: bei der Restriktion werden die Daten
gemittelt, wihrend sie bei der Prolongation verteilt werden. A

Algorithmus 5.31 (Zweigitterverfahren)
input:  Diskretisierungslevel j, Vorglattungsschritte 1, Nachglattungsschritte vs,
Startnéherung x;, € R™, Systemmatrizen A;_;, A;, rechte Seite f; € R™
output: approximative Losung Xgut
® wende vi-mal den Glétter zur Losung von Aju; = f; mit Startwert x;, an und
erhalte x;

@ bilde Residuum r; :=f; — A;x;
® bilde f;_; := R;r;
@ lose Aj_1x;_1 =f;_;
® bilde x; :=x; + P;x;_4
® wende v5-mal den Glatter zur Losung von A ju; = f; mit Startwert x; an und erhalte
Xout,
Benutzen wir das Richardson-Verfahren als Glatter und setzen wir ey, = Aj_lfj — Xin,

dann ist der Fehler nach Schritt @ genau ep = (I — wA ;)" e;,. Die Grobgitterkorrektur,
die in den Schritten @-® berechnet wird, ist gerade d = PjA;_lleAje@. Beachtet man
noch das Nachglétten, dann folgt

€out - — A;lfj — Xout — (I — CUAJ‘)VQ (I — P]A;_llR]A])(I — wAj)”lein.

Die rekursive Anwendung des obigen Algorithmus liefert das Mehrgitterverfahren:
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Algorithmus 5.32 (Mehrgitterverfahren)
input: Diskretisierungslevel j, Rekursionparameter +,
Vorglattungsschritte vy, Nachglattungsschritte vy,
Startnédherung x;, € R™, Systemmatrizen Ay,..., A, rechte Seite f; € R™
output: approximative LOosung X,us
@ falls j =0, dann X, = Aj_lfj und stop
@ wende vi-mal den Glétter zur Losung von Aju; = f; mit Startwert x;, an und
erhalte x;
® bilde Residuum r; :=f; — A;x;
@ bilde f;_; := Rjr;
® wende y-mal das Mehrgitterverfahren mit Startwert 0 zur Losung von A;_ju;_ =
f;_1 an und erhalte x;_;
® bilde x; :=x; + P;x;_4
@ wende v5-mal den Glatter zur Losung von A ju; = f; mit Startwert x; an und erhalte

Xout

Je nach Wahl des Rekursionsparamters v erhalten wir folgendes Schema:

V-Zyklus (y =1) W-Zyklus (v = 2)
j =4
j=3
j=2
j=1
=0

Lemma 5.33 Fiir v < 2% ist der Aufwand des Mehrgitterverfahrens 5.32 linear.

Beweis. Fiur die gewdhlten Parameter (v, v, 7) bezeichne T'(j) den Aufwand des Mehr-
gitterverfahrens zum Level j. Die Zahl der Unbekannten n; im Level j skaliert wegen
hj = 277hy wie 2%. Da das Matrix-Vektor-Produkt linear skaliert, besitzt ein Glattungs-
schritt die Komplexitét cqonj. Ebenso skalieren die Prolongation und die Restriktion linear,
crn; bezichungsweise cpn;. Damit erhalten wir die Rekursion

T(j) < vicgn; + cpn; +9T(G —1)+ cpny 4 meen; <2C+~T(j - 1),
—— ~—~— ~—~— ——
vorglatten  Restriktion Prolongation = nachgldtten

wobei T'(0) = cznd gilt. Rekursiv erhalten wir
1) <770+ 3 2Cr* < 2maxte. 101 S (2

2
k=1 k=0 N\~~~
<1
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O

5.8 Parabolische Differentialgleichungen
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
%u(t,x) — Au(t,x) = f(t,x), (t,x)€[0,T]xQ
fiir ein Gebiet 2 C R? und einen Endzeitpunkt 7. Der Einfachheit halber geben wir uns
homogene Dirichlet-Randwerte vor
u(-,x) =0 auf I' = 00.

Um diese Gleichung numerisch zu 16sen, fiihren wir zunéchst eine Semidiskretisierung im
Raum durch, indem wir wie in Abschnitt 5.1 vorgehen. Dazu sei €2, U T, ein Gitter von
Q und

up(t,x) 1 [0,T] x ), = R

eine zugehorige Gitterfunktion. Die semidiskrete Gleichung

%uh(t,x) — (Apup)(t,x) = f(t,x) fiir alle x € Q,

up(t,x) =0 fiir alle x € I'y,

mit der Anfangsbedingung u,(0,x) = g(x) fir alle x € €, entspricht einem System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen

Jut) + Au(t) = £(1), u(0) = g (5.15)

Dabei ist die Matrix A unabhéngig von der Zeit und die Elliptizitat des Laplace-Operators
impliziert, dass alle Eigenwerte von A einen positiven Realteil besitzen. Folglich ist die
Differentialgleichung (5.15) steif.

Bemerkung Aus anschaulichen Griinden wird die Semidiskretisierung (5.15) Linien-
methode genannt. Fiir alle ¢ > 0 enthilt ndmlich die vektorwertige Funktion u(t) die

Funktionswerte der Approximation uy(¢,x) in den Gitterpunkten. JAN
A
t I I I I I I I
0 1 =z

Linienmethode fiir Q = (0,1)
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Wir benotigen noch eine geeignete Zeitdiskretisierung. Das explizite Euler-Verfahren fiihrt
auf

% F AW =f(t) baw. Wi = (I— At Ay, + ALf(4). (5.16)
Hingegen liefert das implizite Fuler-Verfahren
W1 — W
Tt -+ Aui+1 = f(terl) bzw. (I -+ At A)qu =u; + At f(tlJrl) (517)

Der Startwert lautet in beiden Féllen uy = g. Kombinieren wir (5.16) und (5.17), so
erhalten wir das 0-Schema

% (1= 0)Aw; + 0Au, 1 = (1 — O)F(t;) + 0 (tis1),

beziehungsweise
T+ At0A)u = (I— At (1—0) A)u; + At{ (1 — O)f(t;) + 0f (1) }-
Dabei gilt

0, explizites Euler-Verfahren
0 =< 1/2, Trapez-Methode
1, implizites Euler-Verfahren

wobei die Trapez-Methode im Zusammenhang mit parabolischen Differentialgleichungen
auch Crank-Nicolson-Verfahren genannt wird. Das 6-Schema ist konsistent von erster
Ordnung, im Falle 6 = 0.5 sogar von zweiter Ordnung. Es ist A-stabil fiir alle 6 € 0.5, 1]
und L-stabil fiir 6 = 1.

Bemerkung Da das Crank-Nicolson-Verfahren das einfachste Verfahren von zweiter
Ordnung ist, ist es unheimlich populéar. Aufgrund der fehlenden L-Stabilitéit, kann es
allerdings unphysikalische Oszillationen produzieren und sollte daher gemieden werden.
Am besten wihlt man § = 1/2 + £ mit einem geeigneten £ > 0, durch das die Grofe der
Dampfung gesteuert wird. A

Ein geeignetes, weil L-stabiles, Verfahren héherer Ordnung ist das Radau3-Verfahren aus
Beispiel 2.13. Mit ;12 := t; + At/3 lautet es

I+ 5AtxA A :| |:k :| . [f( Z+1/2) Auz 3AL At

f( z+1) Auz :| ) U411 = ul 4 kl + Zk2

Jedoch muss hier in jedem Schritt ein Gleichungssystem gelost werden, das doppelt so
viele Unbekannte wie Ortsunbekannte enthalt.

Letzteres ist der Grund fiir die Klasse der SDIRK-Verfahren, vergleiche Beispiel 2.13. Das
SDIRK2-Verfahren fiihrt auf
(I + ’}/AtA)kl = f(tl'Jrl/Q) — Aui
;41 = 4, -+ (1 — ’)/)Atkl -+ ’}/Atkz,

1
3AtA I_'_atA k

wobei t;1/9 := t; +yAt und v = (2 — v/2)/2 ist. Es miissen nun in jedem Schritt zwei
Gleichungssysteme gelost werden, die allerdings nur soviel Unbekannte wie Ortsunbekann-
te besitzen. Speziell ist die Systemmatrix immer dieselbe, weshalb beispielsweise nur eine
einzige Cholesky-Zerlegung berechnet werden muss.
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explizites, 11

implizites, 11
Einzelschrittverfahren, 82
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