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Aufgabe 1 (Abhéngigkeit von den Daten | 4 Punkte).

Fiir den gleichmassig elliptischen Differentialoperator
d
(Lu)(x) = e(x)u(x) — Z i j(X)Ug; 2;(x) mit c(x) >0
ij=1
betrachten wir auf einem Gebiet Q C R? das Randwertproblem
Lu=f inQ, u=g auf 0.

Zeigen Sie die stetige Abhéngigkeit der Losung sowohl von den Randdaten als auch von
der rechten Seite.

Aufgabe 2 (Differenzenverfahren | 4 Punkte).

Gegeben sei das Randwertproblem

y' (@) = p(@)y () — q(x)y(z) = r(x), yla)=a, y(b) =4

mit g(z) > go > 0 fiir a <z < b. Gesucht sind Néherungswerte u; fiir die exakten Werte

y(z;) miti=1,...,n, z; = a+ih und h := z;ﬁ. Approximiert man
/ Uit — Uj—1 " Uit1 — 2u; + Ui
T N ——— x;) ~
fiir alle ¢ = 1,...,n und setzt man weiter ug = o und u,+1 = 3, so erhélt man aus der

Differentialgleichung ein lineares Gleichungssystem
Au=f AcR"™, fecR"

flir den Vektor u = [ul e un]T. Bestimmen Sie A und f.

Aufgabe 3 (Typinvarianz gegeniiber Koordinatentransformation | 4 Punkte).
Gegeben sei ein Gebiet  C R? und ein elliptischer oder hyperbolischer, linearer Diffe-
rentialoperator £ zweiter Ordnung

: & 9
(Lu)oe) = = 3 a1 () ggul) + 3 bilx) gr-uloe) + eae)u(x),

ij=1

der fiir x € Q definiert ist. Sei 2 € R? ein weiteres Gebiet. Die Transformation ®: Q — €
habe in x eine nichtsingulire Funktionalmatrix S = D ® € C*(Q).
Zeigen Sie, dass die Gleichung

Lu(x) = f(x), x€e€Q

ihren Typ in x nicht dndert, wenn sie in den neuen Koordinaten & = ®(x) geschrieben
wird.

Hinweis. Zeigen Sie zundchst, dass die Matriz A = (a; ;) nach der Transformation zu
SAST wird.



Aufgabe 4 (Differenzensterne | 4 Punkte).

Sei 2 C R? ein offenes Gebiet und u € C*(€). Es sei x4+ := z4"/2, und auch y4, 24 sowie
wy seien analog definiert. x,y, z, w seien weiter so gewéhlt, dass [z_, z4] X [w_,wy] C
und [z_,z4] X [y—,y4] C Q gelten.

(a) Zeigen Sie: ugzy(z, w) = %[u(z+,w+)—u(z_,w+)—u(z+,w_)+u(z_,w_)} +0O(R%).

. . 1
(b) Zeigen Sie: ugy(z,y) = 3 [Uay (2, y—) + gy (T4, y4)] + O(R?).

(c) Folgern Sie daraus, dass sich die gemischten Ableitungen %ﬁay bis auf O(h?) durch
den Differenzenstern
1
2h?

approximieren lassen.



