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Aufgabe 1 (A-Stabilitidt und explizite Runge-Kutta-Verfahren | 4 Punkte).

Beweisen Sie wie folgt, dass explizite Runge-Kutta-Verfahren niemals A-stabil sind:

(a) Zeigen Sie, dass ein explizites, m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren, angewendet auf
das Anfangswertproblem y'(z) = Ay(x), Werte

Ni+1 = p(hA)n;
liefert, wobei p ein Polynom von Grad kleiner gleich m ist.

(b) Folgern Sie, dass das Stabilitdtsgebiet von expliziten Runge-Kutta-Verfahren be-
schrankt ist, womit die Behauptung folgt.

Aufgabe 2 (A-Stabilitdt und lineare Mehrschrittverfahren | 4 Punkte).

Zu einem linearen Mehrschrittverfahren

k k
> aumive=hY_ Bof (@ive,nive)
/=0 =0

definieren wir die Polynome

k k
p(z) = Z oz’ und  s(z) = Z Boxt.
=0 =0

(a) Seien n); die Werte des linearen Mehrschrittverfahrens, angewendet auf die Testglei-
chung y'(z) = A\y(z). Zeigen Sie, dass die n; der linearen homogenen Differenzen-
gleichungen mit charakteristischem Polynom p(z) — hAs(x) geniigen.

(b) Schliessen Sie, dass lim;_,o, 7; = 0 genau dann fiir jede Wahl von Anlaufwerte gilt,
wenn
p(2)

s(2)
Hinweis. Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass s(z) # 0 fir alle z € C mit
|z| > 1 ist.

# Ah  fiir alle z € C mit |2 > 1 ist.

Aufgabe 3 (Wurzelortskurve | 4 Punkte).

Ausgehend von den Bezeichnungen in Aufgabe 2 definieren wir die Wurzelortskurve des
dortigen k-Schrittverfahrens durch

C= {p(ew) Lpe [0,27r]}.

s(e'#)

Wie aus Aufgabe 2 folgt, enthéilt diese Kurve den Rand des Stabilitdtsgebietes des k-
Schrittverfahrens. Bestimmen Sie die Wurzelortskurve des 6-Schemas,

i1 = 0+ R[(1 = 0) f (i, mi) + 0f (i1, mi41)],

und ermitteln Sie damit alle 6, bei denen das #-Schema A-stabil ist.



Aufgabe 4 (Galerkin-Verfahren | 4 Punkte).
Gegeben sei das Anfangswertproblem
y/:f(:vay)’ zel:= [(I,b], y(a):ya-

Fira =29 <21 < ...xp_1 < o, = b eine Zerlegung von I setzen wir Iy := (xg_1, Tg)
und hy 1= xp — x_1 fir k =1,...,n. Wir definieren damit den Raum

Vi = {go: I =R : |y, seifiralle k=1,2,...,n stetig differenzierbar
und stetig auf I, fortsetzbar}

und fiir eine Funktion v € V}, die Grenzwerte und Spriinge

vl = xlg;lk v(z), v, = xh/rgk v(z), [vlk=v —v.

Die Variationsformulierung des Anfangswertproblem lautet dann: Finde y € Vj mit
y(a) = ya, so dass

Z [/ (v (x) = f(z,y) () dz + [ylr-—195_, | = 0 fiir alle € V.
k=17 1k

(a) Zeigen Sie, dass jede Losung des Anfangswertproblems auch Losung der Varia-
tionsformulierung ist. (Die Umkehrung gilt ebenfalls, braucht aber nicht gezeigt
werden!)

(b) Schrénkt man die Variationsformulierung auf S C V}, ein, mit
SP = {cp € Vi, : ¢|r1, = const fiir alle k = 1,2,...,n},

so erhélt man ein Galerkin-Verfahren. Zeigen Sie: Ersetzt man in diesem Galerkin-
Verfahren die Integrale durch die Quadraturformel

/ o) dz ~ hyg(ar)
Iy,

und die Testfunktionen ¢ durch die charakteristischen Funktionen x,, so ergibt
sich das implizite Euler-Verfahren.



