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Problemstellung.
Vorgelegt sei die Optimalsteuerungsaufgabe

1 A
minimiere J(y,u) = 2/ ly — yal® dx + 2/ u|?dx
Q Q

unter den Nebendbedingungen — Ay =w» in Q und y =0 auf I’

(1)

Dabei sind y € HE(Q), u,yq € L*(Q), A > 0 und Q C R2. Problem (1) ist eindeutig
l16sbar. Speziell ist die Steuerung u genau dann optimal, wenn sie gemeinsam mit dem
Zustand y und dem adjungierten Zustand p dem Optimalitdtssystem

—Ay=u —Ap =y —ya
ylr =0 plr=0 (2)
(p+ Au,v) 20y = 0 fiir alle v € L*(Q)

geniigt.

Numerische Umsetzung.

Die Konstruktion numerischer Test-Beispiele vereinfacht sich erheblich, wenn wir in der
Nebenbedingung in (1) auf der rechten Seite eine Hilfsfunktion h € L?(f2) einfiihren. Das
zugehorige Optimalitétssystem lautet nun

—Ay=u+h —Ap=y—yq
ylr =0 plr=0 (3)
(p+ Au,v) r2(0) = 0 fiir alle v € L*(Q).

Um das Problem (3) zu diskretisieren, verwenden wir stiickweise konstante finite Ele-
mente fiir die Steuerung u und stiickweise lineare, global stetige finite Elemente fiir den
Zustand y und den adjungierten Zustand p. Dies fiihrt auf den Ansatz

u(x) =3 uxi(x), yx) = yipi(x), px) = pipi(x).
i=1 =1 =1

Dabei bezeichne np die Anzahl der Elemente der zugehorigen Triangulierung 7 fiir Q2
mit den inneren Knoten x; fiir ¢ = 1,...,np. Als Basisfunktion x; nehmen wir die
charakteristische Funktion auf dem i-ten Dreieck der Triangulierung 7. Die Funktionen
; sind die bekannten Hutfunktionen zu den Knotenpunkten x;. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass alle Basisfunktionen in L°°(£2) auf 1 normiert sind.

Die Diskretisierung der gewiinschten Temperaturverteilung 74 und der Hilfsfunktion A
vereinfacht sich, wenn wir beide mittels stiickweise linearer finiter Elemente interpolieren.
Die zugehérigen Knotenvektoren seien yq := [yq(x;)];-5; und h := [h(x;)];F}. Die Knoten-
vektoren der anderen auftretenden Funktionen werden wir ebenfalls mit fett gedruckten
Buchstaben bezeichnen:

u: = [Uz]?:Tp y = [?/i]?zpp p = [pz]?:ﬂ



Wir benétigen ferner die Finite-Elemente-Steifigkeitsmatrix K und die zugehorige Mas-

senmatrix M:
np np

K := [/ Vgongoidx] bzw. M := [/ goigpjdx] . (4)
Q ij=1 Q ij=1

Auflerdem bendtigen wir noch die Matrix B, die lineare und konstante Finite Elemente
koppelt und die Massenmatrix D fiir stiickweise konstante Finite Elemente. Diese sind

gegeben durch
np,nr nr
B := [/ ngpidx} bzw. D := {/ X,»dex] . (5)
Q i,j=1 Q i,j=1

(a) Stellen Sie das lineare Gleichungssystem zum Optimalitdtssystem (3) auf. Beachten
Sie, dass auf die ersten beiden Gleichungen stiickweise lineare Testfunktionen ange-
wendet werden und auf die letzte Gleichung stiickweise konstante Testfunktionen.
Hinweis: Es ist etwas einfacher, zuerst (2) zu diskretisieren und dann (3).

Aufgabe 1.

(b) Schreiben Sie zwei Funktionen

function B = mass_lin_const(P,F,bc),

function D = mass_const(P,F,bc),
um die Matrizen B und D zu generieren. Schreiben Sie dann eine Funktion
function [y,u,p] = optimal_control_no_bounds(...),

die das in (a) hergeleitete Gleichungssystem aufstellt und mithilfe des Backslash-
Operators 16st. Sie diirfen dazu Thre bereits implementierten Funktionen stiffness
und mass aus dem vorherigen Semester verwenden. Implementieren Sie auch eine
Funktion

function vis_func_const(u,P,F)

um Funktionen zu visualisieren, die mit stiickweise konstanten Basisfunktionen
diskretisiert wurden.

Aufgabe 2.

Gegeben seien die Funktionen

h(x) = 272 sin(mx) sin(ray) — sin(87x1 ) sin(8mxa),

1
12872\
yq(x) = sin(mwzq) sin(mwzg) + sin(87z1 ) sin(8wzs),

Q= (0,1)? und A = 1073, Die dazugehérigen Losungen des Systems (3) sind

1 . .
p(x) = ~ 12872 sin(8mx1) sin(8mxa),

1
u(x) = — ((x)),
y(x) = sin(mzy) sin(mzs).
(a) Approximieren Sie die Losung des Systems (3) auf Level 6 und visualisieren Sie

diese. Auch hier diirfen Sie wieder Ihre Funktionen aus dem vorherigen Semester
verwenden.

(b) Bestimmen Sie die Losungen yg, py von (3) auf den Leveln £ =1, ...,8. Berechnen
sie dann fiir alle ¢ die Fehler |lys — yl/z2(q) sowie ||ps — pl[z2(q) und plotten Sie
diese gegen die Anzahl der Level. Ab dem fiinften Level sollte sich quadratische
Konvergenz sowohl fiir y, als auch fir py einstellen.



