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Aufgabe 1 (Box-Beschrankungen in Finite-Element-Rédumen | 4 Punkte).

Sei © C R? ein beschrinktes, polygonales Gebiet und 7 eine beliebige Triangulierung
davon. Seien weiter {7T;};*; = T eine Enumeration der Dreiecke in 7 sowie {p; };Li L CRY
eine Enumeration der Eckpunkte der Dreiecke in 7. Fiir k € N definieren wir durch

U = v e L*(Q) : v|p € Py(T) fiir alle T € T} und
V7(-k) ={veC(Q) :v|r € Py(T) fiiralle T € T},

jeweils den Raum der stiickweise Pp-Finite-Element-Funktionen sowie den Raum der
stetigen, stiickweise Pg-Finite-Element-Funktionen.

(a) Seienv,u € U7(9 ) mit den zugehorigen Koordinatenvektoren v, u beziiglich der Basis
{ XTi}?il' Zeigen Sie, v < u gilt genau dann, wenn eintragsweise v < u gilt.

(b) Seien v,u € Vfﬁl) mit den zugehdrigen Koordinatenvektoren v,u beziiglich der
p

nodalen Basis {goj }]:1, d.h. ¢;(pr) = 6; k. Zeigen Sie, v < u gilt genau dann, wenn
eintragsweise v < u gilt.

(c) Zeigen Sie, dass Aussage (b) nicht gilt, wenn fiir ein £ > 2 anstatt des Raumes V7(—1)

der Raum Vfﬁk) mit seiner nodalen Basis betrachtet wird.

Aufgabe 2 (L?-Projektion und Box-Beschrinkungen | 4 Punkte).

Sei © C R? ein beschrinktes Gebiet. Fiir einen endlich-dimensionalen Unterraum V C
L?(Q) ist die L?-Projektion Iy u eines u € L?(2) auf V definiert als ITyu € V, so dass
fiir alle v € V gilt

(Hvu, v)LQ(Q) = (u, v) L2
(a) Zeigen Sie, dass Iy : L?(2) — V wohldefiniert ist und dass gilt:

IIyu = arg min|lu — UH%Q(Q).
veV

Seien nun {2 ein polygonales Gebiet und 7T eine beliebige Triangulierung davon.

(b) Zeigen Sie, aus u,w € L*(2) mit v > w fast iiberall folgt I ou = How fast
T T
iiberall.
(c) Widerlegen Sie, aus u,w € L?(€2) mit u > w fast iiberall folgt I, mu > I mw
fast iiberall. 7 7

Hinweis. Es reicht bei (¢) Q = (0,2), T = {Q}, w(z) = 1 und u(zx) = max{z,1} zu

betrachten.



Aufgabe 3 (H~! und H! | 4 Punkte).
Sei 2 € R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-glattem Rand T.

(a) Zeigen Sie, dass HE(Q) dicht in L%(2) liegt.
(b) Daher hat man wegen Aufgabe 4 folgende Kette stetiger, linearer Abbildungen
Y Q) S HYQ) S L2 S BYQ) L BYQ).

Zeigen Sie, dass 4’ nicht injektiv ist. Betrachten Sie dazu fiir v € L?(I") jeweils die
0, € H71(Q) definiert durch

b, HY(Q) —

R
ur—>/7(u)vda,
r

wobei v: H'(2) — L?*(T) den Spuroperator bezeichnet.

Aufgabe 4 (Gelfandscher Dreier revisited | 4 Punkte).

Seien V, H Hilbert-Rdume mit der stetigen Einbettungeni: V < H. Sei weiter U C V ein
abgeschlossener Unterraum mit j: U < V der kanonischen Einbettung und ioj(U) C H
dicht.

(a) Zeigen Sie, dassioj: U — H und i: V — H dichte, stetige Einbettungen sind.
(b) Zeigen Sie, dass j': V' < U’, £ — [ o j eine stetige, lineare Abbildung ist.
(c) Schliessen Sie, dass man folgende Kette stetiger, linearer Abbildungen erhélt,
vhvasmsv L,
wobei 70 j, i, i und (i o0 j)' = j' o i’ dichte, stetige Einbettungen sind.

Hinweis. Vergleiche Aufgabe 4 des Ubungsblattes 3 des letzten Semesters.



