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Aufgabe 1 (Differentiale | 4 Punkte).

Seien U C R™ offen und J: R™ x U — R, (y,u) — J(y, u) stetig partiell nach y und u
differenzierbar.

(a) Beweisen Sie, dass J total differenzierbar ist, mit

Py |2 = ew w2

\'
Ist J' stetig?

Hinweis. Mittelwertsatz der Differentialrechnunyg.

(b) Sei nun S: U — R™ eine nach jeder Richtung differenzierbare Funktion, das heisst

dvS(u) := 811\1‘% é [S(u+ev) —S(u)]

existiert fiir alle v.€ R™ und u € U. Beweisen Sie, dass f: U — R, u+ J(S(u),u)
ebenfalls eine nach jeder Richtung differenzierbare Funktion ist, mit

A%

5o f(0) = [y(S(u).u) Ju(S(w),w)] FVS(‘”] |

Aufgabe 2 (endlich-dimensionale Optimierung I | 4 Punkte).

Seien U,q C R™ nichtleer und abgeschlossen, S: U,q — R™ und J: R™ x U,q — R stetig,
sowie f: Ugg — R, u— J(S(u),u).
(a) Gibt es ein ug € Uyq und ein 7 > 0, so dass f(u) > f(ug) fiir alle u € Uyq \ By (up)
gilt. Zeigen Sie, dass dann fiir die Optimierungsaufgabe
minimiere f(u) unter der Nebenbedingung u € U,qg

mindestens eine global optimale Losung u* existiert.

(b) Seien J stetig partiell nach y und u sowie S nach jeder Richtung v € R"™ diffe-
renzierbar. Bezeichne u* € U,y \ OU,q eine lokal optimale Steuerung. Zeigen Sie,
dass

v

sty s )] M5 o
fiir alle v € R™ gilt.
Hinweis. Beweis durch Widerspruch respektive Kontrapositionsbeweis.
(c) Sei bei (b) die Abbildung v +— 6,S(u*) zusétzlich linear, schliessen Sie, dass sogar
5VS(u*)}
v

[Ty (S, u) Ju(S(u), u) [ 0

fiir alle v € R” gilt.



Aufgabe 3 (endlich-dimensionale Optimierung I | 4 Punkte).

Seien A € R™*™ invertierbar, C € R™*™ beliebig, M € R™*"™ symmetrisch positiv
semidefinit, R € R™*" symmetrisch positiv definit und w € R™. Beweisen Sie, dass die
Optimierungsaufgabe

minimiere J(y,u) := (y — w) M(y — w) + u' Ru
unter der Nebenbedingung Ay = Cu

fir y € R™ und u € R" eine eindeutige global optimale Losung (y*,u) besitzt.

Hinweis. Aufgabe 2.

Aufgabe 4 (Kompaktheit und Konvexitit | 4 Punkte).

Seien f: R™ — R zweimal stetig differenzierbar und D C R" eine konvexe und beschrank-
te Menge. Man beweise die Aquivalenz der Aussagen (a) und (b) und iiberlege sich, ob
diese beiden Aussagen auch zu (c) dquivalent sind.

(a) f ist gleichméssig konvex auf D.
(b) Es existieren Konstanten ¢ > 0 und ¢ > 0 mit
clld|l3 < d Hess f(x)d < /|d]|3
fiir alle d € R™ und alle x € D.
(c) f ist strikt konvex auf D.

Hinweis. Sei D C R" eine konvexe Menge. Die Funktion f: D — R heisst konvex auf
D, wenn fir alle A € (0,1) und alle x,y € D gilt

FOx+ (1= Ny) SM(x)+ (1= N fly)

Gilt fiir x # y sogar stets die strikte Ungleichung, dann heisst die Funktion strikt kon-
vex. Gibt es ein p > 0, so dass

FOX+ (L= Ny) +pA1 = Nx =yl < Af(x) + (1= A f(y)

fiir alle X € (0,1) und alle x,y € D gilt, dann heisst die Funktion f gleichmdssig
konver.



