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Aufgabe 1 (Hypersingulärer Operator in 2D | 4 Punkte).

Sei Γ eine glatte Kurve und seien ρ und µ global stetige und differenzierbare Funktionen
auf Γ. Zeigen Sie, dass dann für den hypersingulären Operator in zwei Dimensionen

(Wρ, µ)Γ = − 1

2π

∫
Γ

rotΓ µ(x)

∫
Γ

log ‖x− y‖ rotΓ ρ(y) dσx dσy

gilt.

Hinweis. Es gilt
rotΓ v(x) := n(x) · rot ṽ(x),

wobei ṽ eine geeignet gewählte Fortsetzung von v in die zweidimensionale Umgebung von
Γ ist. Damit beschreibt Aufgabe 1 auf Blatt 7 eine partielle Integration.

Aufgabe 2 (Kollokations- und Galerkin-Verfahren | 4 Punkte).

Das Intervall I = [a, b] sei für n ∈ N durch a = x0 < · · · < xn = b in n Teilintervalle
Ik := [xk−1, xk) für k = 1, . . . , n − 1 und In := [xn−1, xn] zerlegt. Weiter seien Kolloka-
tionspunkte {ξ1, . . . , ξn} mit ξk ∈ Ik für k = 1, . . . , n gegeben. Auf den Intervallen seien
stückweise konstante Ansatzfunktionen ϕk(x) := χIk(x) definiert. Berechnen Sie für die
Kernfunktion k(x, y) := 1/

√
|x− y| die Matrixeinträge

βKoll
i,j =

∫
I
k(ξi, y)ϕj(y) dy des Kollokationsverfahrens,

βGal
i,j =

∫
I
ϕi(x)

∫
I
k(x, y)ϕj(y) dy dx des Galerkinverfahrens.

Geben Sie Vereinfachungen an, wenn im äquidistanten Fall I = [0, 1], h = 1/n, xj = jh
für j = 0, . . . , n und ξk =

(
k − 1/2

)
h für k = 1, . . . , n gilt.

Aufgabe 3 (Hilbert-Schmidt-Operatoren | 4 Punkte).

Es seien Ω1 ⊂ Rn1 , Ω2 ⊂ Rn2 Gebiete und k ∈ L2(Ω1 ×Ω2), das heisst, k : Ω1 ×Ω2 → R
mit

‖k‖ :=

[ ∫
Ω1

∫
Ω2

k(x,y)2 dy dx

]1/2

<∞.

Dann ist durch
(Kf)(x) :=

∫
Ω2

k(x,y)f(y) dy

der Hilbert-Schmidt-Operator K ∈ L
(
L2(Ω2), L2(Ω1)

)
zum Integralkern k definiert. Zei-

gen Sie, dass K kompakt ist.

Hinweis. Der L2(Ω2) ist ein separabler Hilbert-Raum und besitzt demnach eine Ortho-
normalbasis. Führen Sie die Projektionen Pn auf den Raum, der von den ersten n Basis-
funktionen aufgespannt wird, ein und zeigen Sie, dass KPn kompakt ist. Um den Beweis
zu schliessen, dürfen Sie dann folgende Aussage benutzen: Seien X und Y Hilberträume
und T ∈ L(X;Y ). Dann gilt T ∈ K(X;Y ) genau dann wenn es Tn ∈ L(X;Y ) gibt mit
dim

(
img(Tn)

)
<∞, so dass ‖T − Tn‖ → 0 für n→∞.



Aufgabe 4 (Cauchy-Hauptwert | 4 Punkte).

Für eine Funktion f : [a, b]→ R, die für beliebiges ε > 0 auf [a, c−ε]∪[c+ε, b] integrierbar
ist, ist der Cauchy-Hauptwert definiert als

−
∫ b

a
f(y) dy := lim

ε→0

{∫ c−ε

a
f(y) dy +

∫ b

c+ε
f(y) dy

}
.

Zeigen Sie, dass der Cauchy-Hauptwert eines Integrals im Allgemeinen nicht invariant
unter der Substitutionsregel ist.


