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Aufgabe 1 (Gelfandscher Dreier revisited | 4 Punkte).

Seien V,H Hilbert-Räume mit der stetigen Einbettungen i : V ↪→ H. Sei weiter U ⊂ V ein
abgeschlossener Unterraum mit j : U ↪→ V der kanonischen Einbettung und i◦ j(U) ⊂ H
dicht.

(a) Zeigen Sie, dass i ◦ j : U ↪→ H und i : V ↪→ H dichte, stetige Einbettungen sind.

(b) Zeigen Sie, dass j′ : V ′ ↪→ U ′, ` 7→ ` ◦ j eine stetige, lineare Abbildung ist.

(c) Schliessen Sie, dass man folgende Kette stetiger, linearer Abbildungen erhält,

U
j
↪→ V

i
↪→ H

i′
↪→ V ′

j′→ U ′,

wobei i ◦ j, i, i′ und (i ◦ j)′ = j′ ◦ i′ dichte, stetige Einbettungen sind.

Hinweis. Vergleiche Aufgabe 4 des Übungsblattes 5 des letzten Semesters.

Aufgabe 2 (H̃−1 und H−1 | 4 Punkte).

Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-glattem Rand Γ.

(a) Zeigen Sie, dass H1
0 (Ω) dicht in L2(Ω) liegt.

(b) Daher hat man wegen Aufgabe 1 folgende Kette stetiger, linearer Abbildungen

H1
0 (Ω)

j
↪→ H1(Ω)

i
↪→ L2(Ω)

i′
↪→ H̃−1(Ω)

j′→ H−1(Ω).

Zeigen Sie, dass j′ nicht injektiv ist. Betrachten Sie dazu für v ∈ H−
1
2 (Γ) jeweils

die `v ∈ H̃−1(Ω) definiert durch

`v : H1(Ω)→ R

u 7→
∫

Γ
γint

0 (u)v dσ,

wobei γint
0 : H1(Ω)→ H

1
2 (Γ) den Spuroperator bezeichnet.

Aufgabe 3 (Eigenwerte des Einfachschichtoperators | 4 Punkte).

Sei ρ ∈ L∞(Γ). Zeigen Sie, dass sich der Einfachschichtoperator auf dem Einheitskreis
schreiben lässt gemäß

(V ρ)(s) = −1

2

∫ 1

0
log
(

4 sin2
(
π(s− t)

))
ρ(t) dt.

Zeigen Sie weiter, dass die Funktionen ρk(s) = cos(2πks) und ρ−`(s) = sin(2π`s) mit
k ∈ N0 beziehungsweise ` ∈ N die Eigenfunktionen des Einfachschichtoperators sind. Wie
lauten die zugehörigen Eigenwerte?



Aufgabe 4 (Wärmeleitungsgleichung | 4 Punkte).

In dieser Aufgabe betrachten wir die Wärmeleitungsgleichung

∂tv −∆v = 0 in Rn × (0,∞),

v = g auf Rn × {t = 0}

für g ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn). Sei

G(x, t) :=

 1

(4πt)
n
2

exp
(
−‖x‖

2

4t

)
für x ∈ Rn, t > 0,

0 für x ∈ Rn, t < 0.

Sei u(x, t) gegeben durch

u(x, t) =

∫
Rn

G(x− y, t)g(y) dy

für x ∈ Rn und t > 0.

(a) Zeigen Sie, dass u ∈ C∞
(
Rn × (0,∞)

)
.

(b) Zeigen Sie, dass für x ∈ Rn und t > 0

∂tu(x, t)−∆u(x, t) = 0

gilt.

(c) Zeigen Sie, dass
lim

(x,t)→(x0,0)
x∈Rn, t>0

u(x, t) = g(x0)

für alle x0 ∈ Rn gilt.

Hinweis. Sie dürfen benutzen, dass∫
Rn

G(x, t) dx = 1

für jeden Zeitpunkt t > 0 gilt.


