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Aufgabe 1 (Fundamentallösung | 4 Punkte).

Für die Herleitung der Fundamentallösung haben wir die Gleichung
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benötigt. Zeigen Sie, dass diese für alle z ∈ R3 erfüllt ist.

Aufgabe 2 (Greensche Formel | 4 Punkte).

Sei L ein linearer, elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung der Form

Lu := −div(A∇u) + 〈b,∇u〉+ cu

auf einem glatten, beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rn, wobei A ∈ Rn×n symmetrisch, b ∈ Rn

in den Einträgen konstant und c ∈ R ebenfalls konstant sei. Es gilt L : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω).

(i) Wie sieht der zu L adjungierte Operator L? aus?

Hinweis. Via Gelfandschem Dreier können wir das Dualitätsprodukt 〈·, ·〉H−1×H1
0

formal als L2-Innenprodukt interpretieren.

(ii) Analog zu der ersten und zweiten Greenschen Formel lassen sich für diesen Operator
verallgemeinerte Greensche Formeln angeben. Wie lauten diese beiden Formeln?

Aufgabe 3 (gemischte Randbedingungen | 4 Punkte).

Wir betrachten die Poisson-Gleichung auf dem glatten, beschränkten Gebiet Ω mit ge-
mischten Randbedingungen

−∆u = f in Ω,

γint
0 u = gD auf ΓD,

γint
1 u = gN auf ΓN ,

wobei ΓD ∩ΓN = ∅ und ∂Ω =: Γ = ΓD ∪ΓN ist. Zudem ist vorausgesetzt, dass ΓD keine
Nullmenge in Γ ist. Seien f ∈ H̃−1(Ω), gD ∈ H

1
2 (ΓD) und gN ∈ H−

1
2 (ΓN ).

(i) Wie lautet die zugehörige Variationsformulierung?

(ii) Zeigen Sie Existenz und Eindeutigkeit der Lösung.

Hinweis. Sie können benutzen, dass es zu h ∈ H
1
2 (ΓD) eine Erweiterung h̃ ∈ H

1
2 (Γ)

gibt mit
‖h̃‖

H
1
2 (Γ)
≤ C‖h‖

H
1
2 (ΓD)

.

Erinnern Sie sich zudem an Aufgabe 3, Blatt 2, aus dem letzten Semester.



Aufgabe 4 (Newton-Potential | 4 Punkte).

Gegeben sei ein Gebiet Ω ⊂ R3. Für ein Polynom p(x) =
∑
|α|≤n cαx

α vom Grad n und
eine Funktion g ∈ H1/2(Γ) betrachten wir das inhomogene Dirichlet-Problem

−∆u = p in Ω, u = g auf Γ.

Führen Sie dieses Problem auf ein homogenes Dirichlet-Problem

∆ũ = 0 in Ω, ũ = g̃ auf Γ

zurück. Wie sieht die Lösung u des ursprünglichen Problems dann aus?


