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Aufgabe 1 (trigonometrische Interpolation | 4 Punkte).

Im Intervall I = [0, 1] seien n äquidistant verteilte Stützstellen tk = k/n, k = 0, 1, . . . , n−
1, gegeben, wobei n = 2m sei. Das trigonometrische Interpolationspolynom vom Grad
2m einer auf [0, 1] periodischen Funktion u(t) lautet

u(t) ≈ α0

2
+

m−1∑
k=1

[
αk cos(2πkt) + βk sin(2πkt)

]
+
αm
2

cos(2πmt)

mit den Koeffizienten

αk =
1

m

n−1∑
j=0

u(tj) cos(2πktj), k = 0, 1, . . . ,m,

βk =
1

m

n−1∑
j=0

u(tj) sin(2πktj), k = 1, 2, . . . ,m− 1.

Zeigen Sie, dass die trigonometrischen Lagrange-Polynome Lj(t) vom Grad 2m, charak-
terisiert durch Lj(ti) = δi,j für j = 0, . . . , n− 1, gegeben sind durch

Lj(t) =
1

n
sin
(
2πm(t− tj)

)
cot

(
2π(t− tj)

2

)
.

Hinweis. Verwenden Sie die Identität

1 + 2
m−1∑
k=1

exp(ikt) + exp(imt) = i
(
1− exp(imt)

)
cot

(
t

2

)
, 0 < t < 2π.

Aufgabe 2 (Quadratur | 4 Punkte).

Im Intervall I = [0, 1] seien n äquidistant verteilte Stützstellen tk = k/n, k = 0, 1, . . . , n−
1, gegeben, wobei n = 2m sei. Zeigen Sie, dass folgendes gilt:

ωj :=

∫ 1

0
Lj(t) dt =

1

n

und

ωij :=

∫ 1

0
Lj(t)ω(tj , t) dt =

1

n

[
log 4 +

m−1∑
k=1

2

k
cos

(
2πk

i− j
n

)
+

1

m
cos

(
2πm

i− j
n

)]
,

mit
ω(s, t) := − log

(
sin2

(
π(s− t)

))
.

Hierbei bezeichnen Lj(t) die zugehörigen trigonometrischen Lagrange-Polynome vom
Grad 2m.

Hinweis. Verwenden Sie die Identität

1

2π

∫ 2π

0
log

(
4 sin2

t

2

)
exp(imt) dt =

{
0, falls m = 0,

−1/|m|, falls m ∈ Z \ {0}.



Aufgabe 3 (stetige Operatoren | 4 Punkte).

Seien E,F Banach-Räume und T ∈ L(E,F ) injektiv mit stetiger Umkehrabbildung

T−1 : T (E)→ E.

Zeigen Sie, dass T (E) in F abgeschlossen ist.

Aufgabe 4 (Fundamentallösung auf R | 4 Punkte).

Zeigen Sie, dass die Funktion

G(x, y) =

{
x(1− y), falls x ≤ y
y(1− x), falls x > y

eine (Fundamental-) Lösung von

− ∂2

∂y2
G(x, y) = δ0(y − x) mit

∫
R
δ0(y − x)ϕ(y) dy = ϕ(x) für alle ϕ ∈ C∞0 (R)

ist. Hierbei ist die Differentialgleichung im distributionellen Sinne zu verstehen.


