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Aufgabe 1 (Normäquivalenz | 4 Punkte).

Vorgelegt sei die überlappende Gebietszerlegung Γ = ∪mi=1Γi des Randes eines beschränk-
ten Gebietes Ω ⊂ Rd. Sei γi : Rd−1 ⊃ Σi → Γi eine Parametrisierung von Γi, das heisst,
Γi = {x ∈ Rd : x = γi(s) für s ∈ Σi}. Nehmen Sie an, dass die Parametrisierung
bi-Lipschitz ist. Sei schliesslich {ϕi}mi=1 eine passenden Zerlegung der Eins.

(a) Zeigen Sie, dass folgendes gilt
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(b) Zeigen Sie für s ∈ (0, 1), dass die Normen
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mit ũi(s) = ϕi
(
γi(s)

)
u
(
γi(s)

)
für alle x = γi(s) ∈ Γi äquivalent sind, wobei die

Äquivalenzkonstanten nur von der Parametrisierung und den Abschneidefunktionen
{ϕi} abhängt.

Hinweis. Eine Abbildung f : X → Y zwischen zwei metrischen Räumen X und Y heisst
bi-Lipschitz, wenn es ein M ≥ 1 gibt, so dass

1

M
|x− y| ≤ |f(x)− f(y)| ≤M |x− y|

für alle x, y ∈ X gilt. Nach dem Satz von Rademacher ist eine Lipschitz-stetige Funktion
fast überall differenzierbar. Ist die Parametrisierung bi-Lipschitz, so existiert deshalb die
Gramsche Determinante und kann nach oben und unten beschränkt werden.



Aufgabe 2 (Faltung mit Dirac-Folgen I | 4 Punkte).

Eine Folge {ϕk}k∈N von nichtnegativen Funktionen mit ‖ϕk‖L1(R) = 1 für alle k ∈ N
heißt Dirac-Folge, falls ∫

R\Bδ(0)
ϕk dx→ 0 für k →∞

für alle δ > 0 erfüllt sind. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei ϕ ∈ L1(R) nichtnegativ mit ‖ϕ‖L1(R) = 1 und {εk}k∈N eine nichtnegative
Nullfolge. Dann definiert

ϕk(x) :=
1

εk
ϕ

(
x

εk

)
eine Dirac-Folge.

(b) Für f, g ∈ L1(R) gilt ‖f ∗ g‖L1(R) ≤ ‖f‖L1(R)‖g‖L1(R).

(c) Ist f ∈ L1(R), dann folgt ‖f(·+ h)− f‖L1(R) → 0 für h→ 0.

Hinweis. Verwenden Sie, dass die stetigen Funktionen mit kompaktem Träger dicht
in L1(R) liegen.

Aufgabe 3 (Faltung mit Dirac-Folgen II | 4 Punkte).

Sei f ∈ L1(R) und {ϕk}k∈N eine Dirac-Folge. Beweisen Sie

‖ϕk ∗ f − f‖L1(R) → 0 für k →∞.

Hinweis. Zu gegebenem δ > 0 zerlege ϕk = ϕ
(1)
k + ϕ

(2)
k mit

ϕ
(1)
k (x) =

{
ϕk(x), x ∈ Bδ(0),

0, sonst,
und ϕ

(2)
k (x) =

{
ϕk(x), x ∈ R \Bδ(0),

0, sonst.

Aufgabe 4 (Dichtheit von C∞0 (Ω) | 4 Punkte).

Sei Ω = (a, b) ein Intervall. Zeigen Sie, dass C∞0 (Ω) dicht in L1(Ω) liegt.

Hinweis. 1. Setzen Sie f ∈ L1(Ω) auf R fort und konstruieren Sie sich eine Dirac-Folge
{ϕεk}k∈N mit supp(ϕεk) ⊂ Bεk(0). Zeigen Sie ϕεk ∗ f ∈ C∞(R).

2. Betrachten Sie für δ > 0 die Mengen

Ωδ := {x ∈ R : Bδ(x) ⊂ Ω} und Dδ := Ωδ ∩B1/δ(0)

und definieren Sie sich die Funktionenfolge fεk als Faltung von ϕεk mit

gεk(x) :=

{
f(x), für x ∈ D2εk ,

0, sonst.


