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Aufgabe 1 (Norméquivalenz | 4 Punkte).

Vorgelegt sei die tiberlappende Gebietszerlegung I' = U™, I"; des Randes eines beschrank-
ten Gebietes Q C R, Sei Y R-1 5%, —» T eine Parametrisierung von I';, das heisst,
I = {x € RY: x = ~(s) fiirs € %;}. Nehmen Sie an, dass die Parametrisierung
bi-Lipschitz ist. Sei schliesslich {¢;}™, eine passenden Zerlegung der Eins.

(a) Zeigen Sie, dass folgendes gilt

g /E @i (vi(s)) ’u(%(S)) ‘2\/det (v.(s)T.(s)) ds

3 /
i=1 "%

(b) Zeigen Sie fiir s € (0,1), dass die Normen
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mit @;(s) = ¢i(vi(s))u(vi(s)) fiir alle x = ~;(s) € I'; dquivalent sind, wobei die

Aquivalenzkonstanten nur von der Parametrisierung und den Abschneidefunktionen
{¢i} abhéngt.

Hinweis. Fine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Riumen X und Y heisst
bi-Lipschitz, wenn es etn M > 1 gibt, so dass

Sile =yl < 1)~ F@)] < Ml —y

fiir alle x, y € X gilt. Nach dem Satz von Rademacher ist eine Lipschitz-stetige Funktion
fast diberall differenzierbar. Ist die Parametrisierung bi-Lipschitz, so existiert deshalb die
Gramsche Determinante und kann nach oben und unten beschrinkt werden.



Aufgabe 2 (Faltung mit Dirac-Folgen I | 4 Punkte).

Eine Folge {¢k}ren von nichtnegativen Funktionen mit |||l 1r)y = 1 fiir alle £ € N
heifst Dirac-Folge, falls

/ prdr — 0 fir k— o0
R\B;(0)
fiir alle § > 0 erfiillt sind. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei ¢ € L'(R) nichtnegativ mit ||¢|l;1r) = 1 und {ex}ren eine nichtnegative

Nullfolge. Dann definiert
1 T
er(z) = —p( —
Ek Ek
eine Dirac-Folge.

(b) Fiir f,g € L'(R) gilt [|f * gll 1 (ry < £l 22 (mlloll e my-
(c) Ist f € LY(R), dann folgt ||f(- + h) — flloiw) — 0 fiir h — 0.

Hinweis. Verwenden Sie, dass die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger dicht
in L*(R) liegen.

Aufgabe 3 (Faltung mit Dirac-Folgen I | 4 Punkte).
Sei f € L'(R) und {@x}ren eine Dirac-Folge. Beweisen Sie
ngk*f—fHLl(R) — 0 fir k— oc.

(1) (2)

Hinweis. Zu gegebenem 6 > 0 zerlege o = @, + @) mit

pr(x), x € Bs(0),
Solgn(x):{ k(2) (0)
0, sonst,

Aufgabe 4 (Dichtheit von C§°(2) | 4 Punkte).
Sei Q = (a,b) ein Intervall. Zeigen Sie, dass C§°(Q) dicht in L*(Q) liegt.

Hinweis. 1. Setzen Sie f € L'(Q) aufR fort und konstruieren Sie sich eine Dirac-Folge
{@e,, }ken mit supp(pe, ) C B, (0). Zeigen Sie ¢., * f € C°(R).

2. Betrachten Sie fir § > 0 die Mengen
Qs = {23‘ eR: Bg(.%) C Q} und Dgs:= Q50N 31/5(0)

und definieren Sie sich die Funktionenfolge f., als Faltung von ¢, mit

0o, (2) 1= {f(a:), fiir x € Do, ,

0, sonst.



