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Aufgabe 1 (Interpolation I | 4 Punkte).

Seien X und X; normierte Unterrdume eines grosseren Vektorraums. Wir sagen, dass
Xo und X; dann ein kompatibles Paar X = (X¢, X7) bilden. Die Unterraume Xy N X;
und Xo + X7 statten wir mit den Normen

[NIE

lullxonx, = (llull, + llullk,)
und
l .
lullxosx, = inf { (luoll, + lurlle,)? + w= o +ur mit ug € Xo,u1 € X |

aus. Wir wollen eine Familie normierter Rdume fiir ein gegebenes kompatibles Paar X
konstruieren
Kpq(X) = (X0, X1)pq flir0<f <lund 1 <g< o0

mit
XoN Xy CK97q(X) C Xo+ X5. (1)

Sei Y = (Yj, Y1) ein weiteres kompatibles Paar und seien A : Xg — Ypund 4; : X3 — Y3
beschrankte, lineare Operatoren. Wenn

Apu = Aju fir u € XoN Xy

nennen wir Ag und A; kompatibel. Wir definieren das K-Funktional fir ¢ > 0 und
u € Xo + X7 durch

1
K(t,u; X) = inf{(”UOH%QJ + 2 url%,)? : w = uo+ w1 mit ug € Xo,u1 € X1}-

Wir fiithren die gewichtete LI-Norm ein

I1f

%0 1 \i
bq = (/ \t*af(t)\q; dt) fir0 < <1, 1<g<oo
0
und
1Fllo.c0 = esssup [t £(2)].
t>0

Wir definieren
Kpo(X) = {u € Xo+ X1 ¢ [|K(u X)]],, < o0}

und wir setzen
lull i, 4 (x) = Noygl[K (s X[y

mit i
N 1 [q&(l — 9)] 7, falls 1 < g < oo,
b =T =
7 || min(1, -)H&q 1, falls ¢ = oc.
Zeigen Sie:
(a) Es gilt

It = f(at)lloq = o’ fllo.q fiir a > 0.



(b) Falls v € XoN Xy, dann ist u € Ky 4(X) und

01,110
e, ) < Nl lull, < lullxonx, -
(c) Falls u € Kg4(X), dann ist u € Xo 4+ X7 und
0
K(t,u; X) < 7 ||ull g, ,(x) und JJullxosx, < llullk ,x)-

Aus (b) und (c) kann man (1) folgern.

Aufgabe 2 (Interpolation II | 4 Punkte).

In dieser Aufgabe wollen wir folgende Aussage zeigen:

Falls Ag : Xog — Yy und A; : X7 — Y7 kompatible, lineare und stetige Operatoren
mit Stetigkeitskonstanten M;, j = 1,2 sind, dann existiert ein eindeutiger, linearer und
stetiger Operator Ap : Ky 4(X) — Ky 4(Y), der

Agu = Agu = Aqu fiir u € Xg N X4
erfiillt und es gilt

Aol e, vy < My~ M{ ||, (x) fiir u € Kgq(X). (2)

(a) Seien A; und A, kompatibel wie oben und sei u € Xy + Xj. Zeigen Sie, dass
Agug+ Ajuq nicht von der Wahl ug € Xg und w1 € X abhéngt, wobei u = ug+u1.

(b) Falls Ay existiert, muss es Agu = Aguo+ Aru fiir u = ug 4w mit u; € X; erfiillen.
Hiervon kann man die Eindeutigkeit folgern. Zeigen Sie nun (2).

Aufgabe 3 (Niedrigrangmatrizen | 4 Punkte).

Wir definieren fiir p € N die Menge der 2P x 2P-Matrizen vom Rang 1 als
R, = {A =xy! € R¥"*?"},

Wir wollen innerhalb dieser Menge die Matrix-Vektor-Multiplikation sowie die Matrix-
Multiplikation betrachten und deren Aufwand abschétzen. Sei p € N und n = 2P. Zeigen
Sie:

(a) Die Matrix-Vektor-Multiplikation von R € R, mit x € R" benétigt Nyv(p) =
3n — 1 Operationen.

(b) Die Matrix-Matrix-Multiplikation von Rj, Rg € R, benétigt ebenfalls Nr.r(p) =
3n — 1 Operationen.

Information: Die Matrix-Addition von zwei Matrizen R1,Ro € R, liegt im Allgemei-
nen nicht in R,, da sich der Rang vergrossern kann. Es wird daher eine formatierte
Addition verwendet. Diese bildet die Addition R; 4+ Ro und fiihrt anschliessend eine
Bestapproximation durch eine Matrix vom Rang 1 durch. Bezeichnen wir mit Br, die
Bestapproximation in R, so hat die formatierte Addition die Form

R1 @1 Rg := Br,(R1 + Ra).

Fiir die formatierte Addition in R, werden Ngryr = 18n + 29 Operationen bendtigt.



Aufgabe 4 (hierarchische Matrizen | 4 Punkte).

Die Menge der hierarchischen Matrizen Hj, wird rekursiv definiert als
HO = Rlxl’

2= da = |Hn Hioloopobor oy M e My, und Hyp, Hyy € Ry y b
H> Hox

Wir definieren fiir G, H € Hy, rekursiv die formatierte Matrix-Addition durch

G111 @1 Hir G2 @1 Hyo

Go 1 H: = .
! [Gﬂ ®1 Ha1 Goo @1 Hao

Seien p € N und n = 2P. Zeigen Sie:

(a) Die Matrix-Vektor-Multiplikation von H € #, mit x € R" bendtigt Nyrv(p) =
4nlogs n — n 4+ 2 Operationen.

(b) Die formatierte Addition von G,H € H, sowie die von H € H, mit R € R,
bendtigen Natm(p) = Nu+r(p) = 18nlogy n 4+ 59n — 58 Operationen.

(c) Die Matrix-Matrix-Multiplikation von G, H € H,, benétigt N (p) = 13nlog3 n+
65n logyn — 51n + 52 Operationen. Fiir die auftretenden Additionen sollen hier
formatierte Additionen verwendet werden.



