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Aufgabe 1 (Fundamentallosung | 4 Punkte).

Zeigen Sie, dass die Funktion

¥, falls d = 3,
4rr||x — a|
O(x) =
1
—5-log|lx —al|, fallsd=2,
27
der Laplace-Gleichung A® = 0 in R?\ {a} geniigt, und dass gilt
X—a
——— fallsd=3
infx—app T
Vo(x) =
X2 fallsd=2.

_27r|]x —al|?’

Aufgabe 2 (Losungsdarstellung zu gegebenen Randdaten | 4 Punkte).

Wir betrachten die Laplace-Gleichung —Au = f in Q C R3. Die Fundamentallosung fiir
diese Gleichung lautet

1
drllx -yl
Sie erfiillt die Differentialgleichung

—(Ay®)(x,y) =do(y —x) firallex,y e R3,

d(x,y) = fiir alle x,y € R>.

wobei die Delta-Distribution dg charakterisiert ist durch

u(x) = /50(y —x)u(y)dy firx e Q.
Q

Leiten Sie unter hinreichenden Glattheitsbedingungen eine Losungsdarstellung der
Laplace-Gleichung her, die von der Funktion f, den Dirichlet-Daten u|F bzw. den
Neumann-Daten (Ou/0n) ‘F und der Fundamentallosung ® auf dem Gebietsrand abhéngt.

Aufgabe 3 (Sobolev-Réume mit reellen Exponenten | 4 Punkte).
Sei s € Ry und Q = (—1,1).
(a) Gegeben sei die Funktion
—1, falls z <0,
u(x) =
1, falls = > 0.
Zeigen Sie, dass [|ul[yys2(q) < 0o genau dann gilt, wenn 0 < s < 1/2 ist.

(b) Gegeben sei die Funktion

Zeigen Sie, dass [|ulyys2(q) < 0o genau dann gilt, wenn 0 < s < 3/2 ist.



Aufgabe 4 (Koordiantentransformation und Parametrisierung | 4 Punkte).

Seien R € Ry und h € Ry gegeben. Wir betrachten das Objekt
C = {(m,y,z) eERY: 224+ <R’ 0<z< h}.
(a) Berechnen Sie das Integral
[ 1462
C
mit einer geeigneten Koordinatentransformation.

(b) Formen Sie das Volumenintegral in ein dquivalentes Oberflichenintegral iiber 0C
um.

Hinweis. Benutzen Sie den Gaufischen Integralsatz.

(c) Berechnen Sie das Oberflachenintegral, indem Sie eine geeignete Parametrisierung
der Oberfléche verwenden. Dabei kann die Parametrisierung aus mehreren Patches
bestehen.



